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В работе используется ранее полученная замкнутая система интегральных уравнений и соот-
ветствующих алгебраических соотношений, которая описывает структурные и термодинамические 
характеристики неоднородных (гетерогенных) молекулярных систем. Она получена в рамках двух-
уровневого статистического метода, который основывается на симбиозе метода коррелятивных функ-
ций Боголюбова – Борна – Грина – Кирквуда – Ивона (ББГКИ), метода условных коррелятивных 
функций Ротта и метода термодинамических функционалов плотности.  

Поле плотности в гетерогенной системе с наночастицами задается полем чисел заполнения ячеек, 
принадлежащих координационным сферам ГЦК решетки, используемой для описания структуры 
кристаллической наночастицы и окружающей ее газовой среды. Для численного определения про-
филя поля плотности наночастицы с учетом релаксации параметров ГЦК решетки на ее границе 
проведена модернизация компьютерной программы, которая ранее была разработана с использо-
ванием системы компьютерного проектирования MathCad. Вариационно-статистическим мето-
дом с помощью разработанной программы рассчитан профиль поля плотности наночастицы при 
температуре θ = 0,6, которая соответствует равновесию с газообразной средой при температуре 
ниже тройной точки. Изучена сходимость численного процесса решения полной замкнутой систе-
мы интегральных уравнений итерационным методом.  
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The paper uses a closed system of statistical equations and formulas that determines the structural and 
thermodynamic characteristics of ununiform (heterogeneous) molecular systems. It has been obtained using 
the two-level statistical method, which is a symbiosis of the Bogolyubov – Born – Green – Kirkwood – 
Ivon (BBGKI) method of correlation, the Rott conditional distribution method, and the density thermody-
namic functionals method. 

The density field in heterogeneous system with nanoparticles is defined with field of filling numbers, 
belonging to coordination spheres of FCC-lattice being used for characterization the structure of nano-
particle and its surrounding gaseous environment. For numerical derivation of nanoparticle density field 
profile taking into account the relaxation of FCC-lattice parameters of its boundary, the computer program, 
developed before on base of MathCad computer-aided design system, has been modified. Using variation-
statistical method, with this program was calculated the density field profile at temperature θ = 0,6, which 
is the equilibrium point with gaseous environment below triple point. The convergence of the numerical 
process of solving a complete closed-loop system of integral equations by the iterative method was in-
vestigated. 
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Введение. Ранее в работах [1–5] была изло-
жена методика решения полной системы инте-
гральных и алгебраических уравнений для гете-
рогенной системы, содержащей кристаллическую 
наночастицу внутри флюидной среды (газа или 
жидкости), которая разработана в рамках двух-
уровневого статистического метода [6, 7]. Он ба-
зируется на совместном использовании метода 
коррелятивных функций Боголюбова – Борна – 
Грина – Кирквуда – Ивона (ББГКИ), метода ус-
ловных распределений Ротта [8] и метода термо-
динамических потенциалов, которые в случае не-
однородных систем являются функционалами по-
ля плотности среды. 

Двухуровневый статистический метод позво-
ляет реализовать учет неоднородного распреде-
ления средних чисел заполнения ni для молекул 
системы, которые статистически распределены в 
микроячейках объемами ωi метода условных рас-
пределений Ротта [8], форма и размеры которых 
претерпевают существенные изменения вблизи 
границ кристаллических наночастиц. Для этого 
используется F11-приближение, которое учиты-
вает множество наиболее вероятных состояний 
конденсированной системы из N молекул в объ-
еме V, который разделен на микроячейки объема-
ми ωi (i = 1, 2, …, M).  

Количество микроячеек М в этом приближе-
нии превышает число N молекул в наночастице 
и окружающей ее флюидной среде. Поэтому не-
которые микроячейки с определенной вероятно-
стью могут быть вакантными. В результате числа 
заполнения ni ячеек меньше единицы, а поле их 
распределения по объему отражает неоднород-
ность поля плотности в объеме наночастицы и 
окружающей среде. 

В двухуровневом статистическом методе ис-
пользуются потенциалы ϕij средних сил [6, 7], ко-
торые в силу неоднородности гетерогенной си-
стемы являются функционалами от искомых по-
лей чисел заполнения np ячеек, центры которых 
принадлежат координационным сферам с номе-
рами p (p = 1, 2, …, P) относительно центра сфе-
рической наночастицы. 

Функционал свободной энергии неоднород-
ной системы зависит от искомого профиля плот-
ности через потенциалы φij средних сил, которые 
численно определяются в результате решения до-
статочно сложной системы статистических инте-
гральных и алгебраических уравнений.  

В модифицированной численной методике ре-
шения этой системы усреднения потенциала Лен-
нард-Джонса и других функций проводятся по об-
ластям локализации функций распределения в ви-
де сфер с радиусами bp, внутри которых унарные 
функции *

11F̂  считаются постоянными. Эти радиусы 
связаны со среднеквадратичными отклонениями σp 

молекул от узлов, принадлежащих координаци-
онным сферам с номерами p относительно цен-
тра наночастицы.  

В результате макроструктура сферической 
наночастицы с неоднородным радиальным про-
филем плотности описывается дискретными на-
борами чисел заполнения np и радиусов bp сфер. 
Поэтому искомые потенциалы φij средних сил 
оказываются наиболее сильно зависящими от 
значений чисел np и радиусов bp сфер в ячей-
ках, которые относятся к ближайшему окру-
жению микроячеек ωi и ωj и принадлежат со-
ответствующим координационным сферам с 
номерами p. 

Основная часть. Решаемое в работе модифи-
цированное интегральное уравнение для потенци-
алов средних сил неоднородной однокомпонент-
ной системы c вакансиями имеет вид [1, 2, 5] 

( )( , ) ( , , ) ( , )a
ij i j j ij i ij j ij i jf b n g b b f bρ = ρ ρ +  

 ( )(1 ( , , )) ( , , ).a
j ij i ij j ij i ij jn g b b f b b+ − ρ ρ  (1) 

Здесь ( ) ( , )
, ij i jb

ij i jf b e
−βϕ ρρ =  (β = 1/θ – обратная 

температура, θ = kT), а ( , )ij i jbϕ ρ  – потенциал сред-
ней силы, действующий на молекулу в ячейке ωi 
со стороны молекулы, равномерно распределен-
ной внутри сферы объемом υj = (4/3)πbj

3 в ячей-
ке ωj; ρi – безразмерное расстояние от молекулы 
в объеме υi до центра объема υj, а gij – аналог ра-
диальной функции для изучаемой гетерогенной 
системы, представляющей собой совокупность 
микроячеек, центры которых для молекулярных 
кристаллов образуют ГЦК решетку: 
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где ρij – безразмерное расстояние между центра-
ми объемов υi и υj. 

Функционалы ( ) ( , )a
ij i jf bρ  и ( ) ( , , )a

ij i ij jf b bρ  оп-
ределяются следующими выражениями: 
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Функционалы энтропии S, внутренней энер-
гии U и свободной энергии F сферической нано-
частицы и окружающей ее флюидной среды рас-
считываются по следующим формулам: 
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Здесь Zp – число узлов, принадлежащих коор-
динационной сфере с номером p; J = 42 – число 
узлов, принадлежащих трем координационным 
сферам с центрами, совпадающими с центром 
ячейки ωp, по узлам которых выполняется сум-
мирование в уравнениях (7), (8). 
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В численных расчетах все формулы и урав-
нения записаны в безразмерном виде, когда гео-
метрические размеры определены в единицах ли-
нейного параметра σ потенциала Леннард-Джон-
са, а все величины, имеющие размерность энергии, 
определены в единицах энергетического парамет-
ра ε этого же потенциала. 

Для сферической наночастицы поле плотно-
сти гетерогенной системы зависит только от рас-
стояния rр до центра наночастицы. Поэтому иско-
мый радиальный профиль чисел заполнения n(rp) 
аппроксимируется трехпараметрической функци-
ей, содержащей гиперболический тангенс и два 
вариационных параметра а и κ, т. е.  

 ( ) ( )th( ),p pn r a a n r∞= − − κΔ  (12) 

где n∞ – значение чисел заполнения в объемной 
однородной окружающей среде. 

Для сферической поверхности раздела фаз 
значения вариационных параметров a и κ нахо-
дятся при решении вариационной задачи по оты-
сканию минимума большого термодинамическо-
го потенциала Ω{ np } = F{np} – μ  Zp np нано-
частицы как функционала от искомого радиаль-
ного профиля чисел заполнения np. 

Полная замкнутая система интегральных и ал-
гебраических уравнений (1)–(11) для гетерогенной 

системы решалась численно методом итераций с 
помощью модернизированной ранее разработан-
ной компьютерной программы в пакете MathCad. 
Вариационный расчет параметров a и κ для про-
филя плотности (12) в окрестности сферической 
кристаллической наночастицы, находящейся в 
равновесии с газообразной окружающей средой, 
проводился при температуре θ = 0,6, что ниже 
тройной точки. 

Проверка правильности и единственности по-
лученных решений при заданном радиальном про-
филе плотности была выполнена в результате ис-
следования сходимости разработанной итераци-
онной процедуры. 

Сходимость итерационной процедуры к иско-
мому решению системы интегральных уравнений 
исследована при параметрах κ = 6 и а = 0,045, 
которые задают радиальный профиль чисел за-
полнения np в газовой среде с кристаллической 
наночастицей, содержащей 15 координационных 
сфер. Граница наночастицы соответствует значе-
нию номера координационной сферы p = 15, для 
которого значение радиуса наночастицы r15 = 4,38 
в единицах линейного параметра σ потенциала 
Леннард-Джонса. Например, для аргона σ = 3,405 Å, 
следовательно, радиус наночастицы r15 = 4,38 ×  
× 3,405 = 14,9 Å = 1,49 нм.  

Для исследования сходимости итерационной 
процедуры решения замкнутой системы уравне-
ний задавался пробный профиль среднеквадратич-
ных отклонений пр

pσ , соответствующий макроско-
пическому кристаллу со значением пр constpσ = , 
которое отличалось от предполагаемого либо ра-
нее найденного решения для ячейки в центре сфе-
рической наночастицы. Проведены две серии ите-
рационных расчетов. В первом случае пр 0,132pσ =  
( пр 0,170pb =  – параметр, определяющий область 
локализации унарной функции распределения в 
ячейке с номером p), что меньше, чем найденное 
ранее решение для центральной ячейки ( 0 0,149σ = ,

0 0,192b = ). Во втором случае пр 0,183pσ =  ( пр
pb = 

0,220= ), что больше, чем найденное ранее реше-
ние для центральной ячейки ( 0 0,149σ = , 0 0,192b = ). 
Результаты проведенных итерационных решений 
системы интегральных уравнений приведены на 
рис. 1, а, б. 

Из сравнения профилей на рис. 1, а, б вид-
но, что как в первом, так и во втором случае 
профили среднеквадратичных отклонений σр  
в процессе выполнения итерационной проце-
дуры постепенно деформируются и приближа-
ются к одному и тому же решению, которое 
практически реализуется уже после 10-й итера-
ции. Это наглядно видно из анализа соответ-
ствующих профилей, изображенных на рис. 2, 
где итерационные кривые для первого случая 
пронумерованы числами i*, а для второго слу-
чая – числами i. 



44 Ïðîâåðêà ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2021 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Заданный радиальный профиль чисел заполнения np для наночастицы  
и адсорбционного слоя (θ = 0,6; а = 0,045; κ = 6; n∞ = 2 ⋅ 10–5), а также рассчитанные  

зависимости среднеквадратичных отклонений σp молекул от номеров p координационных сфер  
для итераций с номерами: а – i = 0, 2–6, 10–16 при пр 0,132pσ = ; б – i = 0, 2–6, 10–16 при пр 0,183pσ =

 
Рис. 2. Заданный радиальный профиль чисел заполнения np для наночастицы и адсорбционного слоя  

(θ = 0,6; а = 0,045; κ = 6; n∞ = 2 ⋅ 10–5), а также рассчитанные зависимости среднеквадратичных отклонений σp 
молекул от номеров p координационных сфер для итераций с номерами i = i* = 0, 3, 5, 10–16 
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Заключение. В работе численно реализована 
итерационная процедура решения системы инте-
гральных и алгебраических уравнений для задан-
ного равновесного радиального профиля плот-
ности сферической наночастицы с использовани-
ем функционалов свободной энергии и большого 

термодинамического функционала гетерогенной 
системы: кристаллическая наночастица в равно-
весии с окружающей объемной газообразной фа-
зой. В результате изучена сходимость численно-
го итерационного процесса решения полной си-
стемы уравнений. 
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