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ПРОВОДИМОСТЬ В ТРЕХМЕРНЫХ РЕШЕТОЧНЫХ МОДЕЛЯХ 
С КОНКУРИРУЮЩИМ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕМ 

Рассмотрена трехмерная решеточная модель керамического ионного проводника, содержащая 
зерно и межзеренную прослойку, описываемую слоем с сегрегированными неподвижными ионами. 
Выполнено моделирование описанной системы по кинетическому методу Монте-Карло. При этом 
кулоновская энергия определялась суммированием Эвальда для систем со сляб геометрией. Опре-
делены зависимости числа прошедших через границу частиц, которое пропорционально величине 
электрического тока, от обратной температуры, имеющие типичный для твердотельных электро-
литов характер. Отмечено, что повышение концентрации подвижных ионов, равно как и увеличение 
сопротивления межзеренной границы, приводит к увеличению энергии активации, т. е. к снижению 
лабильности ионов. 
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CONDUCTIVITY IN THREE-DIMENSIONAL LATTICE MODELS  
WITH COMPETITIVE INTERACTION 

A three-dimensional lattice model of a ceramic ionic conductor containing a grain and an intergranular 
boundary is considered. The boundary is described by a layer with segregated immobile ions. The simu-
lation of the described system using the Monte-Carlo kinetic method was performed. The Coulomb en-
ergy was determined by the Ewald summation for systems with a slab geometry. The dependences of the 
particles number passing through the boundary, which is proportional to the electric current, on the recip-
rocal temperature are determined. These dependences are typical for solid electrolytes. It was noted that 
an increase in the concentration of mobile ions, as well as an increase in the resistance of the grain bound-
ary, leads to an increase in the activation energy, i.e. to reduce the lability of ions. 
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Введение. Одной из задач, стоящих перед че-
ловечеством, является производство энергии эко-
номически выгодным и экологически безопасным 
способом. Традиционные методы производства 
энергии на тепловых, атомных и гидроэлектростан-
циях сопряжены с серьезными экологическими 
проблемами. К электрохимическим устройствам 
для накопления и преобразования энергии отно-
сятся химические батареи, аккумуляторы, топлив-
ные элементы, суперконденсаторы и т. д. В насто-
ящее время в электрохимических системах актив-
но используются жидкие растворы ионных солей 
или полимерные ионообменные мембраны, что 
сопряжено с опасностью появления утечек и вос-
пламенения. Переход к электрохимическим эле-
ментам с твердотельными электролитами позволит 

повысить прочность, долговечность, безопасность 
и экологичность источников энергии, расширить 
диапазон рабочих температур [1]. 

Среди различных электрохимических устройств 
литиевые системы характеризуются наиболее вы-
сокой плотностью энергии и представляют осо-
бый интерес. Базовыми компонентами литиевых 
твердотельных устройств служат твердые элек-
тролиты с проводимостью по ионам лития. 

Одним из наиболее простых способов изуче-
ния твердотельных электролитов является их опи-
сание в рамках решеточной модели. Эта модель 
используется в тех случаях, когда рассматривае-
мая система может быть представлена двумя под-
системами: относительно жесткой несущей под-
системой, создающей потенциальный рельеф, и 
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подсистемой лабильных частиц. Изучению рав-
новесных свойств и кинетики таких систем посвя-
щено много публикаций [2–6]. 

В данной работе исследуется проводимость в 
решеточной системе с короткодействующим при-
тяжением и дальнодействующим электростатиче-
ским отталкиванием между подвижными частицами. 

Алгоритм моделирования. Рассматривается 
трехмерная решеточная модель керамического 
ионного проводника из n частиц, которые могут 
перемещаться по N = Lx×Ly×Lz решеточным узлам 
(при моделировании принималось 30×10×10, уз-
лы образуют простую кубическую решетку, па-
раметр решетки a = 0,4 нм). Средняя решеточная 
концентрация ионов ρс = n / N. 

Проводимость поликристаллической керамики 
обычно намного ниже ионной проводимости мо-
нокристалла из-за наличия межзеренных границ. 
Для воспроизводства эффекта повышенного сопро-
тивления межзеренной границы будем моделиро-
вать ее слоем с nb сегрегированными неподвижны-
ми ионами концентрацией cb = nb / (Ly×Lz), которые, 
однако, не блокируют решеточные узлы (рис. 1). 

  
Рис. 1. Модель межзеренной границы 

Для моделирования случайным образом выби-
рается узел j, занятый частицей. После этого также 
случайно определяется направление возможного 
прыжка частицы в один из ближайших узлов i. Ес-
ли второй выбранный узел оккупирован частицей, 
то переход частицы в него считается невозможным, 
однако попытка такого перехода учитывается.  

Поскольку ионы выполняют термоактивиро-
ванные прыжки, то их вероятность определяется 
выражением 
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где U = 0,2эВ – член, учитывающий внешнее по-
ле; J – энергия ван-дер-ваальсового притяжения 
ближайших соседей; zj, zi – число ближайших со-
седей j-го и i-го узла соответственно; kB – посто-
янная Больцмана; Т – температура. 

Изменение кулоновской энергии в результа-
те прыжка иона определяется выражением 
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Величину энергии кулоновских взаимодей-
ствий для системы со сляб геометрией с исполь-
зованием суммирования Эвальда можно записать 
в виде [7, 8] 
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где qi – заряд i-го иона; α = 5 / L – параметр 
Эвальда; rij – радиус-вектор частицы j относи-
тельно частицы i; V = LxLyLz – объем системы; 

2 ( / ,  / ,  / )x x y y z zL L L′ ′ ′= π γ γ γk  – вектор обратной 
решетки; ,  ,  x y z′ ′ ′γ γ γ  – целые числа.  

При моделировании обрезание при сумми-
ровании в прямом пространстве производилось 
по половине длины вдоль каждого направления, 
а также принималось max max 4,y z′ ′γ = γ =  max x′γ = 

12,=  что соответствует размеру «вакуумных об-
ластей», необходимых при моделировании систе-
мы со сляб геометрией [9, 10], равному двум раз-
мерам основной ячейки моделирования в направ-
лении оси х, и учету 334 k-векторов в обратном 
пространстве. 

Вычисленная в соответствии с соотношени-
ем (1) вероятность wji сопоставлялась со случай-
ным числом wr из диапазона [0; 1]. При этом ес-
ли wr ≤ wji, то переход считается произошедшим. 
В противном случае изменение состояния моде-
лируемой системы не происходит. Повторение 
данной процедуры n раз определяет один шаг ал-
горитма Монте-Карло (МКШ). 

Моделировалась одна траектория. Первые 
500 Монте-Карло шагов (МКШ) отводились на ус-
тановление стационарного состояния, последую-
щее усреднение производилось по 104 (для систе-
мы с ρ = 0,1) и 105 (для системы с ρ = 0,03) МКШ. 

Результаты моделирования. На рис. 2 и 3 
показано распределение концентрации заряжен-
ных частиц в окрестности межзеренной границы. 

Из рисунков видно, что с ростом числа сегре-
гированных на межзеренной границе частиц (уве-
личением сопротивления границы) глубина и ши-
рина обедненной приграничной зоны увеличиваются. 

На рис. 4 и 5 показаны зависимости числа 
прошедших через границу частиц I, которое про-
порционально величине электрического тока, от 
обратной температуры. Как и следовало ожидать, 
температурная зависимость носит аррениусовский 
характер. Это позволяет определить энергию ак-
тивации Ea, график которой показан на рис. 6. 

Lz 

Lx 

Ly 



30 Ïðîâîäèìîñòü â òðåõìåðíûõ ðåøåòî÷íûõ ìîäåëÿõ ñ êîíêóðèðóþùèì âçàèìîäåéñòâèåì 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2021 

Из рисунка видно, что повышение концентра-
ции подвижных ионов и увеличение сопротивле-
ния межзеренной границы приводит к увеличению 
энергии активации (снижению лабильности ионов). 

 
Рис. 2. Распределение концентрации  
заряженных частиц в окрестности  

межзеренной границы при ρс = 0,03, T = 1000 K,  
ε = 20, cb = 0 (кривая 1); 0,1 (2); 0,2 (3) 

 
Рис. 3. Распределение концентрации  
заряженных частиц в окрестности  

межзеренной границы при ρс = 0,1, T = 1000 K,  
ε = 20, cb = 0 (кривая 1); 0,1 (2); 0,2 (3) 

 
Рис. 4. Температурная зависимость  

электрического тока при ρс = 0,03, cb = 0,  
ε = 20 (кривая 1); cb = 0, ε = 40 (2); cb = 0,1,  

ε = 20 (3); cb = 0,1, ε = 40 (4); cb = 0,2,  
ε = 20 (5); cb = 0,2, ε = 40 (6) 

 

Рис. 5. Температурная зависимость  
электрического тока при ρс = 0,1,  

cb = 0, ε = 20 (кривая 1); cb = 0,  
ε = 40 (2); cb = 0,1, ε = 20 (3); cb = 0,1,  

ε = 40 (4); cb = 0,2, ε = 20 (5);  
cb = 0,2, ε = 40 (6) 

 

Рис. 6. Зависимость энергии  
активации от величины  
межфазной границы 

Заключение. Рассмотрена трехмерная реше-
точная модель керамического ионного проводни-
ка, содержащая зерно и межзеренную прослойку, 
описываемую слоем с сегрегированными непо-
движными ионами. Выполнено моделирование 
описанной системы по кинетическому методу 
Монте-Карло. При этом кулоновская энергия оп-
ределялась суммированием Эвальда для систем 
со сляб геометрией. 

Показано, что зависимости числа прошедших 
через границу частиц, которое пропорционально 
величине электрического тока частиц, от обрат-
ной температуры носят аррениусовский характер. 
Это позволило определить энергию активации. 

Работа выполнена при грантовой поддержке 
научной программы Евросоюза HORIZON-2020 
(проект AMD-734276-CONIN) и Национального 
агентства академических обменов Польши в рам-
ках программы «Solidarity with scientists Initiative». 
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