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В статье рассматривается решение задачи модального управления для одной трехмерной ста-
ционарной динамической системы с запаздывающим аргументом нейтрального типа с одним вхо-
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Введение. Задача модального управления яв-
ляется одной из основных задач теории управления. 
Она хорошо изучена для систем без запаздывания. 
Для систем с запаздывающим аргументом, а также 
систем нейтрального типа решение задачи модаль-
ного управления значительно сложнее [1–8]. В ста-
тье обобщаются результаты, полученные в рабо-
те [8], на одну трехмерную систему нейтрального 
типа в общециклическом случае при кратных корнях. 

Основная часть. Рассмотрим линейную ста-
ционарную систему с запаздывающим аргумен-
том нейтрального типа с одним входом и одним 
запаздыванием по состоянию: 

( ) ( ) ( )0 1x t A x t A x t h= + − +  

 ( ) ( )2 , 0,A x t h bu t t+ − + >  (1) 

где Аi, i = 0, 1, 2 – постоянные 3×3-матрицы; h > 0 – 
постоянное запаздывание; b – ненулевой 3-вектор. 
Не ограничивая общности, считаем [ ]0, 0, 1b′ =  
(« ' » означает транспонирование). 

Присоединим к системе (1) регулятор вида 

( ) ( ) ( ) ( )00
0 1

L M
i

ij
i j

u t q x t q x t jh
= =

′ ′= + − +  

 ( ) ( )
0

,
h

g s x t s ds
−

′+ +  (2) 

где 00 ,q  ijq  – 3-векторы; ( ) [ ],  , 0g s s h∈ −  – непре-
рывная 3-вектор-функция; ,L M ∈  ℕ; 

( ) ( ) ( );
idef

i
i

d
x t x t

dt
=  ( ) ( ) ( )0 .x t x t≡  

Характеристическое уравнение системы (1) 
имеет следующий вид: 

0 1 2 3det h hA A e A e I−λ −λ + + λ − λ ≡   

 
3 3

0 0

0,i j h
ij

i j

e− λ

= =
≡ α λ =   (3) 

где числа ijα  вычисляются как функции матриц Ai, 
0, 1, 2,i =  в частности 00 0det ,Aα =  30 1,α =  33α =  

2det .A=  
Определение 1. Система (1) модально управ-

ляема регулятором вида (2), если для любых на-
перед заданных чисел ,ijα  0, 1, 2, 3,i =  0, 1, 2, 3,j =  

30 1,α =  найдется такой регулятор (2), при кото-
ром характеристическое уравнение замкнутой си-
стемы (1), (2) имеет вид (сравните с (3)): 

( )0 1 2 3det h hA A e A e I bU−λ −λ + + λ − λ + λ ≡   

3 3

0 0

0,i j h
i j

i j

e− λ

= =
≡ α λ =  

где ( )U λ  – регулятор (2) в частотной области. 

Рассмотрим еще одно определение модальной 
управляемости. 

Определение 2. Система (1) модально управ-
ляема регулятором вида (2), если для любых на-
перед заданных чисел ,ijα  0, 1, 2,i =  0, 1, 2,j =  

20 1,α =  3 ,jα  0, 1, 2j =  найдется такой регулятор (2), 
при котором характеристическое уравнение за-
мкнутой системы (1), (2) имеет вид 

( )0 1 2 3det h hA A e A e I bU−λ −λ + + λ − λ + λ ≡   

2 2

0 0

i j h
ij

i j

e− λ

= =

 
≡ α λ ×  
 
  

( )30 31 32 0.j h j he e− λ − λ× α + α + α λ + λ =  

Можно показать, что определения 1 и 2 экви-
валентны. 

Введем (3×3)-матрицы: 

( ) 0 1 2 ;h hA A e A e−λ −λλ = + + λA  

( ) ( ) ( )2 , , ,W b b b λ = λ λ λ ∈  A A ℂ. 

Рассмотрим общециклический случай: 

( ) ( ) ( )0 1det , 0 .h hW c e e c−λ −λλ = γ + γ + λ ≠  

Пусть матрица ( )λA  имеет следующий вид: 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 1 2 0 1

21 22

31 32 33

0

1

h h h he e c e e

a a

a a a

−λ −λ −λ −λ β +β +β λ γ +γ +λ
 
 λ = λ λ ≡
 λ λ λ  

A  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

11 12

21 22

31 32 33

0

1 ,

a a

a a

a a a

 λ λ 
 ≡ λ λ 
 λ λ λ 

 

здесь 0 1, 0, 1, 2, , ,i i cβ = γ γ  – некоторые действи-
тельные числа; ( ) , 1, 2, 3, 1, 2, 3ija i jλ = =  – ква-
зиполиномы: 

( ) 0 1 2 ,h h
ij ij ij ija a a e a e−λ −λλ = + + λ  

где ijka ∈  ℝ; 0, 1, 2.k =  
Сделаем в системе (1) замену переменной по 

правилу 

( )1 ,x T y= λ  

где ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

11 1 12 2

1 0 0

0 1 0 .

1

T

a a

 
 λ =  
 − λ + η λ − λ + η λ 

 

Тогда система (1) с новой переменной в ча-
стотной области примет вид 
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 ( ) ( ) ,y y bU yλ = λ + λA  (4) 

где ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

11 12

1 2

31 32 33

0

1 ;

a a

b b b

 λ λ 
 λ = η λ η λ 
 λ λ λ 

A  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )31 31 11 21 11 1b a a a aλ = λ + λ λ − λ η λ −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 33 22 1 33 1a a a a− λ λ + λ η λ + λ η λ −  

( ) ( )1 2 ;− η λ η λ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )32 32 12 21 12 1b a a a aλ = λ + λ λ − λ η λ −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 33 22 2 33 2a a a a− λ λ + λ η λ + λ η λ −  

( )2
2 ;−η λ  

( ) ( ) ( ) ( )33 22 33 2 ;b a aλ = λ + λ − η λ  

( ) ( )1 2,η λ η λ  – функции, которые определим ниже. 
Регулятор вида (2) в частотной области бу-

дем искать в виде 

( )1U yλ =  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )31 32 3 33, , .b b b y= − λ − λ η λ − λ  (5) 

Тогда матрица ( )λA  системы (4), замкнутой 
этим регулятором, примет вид 

 ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

11 12

1 2

3

0

1 .

0 0

a a λ λ 
 λ = η λ η λ 
 η λ 

A  (6) 

Рассмотрим уравнение 

( )2
1 0 1 0 0 1λ + γ − β λ + β γ − β γ ≡  

( )( )1 2 1 20, , ,≡ λ − ξ λ − ξ = λ ξ ξ ∈ℂ. 

Пусть выполнено условие 

 1 2 .ξ = ξ = ξ  (7) 

Рассмотрим величину 

 ( ) 0 1 .he−ξδ ξ = β + β − ξ  (8) 

Пусть ( ) 0δ ξ ≠  и функции ( ) ( )1 2,η λ η λ  в (6) 
имеют следующий вид: 

( ) (1 22 22 0 21 1 12
he−λη λ = −α λ + α β − α β − α −  

) ( 2 3 2
22 0 1 1 00 12

12 h he e−λ − ξ
 
 
 

− α ξ − β β + β +α β −
δ ξ

 

2 2
12 0 1 22 0 12h he e− ξ − ξ−α β β − α β β ξ −  

2 3
02 0 12 0 22 02 2 2h h hhe he he−ξ −ξ −ξ− α β ξ − α β ξ − α β ξ +  

01 1
hhe−ξ+ α β ξ + 2

21 0 1 0 12 2h he e−ξ −ξα β β ξ + β β −  

3 3 2
22 21 1 10 12 h h he he he−ξ −ξ −ξ− α ξ + α β ξ + α β ξ −  

2 2
01 0 1 11 1 21 0 1

h h hhe he he−ξ −ξ −ξ− α β β + α β ξ − α β β ξ −  

2 2 2
11 0 1 12 0 22 0

h h hhe he he−ξ −ξ −ξ− α β β ξ + α β ξ + α β ξ −  

2 2 2 2
21 1 1 00 1

h h he he he−ξ −ξ −ξ− α β ξ + β ξ + α β +  

11 0 1
he−ξ+ α β β 2 3

02 0 12
h hhe he−ξ −ξ+ α β + α ξ +  

2 4 2
10 1 22 02

h h he he he−ξ −ξ −ξα β +α ξ + α ξ +  

2 2 2 2 2
22 1 21 1 12 13 2 2h h he e e− ξ − ξ − ξ+ α β ξ + α β ξ + α β ξ +  

2 2
12 0 22 0 22 02 4 2h h he e e−ξ −ξ −ξ+ α β ξ + α β ξ − α β ξ +  

2 2 2 2
10 0 1 12 12 0 11 1

h h he e e−ξ −ξ − ξ+ α β β − α ξ − α β + α β +  

) (2 2 2 2 3
02 1 02 02 0 00 1 12 0

he− ξ+ α β − −α ξ − α β + α β + α β −  

2 2 4 2
1 22 12 0 1 22 0 13 4 2h he e−ξ −ξ− β ξ − α ξ − α β β ξ + α β β ξ −  

3 2 3
12 21 0 1 22 0 12 2 2h he he−ξ −ξ− α ξ − α β β ξ − α β β ξ −  

2 2
11 0 1 01 0 1

h hhe he−ξ −ξ− α β β ξ − α β β −  

2 3
12 0 1 02 0 1 22 02 2 8h hhe he−ξ −ξ− α β β ξ − α β β ξ + α β ξ −  

2 2 2 2 3
22 0 10 0 1 12 0 21 17 5 2− α β ξ + α β β + α β ξ − α β ξ −  

2 2
12 0 02 0 21 0 14 2 4− α β ξ + α β ξ + α β β ξ −  

2 3 2
22 0 1 22 0 0 16 2 2he−ξ− α β β ξ + α β ξ + β β ξ +  

3 2 2 2
1 22 0 1 12 0 12 h h he he he−ξ −ξ −ξ+ β ξ + α β β ξ + α β β ξ −  

2 2 2 2 2
21 0 1 01 1 11 1

h h hhe he he−ξ −ξ −ξ− α β β ξ + α β ξ + α β ξ +  

3 3 2 3
12 1 10 1 21 1

h h hhe he he−ξ −ξ −ξ+ α β ξ + α β ξ + α β ξ +  

2 4 2
02 0 1 22 1 11 1

h hhe he−ξ −ξ+ α β β + α β ξ − α β ξ +  

3 2 2 2
10 1 01 1 11 0 1 11 0 1

h h he e e−ξ −ξ −ξ+ α β + α β − α β β − α β β +  

2 3 3 2
12 0 1 00 1 1

h h he he he−ξ −ξ −ξ+ α β β + α β + β ξ +  

2 3
02 1 11 0 1 22 12 4h hhe e−ξ −ξ+ α β ξ + α β β ξ + α β ξ +  

2
12 1 02 13 2h he e−ξ −ξ+ α β ξ + α β ξ + 2 2

21 13 he−ξα β ξ +  

)2 2
11 1 02 0 1 21 0 12 2 2h he e−ξ −ξ+ α β ξ − α β β − α β β ξ ×  

( ) ( 4 2
22 01 1 11 12

1 h he e−ξ −λ−× + −α ξ −α β ξ − α β ξ −λ − ξδ ξ
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3 2 3 2
12 01 0 1 10 1 21 1 02 0− α ξ + α β β − α β ξ − α β ξ − α β −  

2 2 3 2 2
02 21 0 1 22 0 22 02− α ξ + α β β ξ + α β ξ − α β ξ +  

2 2
12 0 12 0 02 0 11 0 12 2+ α β ξ − α β ξ + α β ξ + α β β ξ −  

( ) ( ) ( )
2 2 2

00 1 1 2
1) .

h h he e he−ξ −λ −ξ − − α β −β ξ ⋅ −
 δ ξ λ − ξλ − ξ 

 

( ) ( )2 0 10 21 2
1

1he−λη λ = −β − α − α λ + ×
δ ξ β

 

( 2 2 2 4 4
00 1 1 22 22 0 12 0 12 he−ξ× α β − β ξ + α ξ + α β + α β β ξ +  

2 2 3 2
02 1 21 0 1 22 0 18h he e− ξ −ξ+ α β − α β β − α β β ξ +  

2 3
21 0 1 22 0 14 2h he he−ξ −ξ+ α β β ξ − α β β ξ −  

2
12 0 1 02 0 12 2h hhe he−ξ −ξ− α β β ξ − α β β ξ −  

3
22 04− α β ξ + 2 2

22 06α β ξ − 2
21 0 1α β β ξ +  

2 2
11 1

hhe−ξ+ α β ξ + 4
22 1

hhe−ξα β ξ + 11 0 12α β β ξ +  

2 3 2
22 0 1 22 0 0 110 4 2he−ξ+ α β β ξ − α β ξ + β β ξ +  

3 2 2 2
1 22 0 1 12 0 12 h h he he he−ξ −ξ −ξ+ β ξ + α β β ξ + α β β ξ −  

2 2 2
11 0 1 21 0 1

h hhe he−ξ −ξ− α β β ξ − α β β ξ +  

2
01 1

hhe−ξ+α β ξ + 3 2
12 1 01 0 1

h hhe he−ξ −ξα β ξ − α β β +  

3 2 3
10 1 21 1

h hhe he−ξ −ξ+ α β ξ + α β ξ + 2
02 0 1

hhe−ξα β β −  

2 3 2 2
11 1 10 1 10 0 1 01 1

h he e−ξ −ξ− α β ξ + α β + α β β + α β −  

2 2
11 0 1 11 0 1

he−ξ− α β β − α β β − 2
12 0 1

he−ξα β β +  

3 3 2 2
00 1 1 02 1

h h hhe he he−ξ −ξ −ξ+ α β + β ξ + α β ξ −  

3
22 14 he−ξ− α β ξ − 2 2 2

12 1 21 1
h he e−ξ −ξα β ξ − α β ξ +  

2 2 2 2
11 1 21 0 1 12 0 12 2h he e−ξ − ξ+ α β ξ + α β β ξ − α β β −  

3 2
21 0 1

he− ξ− α β β + 2 2 2
22 0 1

he− ξα β β + 3
22 0 12 he−ξα β β +  

2 2 3 2 2 2 2
12 1 21 1 22 12 2 4h h he e e− ξ − ξ − ξ+ α β ξ + α β ξ + α β ξ −  

2 2
21 0 12 he−ξ− α β β − )2 2

22 0 14 h he e− ξ −λα β β ξ +  

( 4 4 3 2 4 2
12 12 0 1 21 1 01 1

he−ξ+ −α ξ − α β + β ξ −α β ξ + α β ξ +  

2 2 2 2 2 3
01 0 1 10 1 10 0 1 11 0 1+ α β β + α β ξ − α β β + α β β −  

3 3 2
00 1 10 1

h he he−ξ −ξ− α β + α β ξ + 4
12 1

hhe−ξα β ξ +  

2 4 2 2 2
21 1 21 0 1

h hhe he−ξ −ξ+ α β ξ + α β β ξ −  

3 2 3
22 0 1 12 0 1

h hhe he−ξ −ξ− α β β ξ − α β β ξ +  

2 2 2 3
11 0 1 11 0 1 12 12h hhe e−ξ −ξ+ α β β ξ +α β β ξ + α β ξ +  

2
02 1+α β ξ − 3 2

00 0 1 02 0 1
h hhe e−ξ −ξα β β + α β β +  

2 2 2 2 3 3
11 0 1 11 1 1

h h he e he−ξ −ξ −ξ+ α β β + α β ξ + β ξ −  

3 3 3
10 0 1 12 0 1 21 0 14h he e−ξ −ξ− α β β − α β β + α β β ξ +  

2 3
21 1 02 0 1 01 0 12 2 2h he e−ξ −ξ+ α β ξ − α β β ξ − α β β ξ +  

3 4 2 2
21 0 1 22 1 21 0 12 3 5he−ξ+ α β β ξ + α β ξ − α β β ξ −  

3 2 2 2
0 1 11 0 1 22 0 12 2 7h he e−ξ −ξ− β β ξ − α β β ξ + α β β ξ −  

2 2 2
21 0 1 12 0 14 5h he e−ξ −ξ− α β β ξ − α β β ξ −  

2 3
11 0 1 22 0 12 8h he e−ξ −ξ− α β β ξ − α β β ξ +  

2 2 2
12 0 1 11 0 14 2h he he−ξ −ξ+ α β β ξ − α β β ξ −  

2 3 2 3
21 0 1 22 0 12 3h hhe he−ξ −ξ− α β β ξ + α β β ξ +  

2 2 2
12 0 1 02 0 13 3h hhe he−ξ −ξ+ α β β ξ + α β β ξ −  

4 3
22 0 1 12 0 13 3h hhe he−ξ −ξ− α β β ξ − α β β ξ −  

2 2 2
02 0 1 21 0 13 2h hhe e−ξ −ξ− α β β ξ + α β β ξ −  

3 2
22 0 1 01 0 12 2h he he−ξ −ξ− α β β ξ − α β β ξ −  

5 3 2 2 2 2
22 10 0 1 0 1 0 12 2 2hhe−ξ− α ξ − α β β ξ − β β ξ + β β ξ +  

4
22 08+ α β ξ 3

00 1
hhe−ξ+α β ξ 2 2

01 1
hhe−ξ+α β ξ −  

2 3 3 2 2 3
22 0 12 0 12 0 12 012 4 6 4− α β ξ + α β ξ − α β ξ + α β ξ −  

2 4
00 0 1 22 02 2− α β β − α β ξ + 3 2 2

22 0 00 18 2α β ξ + α β ξ −  

3 3 2 2 3
02 0 1 0 1 11 1

h h hhe he he−ξ −ξ −ξ− α β β −β β ξ + α β ξ +  

)5 3 2 2
22 1 02 1 01 0 1

h h hhe he he−ξ −ξ −ξ+ α β ξ + α β ξ + α β β ×  

( )2
1

1 h he e−ξ −λ−× −λ − ξδ ξ β ( )0β − ξ ×  

( 4 2 3
22 01 1 11 1 12 01 0 1× α ξ + α β ξ + α β ξ + α ξ − α β β +  

2 3 2 2 2
10 1 21 1 02 0 02 21 0 1+ α β ξ + α β ξ + α β + α ξ − α β β ξ −  

3 2 2 2 2
22 0 22 0 12 0 12 02 2− α β ξ + α β ξ − α β ξ + α β ξ −  

)2 2 2 2
02 0 11 0 1 00 1 12− α β ξ − α β β ξ +α β + β ξ ×  

( ) ( ) ( )2
1

1 h h he e he−ξ −λ −ξ − × −
 λ − ξδ ξ β λ − ξ 

. 
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Пусть ( )3η λ  в регуляторе (5) имеет вид 

( )3 30 31 32 .j h j he e− λ − λη λ = −α − α − α λ  

Нетрудно проверить, что регулятор (5) решает 
задачу модального управления для системы (4), 
а регулятор 

( ) ( ) ( )1
1U x U T x−λ = λ λ  

решает данную задачу для системы (1). 
Таким образом, доказана теорема. 
Теорема. Для того, чтобы система (1) была 

модально управляема регулятором вида (2) в слу-
чае (7), необходимо и достаточно, чтобы выпол-
нялось условие 

( ) 0,δ ξ ≠  

где ( )δ ξ  определено в (8). 
Замечание. В полученных регуляторах требу-

ется перейти из частотной во временную область. 
При этом необходимо следовать нижеприведен-
ным правилам. 

1. Слагаемые вида ( ) ,i j h
ke x− λαλ λ  1, 2,k =  ,i  

j ∈ℕ {0},∪  α∈ ℝ в частотной области соответ-
ствуют следующим слагаемым во временной 
области: 

( )
.

i
k

i

d x t jh

dt

−
α  

2. Слагаемые вида ( ) ,
h h

k
e e x

−ξ −λ−α λλ − ξ  1, 2,k =  

α∈ℝ, ,λ ξ∈ℂ в частотной области, согласно 

теореме о свертке, соответствуют следующим 
слагаемым: 

( ) ( ) ( ) ( )
0

.h s
k

h

H t s H h s e x t s ds− + ξ

−

α + + +  

3. Слагаемые вида 
( ) ( )2

h h he e he−ξ −λ −ξ − α − ×
 λ − ξλ − ξ 

 

( ) ,kx× λ  1, 2,k =  α∈ℝ, ,λ ξ∈ℂ в частотной обла-

сти соответствуют слагаемым вида 

( ) ( )( ) ( ) ( )
0

.h s
k

h

H t s H h s h s e x t s ds− + ξ

−

α + + − − +  

Заключение. Таким образом, полученные ре-
гуляторы решают задачу модального управления 
для рассматриваемой системы в общецикличе-
ском случае при кратных корнях.
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