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НЕСУЩАЯ СПОСОБНОСТЬ МАГНИТОЖИДКОСТНОГО СФЕРИЧЕСКОГО ПОДВЕСА

Analytical methods the interaction of a fixed spherical magnet and nonmagnetic sphere in a mag-
netic fluid is investigated.

Введение

Способность магнитожидкостных дисперсий 

намагничиваться увеличивает несущую способ-

ность гидростатического подвеса за счет воз-

никновения дополнительной магнитной гидро-

статической силы, «помогающей» выталкивать 

нагруженную опору. Однако эта сила находится 

в сложной зависимости от конструктивных, 

магнитных характеристик несущих элементов 

подвеса и намагниченности магнитожидкостных 

дисперсий. К настоящему времени закономер-

ности этих зависимостей разработаны недоста-

точно. В такой ситуации для создания методики 

инженерного расчета технических устройств 

данного класса целесообразно вначале исполь-

зовать приближенные методы, позволяющие 

получать обобщающие соотношения, удобные 

для дальнейшего анализа.

Одну из базовых моделей представляет сис-

тема из сферического магнитного диполя и не-

магнитной сферы [1-4]. В работе [1] приведено 

решение задачи о взаимодействии магнитной и 

немагнитной сфер, взвешенных в неограничен-

ном объеме линейно намагничивающейся жид-

кости. Задача о взаимодействии сферического 

немагнитного сосуда, заполненного магнитной 

жидкостью, и сферического магнита, левити-

рующего внутри сосуда, рассмотрена в рабо-

те [2]. Аналитическая модель, объединяющая 

случаи внешнего и внутреннего взаимодейст-

вия сфер, представлена в работах [3, 4].

Целью настоящей работы явилось даль-

нейшее развитие обобщающей модели [3, 4] 

взаимодействия сферического магнита и 

немагнитной сферы.

Согласно [5—7], выражение силы, действую-

щей на немагнитное тело с площадью поверхно-

сти S, погруженное в магнитную жидкость, име-

ет вид

Р + \ р 0 {М пУ n d S , (О

где п -  вектор внешней нормали к участку по-

верхности dS.

Магнитожидкостное давление, входящее в по-

дынтегральное выражение (1), определяется как

P = H0 HjM ( H ) d H .  (2)

"о

Второе слагаемое в выражении (1) -  магнит-

ный скачок давления на границе тела, обусловле-

но скачком максвелловских напряжений при пе-

реходе через поверхность тела.

При вычислении (1) и (2) намагниченность 

магнитных жидкостей удобно описывать дроб-

но-линейной зависимостью

м  = M SH / ( н  + Н  „), (3)

где М s -  намагниченность насыщения; Hh=M,/x -

поле половинного намагничивания, х  -  магнитная 

восприимчивость жидкости, соответствующая 

начальному участку кривой намагничивания М  = 

= Х #[8]. '

Рассмотрим взаимодействие сферического 

магнитного диполя радиусом R2 и немагнитной 

сферы радиусом R\ в магнитной жидкости. 

В случае внутреннего взаимодействия магнит 

плавает внутри немагнитного полого сосуда, 

заполненного намагничивающейся жидкостью 

(рис. 1), при внешнем взаимодействии оба тела 

взвешены в неограниченном объеме магнитной 

жидкости (рис. 2).

Распределение напряженности и квадрата 

напряженности поля, создаваемого сфериче-

ским диполем в намагничивающейся жидкости 

можно выразить как

( з | г p S

5 2
г г

V У

Я 2 = Р 2
l + 3cos2 а  

16k V
Р =

AnR]Mf  

3 + 2Х ’
(4)

где г -  радиус-вектор, проведенный из центра 

диполя в точку наблюдения; Р  -  эффективный 

магнитный дипольный момент сферического

тела; а  -  угол между векторами г и Р ; М} -  на-

магниченность магнитного сферического тела.

Присутствие немагнитной сферы искажает 

первичное распределение поля, так что ре-

зультирующее поле будет равно сумме пер-

вичного и вторичного (индуцированного не-

однородностью среды, связанной с наличием 

немагнитного тела вблизи источника) полей. 

Степень искажений определяется магнитной 

восприимчивостью жидкости (порядок иска-

жений ~х2)- При малых значениях этого пара-

метра искажением первичного магнитного по-

167



ля, описанного уравнением (4), а также маг-

нитным скачком давления на границе тела в 

уравнении (1) можно пренебречь.

]LJ
женность поля; N  = —-  -  параметр нелиней-

• . . . . .  -V. ' Н »

ности кривой намагничивания; , , < | ,.

h = —  = -^д-[(1 + 3cos2 a ,)c o s 2 (3 +
tf. 2г3

+(1 + 3cos2 а  .Д sin2 p + 3 c o saz cosa^ sin2P]1/2 -

безразмерное распределение модуля напряжен-

ности поля, нормированное на единицу;

Р М ,  '
Н* = ------- = ------ -—- -  характерный масштаб

4 nR] (3 + 2Х)

напряженности поля; b = R2/R ] и а = r0/R t -  

безразмерные отношения соответственно радиу-

са магнита и смещения к радиусу немагнитного 

тела; а г; ах -  углы, которые образует радиус- 

вектор с осями координат (ось z  направлена 

вдоль вектора смещения центра диполя относи-

тельно центра немагнитной сферы);. Р -  угол 

между векторами намагниченности магнитного 

диполя и смещения.

Данная задача допускает обобщение случаев 

внутреннего и внешнего взаимодействий [3, 4]. 

Область изменения параметров: 0 < а < 1; 

- 1 < 6 < 0 ; а < 1 +  ( - Ъ) -  для внутренней задачи; 

1 < а < оо; 0 < Ъ < оо; а > 1 + 6  -  для внешней 

задачи. i г , ;

Модель для линейно намагничивающей-

ся жидкости

С учетом принятых допущений силу, дейст-

вующую На магнит в линейно намагничиваю-

щейся жидкости (М = ХЯ) можно выразить че-

рез ряд альтернативных соотношений

F  = F 0 = P hN 2f ^  =  F^- 

Fh =  PhTrt-2 ; F* ^ F hN 2 ^ a M } n R l ; (5)

f  = —f (1); fO)= _ I (f A2lui5 =:J L  
: ■ 9 2 3 N 2

где F* -  выбранный в качестве масштаба ком-

плекс, имеющий размерность силы; функцио-

нал либо его модификация f, являются 

функцией только геометрических параметров.

После необходимых преобразований нахо-

дим ее модификацию

Далее будем рассматривать взаимодействие 

сферического магнита и немагнитной сферы в 

линейном по магнитной восприимчивости при-

ближении.

Для удобства анализа результатов решения 

задачи введем ряд параметров: p h = \ioM sH h -  за-

висящее от рода жидкости характеристическое 

давление; H I H h -  Nh -  безразмерная напря- ,

f  = (/о + / Acos2(3)ez + т2(3ех =

= /о (A + А& ■ cos2P + А е • sin2P) = / 0ст ’
(6)

где ёг ,ех ,ёу  -  орты декартовой системы коор-

динат; ст- функция, определяющая зависи-

мость силы от ориентации намагниченности; 

8 = / д / / о  — относительный фактор знакопере-
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менной части продольной силы; s = / ^ / / o  -  

относительный фактор поперечной силы;

f\\ + А  ЬА  ̂_

2 а
/о  = ;

, 1 , Л + а
з ( - — Мт— 1 +

48а

3 - 1 1а2 + 149а4 + За6

Я

3 ( 1 - а2)4

А  ъ4

1 -  а

);

1 + а.

(7)

И ------1п|-
2 16а3 2а 1- а

3 - 1 1а2 + 21а4 + За6
+ ---------------- Ш --------);

+

( 8)

3(1- а 2)4

г - А  ь4

U  А  24а3 2а 1- а

3 - 1 1а2 + 5а4 + За6
(9)

)■
3(1- а 2)4

Безразмерная сила f  = F/ F* зависит от трех 

параметров: отношений b и а, а также угла (3. 

Зависимость сил от угла р свидетельствует об 

анизотропном характере взаимодействия. Со-

гласно (6), продольная сила (z-проекция), дей-

ствующая вдоль направления смещения, состо-

ит из двух составляющих -  средней и 

знакопеременной сил. Средняя сила / 0 не зави-

сит от угловой переменной, знакопеременная 

сила пропорциональна cos2p с угловой ампли-

тудой Поперечная сила (х-проекция) не име-

ет изотропной части и пропорциональна sin2p, 

а ее угловая амплитуда / у .

Максимальное значение продольной силы 

относительно р достигается, когда ее вектор 

параллелен вектору намагниченности диполя 

(Р = 0; ±л), тогда = / 0 + / й , при перпендику-

лярной ориентации магнитного диполя 

(Р = ±я/2) относительно продольной силы она 

минимальна - f x = / 0 -  / д . В этих крайних слу-

чаях поперечная сила отсутствует f x — 0 . При 

Р = ±тг/4; ±Зл/4 продольная сила / р = / 0, а

А  г  f z .  достигает максимума.

Что касается зависимости f(a), то в ряде 

случаев возможны упрощения формул (7-9). 

Так, при малых смещениях центра магнитной 

сферы относительно центра немагнитной 

(а «  1) в случае внутреннего взаимодействия 

следует:

/о  =

А  =

1Ь4а 

15 ’ 

1264а 

15

/д  =
2о а

А  =
2 Ь4а

Л =
\6Ь4а

15 " 15 11 15

Из этих соотношений видно, что

характер, т. е. пропорциональна смещению. 

При а <0,1 данные соотношения дают практи-

чески тот же результат, что (7)-(9).

Большие взаимные смещения центров сфер 

( а » 1, практически при о > 11) возможны в 

случае внешнего взаимодействия тел. Тогда из 

формул (7)-(9) следует:

/о  -
106

9 а7
;

6 А

9 а '
; А  =

- 2  У 1

9 а '
/ о ;

. 166 4 8 . _ 46
j \ \  7  с J  0  5 J -L

7 5 f ° '9а '  5 ‘ ’ 9а '

В случае взаимодействия диполя с плоской 

поверхностью немагнитного тела (а —> 1) полу-

чим

/ а = | / о ; A = 0 ; / j |
4 2
j / o ; / 1  = 3 / 0 -

Рассмотрим влияние параметра а  на харак-

тер анизотропии силы (рис. 3). Его демонстри-

рует рис. 3, на котором представлены зависи-

мости 8(a) и s(a).

Рис. 3. Зависимости параметров 5 и е от параметра а

Как видно из рис. 3 фактор знакоперемен-

ной части продольной силы 8(a) монотонно 

возрастает, а фактор поперечной силы е(а) мо-

нотонно убывает во всем диапазоне значений а 

(а = 0...°о). Их граничные значения составляют: 

при внутреннем взаимодействии (а = 0 . . .1) -  

80 = 1/7 и 8] = 1/3; s0 = 1/7 и 8] = 0, при внешнем 

взаимодействии (а = 1 .. .со) -  8] =  1/3 и 8Ю =  3/5; 

Si = 0 и еда = -1/5. Изменение знака е(а) показы-

вает, что при переходе от внутренней к внеш-

ней геометрии направление поперечной силы 

изменяется.

Характер анизотропии продольной силы 

описывается зависимостью

8(a) = 8, + Д8;

4 ,2,5
a

a 2’5 +1
( 10)

при малых смешениях сила носит квазиупругий

где Д8, определяется как Д801 = (8) -  80) = 

= 4/21 -  внутреннее взаимодействие; Д8 |М =
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— (5оо— 8i) = 4/15 -  внешнее взаимодействие. 

Соотношение Аб^/Дбо! = 1,4 показывает, что 

анизотропия при внешнем взаимодействии бо-

лее выражена, чем при внутреннем.

Как следует из анализа (7)—(9), своего мак-

симального значения сила достигает при со-

прикосновении поверхностей сфер (а = 1 + Ь, 

b < 0 -  для внутренней задачи, Ъ > 0 -  для 

внешней). Таким образом, зависимости, полу-

ченные для случая контакта сфер, могут ис-

пользоваться для оценки несущей способности 

сферического подвеса (рис. 4).

Рис. 4. Зависимость / д , / д , f ^  от параметра b 

в случае контакта сфер

Сопоставление f 0(b), / Л(6), А ( Ь )  пока-

зывает, что наибольший вклад в силу (6) дает 

зависимость f 0(b) , которая при внутреннем 

взаимодействии имеет максимум. Зависимость 

/ д  (6) качественно повторяет зависимость 

/ 0(6), но своего максимума она достигает при 

b = 0, т. е. для случая взаимодействия магнит-

ной сферы и немагнитной плоскости. Зависи-

мость (Ь) имеет два экстремума — как при 

внутреннем, так и при внешнем контакте.

С неплохой для практических расчетов 

точностью зависимость /д (й ) аппроксимиру-

ется формулой

г ( я )  _ (6 + 1)

/о ~  (Ь +  2)4
( П )

Максимальное расхождение между зависи-

мостями (7) и (11) составляет 6%. Положив в 

формулу (10) а=  1 + Ь, легко рассчитать 8(b) и

4 а ) = / 0(а)§(6) (рис. 4).

В таблицу сведены экстремальные характе-

ристики, представленных на рис. 4 зависимо-

стей, а также зависимостей /у (6), / ±(Ь) .

Т аблиц а

Экстремальные характеристики силы

Си-

л а /
/о /д f z / . А

0,099 0,02

1

0,013

-0,0037

0,116 0,083

Ь*

0,658

0 -0,737

0,701 0,634 0,683

Р — — ±(тс/4;

Зя/4)

0; тс ±л/2

В табл, верхние значения /_/ и соответствую-

щее Ь* относятся к внутреннему контакту, нижнее -  
к внешнему.

Таким образом, изменение оптимального 

значения параметра Ъ в зависимости от ориен-

тации намагниченности диполя лежит в диапа-

зоне -  0,683 < Ъ < -  0,634, а экстремальное зна-

чение силы соответственно 0,083 < /<  0,116.

Значение /jj =0,116 определяет предел не-

сущей способности сферического подвеса 

(рис. 1), который возможно достичь при опти-

мальном соотношении R2 / R i = 0,634 и ориен-

тации намагниченности сферического магнита 

(3 = 0; ±л.

Как видно из таблицы, положения экстре-

мума для различных составляющих силы не 

совпадают, однако достаточно близки, чтобы 

при доминирующем значении продольной со-

ставляющей силы fz = /о(1 + 8 • cos2(3)ez об-

щую максимальную силу (6) рассчитывать по 

параметру

Л + ь [ )  ( ь ; - ь [ )  _
Ъ, -  [—u-------- н— 11---------- cos 2В] =

2 2 ( 12)

= -[0 ,6 5 8 -0 ,0 2 4 5 -cos2(3].

Наличие в формуле (6) поперечной силы 

обуславливает взаимодействие сфер посредст-

вом моментов сил. Действующий на немагнит-

ную сферу вращающий момент относительно 

центра магнита равен

М  =r0 x F  = ez x e x - f Z - r 0 -K  =

= еу ■ f ;  s in 2 p -a /b -M .,

где М, = FM.2-

Поскольку обе сферы образуют замкнутую 

систему, на магнит будет действовать момент, 

вращающий его относительно своего центра, 

равный по величине, но противоположный по 

направлению моменту, действующему на не-

магнитную сферу. Если угол р острый, то он 

стремится сориентировать магнитный момент 

диполя вдоль вектора смещения, если угол р 

тупой, то -  противоположно. Вращающий мо-
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мент, так же как и поперечная сила, достигает 

максимальных значений относительно (3 при 

промежуточных ориентациях намагниченности 

[3 = ± л /4; ± З л /4 . При поперечной и продоль-

ной ориентации он равен нулю.

Относительно параметра а  поперечная си-

ла, а следовательно, и вращающий момент дос-

тигают своего максимума в момент контакта 

сфер, когда а = 1 + Ъ. Положив sin2p = 1, полу-

чим зависимость m(b)= M l  М» для контакта 

сфер (рис. 5).

Рис. 5. Зависимость момента т от параметра b 
для контакта сфер

На рис. 5 для наглядности представлен гра-

фик модуля момента, из которого видно, что 

момент максимален, когда параметр b —> 0, что 

соответствует контакту сферического магнита с 

плоской немагнитной поверхностью. В этом 

случае значение mĥ 0 = 0,014. Следует отме-

тить, что в области |6| < 1 более высокие зна-

чения момента достигаются при внешнем 

контакте.

Найденные экстремальные параметры по-

зволяют оценить предел несущей способности 

сферического подвеса. В размерной форме вы-

ражение максимума продольной силы имеет

вид: F* =0,116px0x̂ <f̂ TcJ?2 , при [3 = 0 и

%
Ь = Ы = -0,634. Максимальное значение попе-

речной силы F* =О,013цохМ^тН?22, при |3 = тс/4 

и Ь = 6ц = -0 ,737 . Вращающий момент, дейст-

вующий на магнит со стороны немагнитной 

плоскости

М \  = т Р Л г = 1,05 ■ 10"2 ц д М 2 1  тН?23.

Достоверность аналитического решения за-

дачи подтверждена ее численным расчетом с 

помощью компьютерного математического па-

кета MathCad 11.
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