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а н а л и т и ч е с к о е  о п и с а н и е  р а с п р е д е л е н и й  д е р е в ь е в 0
ПО ДИАМЕТРУ С ПОМОЩЬЮ БЕТА-ФУНКЦИИ

. в ! ! " ™ ™ ® " 0 описания распределения деревьев ао 
диаметру в древостое применяются различные функции: нор -  
малвное и логнормальное распределения, га м м а -я  б е й -

зтл1та™ Гбв" е“ " е ВвЯб5гш,а- В последнее время хорошие ре- 
зультаты были получены с применением бета-пункции [ 1 , 2 , 4 ]

ф у н к п и "6, :  РабОТе ПрИВОДЯТСЯ алгоритмы вычисления бета ! 
функции и особенности ее применения для аналитического в ы ­
равнивания распределений деревьев по диаметру

Бе та—функция двух положительных чисел определи -
ется интегралом ° ределя

Ь

В (о6 ,^ ) = С  (тс — ('к „Л#": ^  (х  -  а ) (ь  -  х ) ^ 6 х ,

а
(1 )

где В (о6 ,^  ) -  площадь под кривой распределения: ы. V-

налримею пия^351 ЭКСПОНентЬ1 бета—функции; х  -  переменная , 
например диаметр; а  , Ь -  нижний и верхний пределы пере I

ПЯ" РИ использовании бета^ункции для аппроксимации опытных 
рядов распределения деревьев по диаметру необходимо, чтобы

ств Т лГ  м Д .КРИВ0Й РаСПреДеЛения была Рав«а  общему числу

Это достигается введением коэффициента С .

М  х) = с ( х - а  )«* ( Ь - Х  ) * (2 )
Кривая преобразуется в вероятностное распределение для 

которого интеграл плотности функции дает общее число деревьев

С = ■ N

( х -  а ( Ъ - х ) *  Цх
(3 )

О,

Следовательно, коэффициент С характеризует фактор вырав- 
“  Данных по ОСЯ ординат (число деревьев)* 7  
пределы а  и Ь по оси абсцисс (размах по диаметру).
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Практически имеется четыре метода вычисления бета—расп — 
ределения по опытным данным! 1 ) применение регрессионного 
анализа; 2 ) вычисление бета—распределения по системе кривых 
Пирсона; 3 ) определение экспонент распределения с помощью 
стандартных кривых; 4 ) вычисление бета—распределения через 
среднюю арифметическую, дисперсию и схематически определен­
ных пределов на оси х  —ов.

1. Для применёния техники регрессионного анализа бета—расп­
ределение по формуле (2 )  преобразуется в логарифмическую 
форму

1о§ [ф с ) ]  = 1 о§С  + о ^ 1 о § (х -а ) +ЗЧ оё(Ь  -  х ),  (4 )  

где у  = 1о§ [ф с ) ] ;  х  = 1 о § (х - а ) ;  х 2 = 1о^(Ь -  х );

Ь о = 1 о § С ; Ь 1 =<^ ; = % .

Подставив в выражение (4 )  соответствующие обозначения, 
получим уравнение регрессии

У  = Ь + Ь х ,  
1 1 Ь 2Х 2-

Оценка коэффициентов регрессии (Ъд13 > Ъ 1 и “ 2
дится методом наименьших квадратов. Так как формула подобна 
функциям роста и прироста, бета-функция особенно подходит для 
демонстрации изменений, т.е. кривых прироста по диаметру 
[ 1 , 3 ]  .

Ь ) цроизво—

2. Бета—распределение может быть рассмотрено в системе 
кривых Пирсона. Процедура заключается в вычислении первых 
четырех моментов, по которым определяются пределы и экспо­
ненты бета-функции.

Систематическая ошибка ввиду группировки деревьев по ин­
тервалам (ступеням толщины) может быть существенно умень­
шена. В то время как на первый и второй моменты (арифмети­
ческую среднюю и дисперсию) эта систематическая ошибка 
практически не влияет, то третий и четвертый моменты весьма 
чувствительны к ней. Поэтому этот • способ не рекомендуется.

3. Стандартные кривые бета—распределений могут быть вы­
полнены при следующих двух условиях:

а) экспоненты имеют соотношение оё + 6 = ^  ; (5 )
Ь

б) с оп з1  / ( х -  а )^  (ь  — х ) ь = N  

'а

постоянная величина.
(6 )

Графики стандартных кривых можно разработать для любых 
возможных сочетаний оС / у- .
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Для подбора стандартной кривой с целью выравнивания
опытного распределения необходимо, чтобы кривые совпадали по 
площади и пределам а. , Ь . Этот способ может быть ис — 
пользован для приближения в оценках экспонент «к., , н а ­
пример при классификации лесов, для оценки постоянного мно — 
жителя С.

4, Ф. Зехрер (1 9 7 0 ) разработал программу В Е Т К Ь А ,  по 
которой параметры бета-функции., вычисляются через среднюю 
величину ( х  ) и дисперсию (2Г распределения:

________ Р _________

_____; ! (7)
Р  + 1

Р  ( ^  + 1) -  1; 
х  .

1 - х

(8 )
(& )

Если вероятностное распределение имеет величину интерва— 
ла Ш , число их — К  , среднее значение классов х ^ ,  ,
> • . , , х  „  , то нижний и верхний пределы бета—распреде —
Ления ( а , Ь ) получаем по формулам

а x ^
2 ’ Ъ (Ю)

Вычисляется постоянный множитель С  по формуле (3 )  и , 
наконец,определяется функция или частоты для отдельных клас­
сов по формуле (2 ) .  Кроме того, число деревьев для любого 
интервала по диаметру можно установить, т. е. определить, 
сколько деревьев имеют диаметр выше принятого.

Исследования показали, что частоты, вычисленные с п о ­
мощью бета—функции, обычно меньше в правой части распреде — 
ления, близкой к пределу Ъ . Этот недостаток преодолели в 
программе В Е Т К Ь А  путем последовательного увеличения 
численности выборки к верхнему пределу. Для каждой последо­
вательности значение суммы квадратов отклонений бета-функ -  
ции от опытного распределения оценивается. Бета-распределе -  
ние, где сумма квадратов минимальна, рассматривается как 
"оптимум" и автоматически отбирается. •-

В настоящем исследовании была использована программа 
В Е Т К Ь А  с тремя незначительными изменениями М :  

а) для уменьшения ошибки интервальной оценки точки по — 
лигона распределения могут отклоняться от средних значений 
классов статистического ряда;
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б) при последовательном увеличении размаха по диаметру 
применяется шаг длиной в 1 см;

в) при выборе "оптимальной" бета-функции применяется ко­
эффициент корреляции между опытным распределением и бета- 
функцией вместо суммы квадратов отклонений.

Коэффициент корреляции как критерий согласия вычисляет — 
ся по формуле

• 2 к -  1 
к -  3

(11)

где к — число интервалов 
5 -  величина интервала;

Ч ^ - - п . ) 2 1 4 1 1

V- ( п . -  п ) 2
I 4 1
(классов статистического ряда); 

п — число деревьев в | —ом ин —

тервале, п = И п. / к  ; I. —  значение бета-функции в цент-
. . ■ . 1 1 1ре 1 -го  интервала.

Опытный материал представлен данными перечислительной 
таксации сосновых насаждений Белоруссии на 47 временных 
пробных площадях. Обработка его производилась в вычисли — 
тельном центре лесохозяйственного отделения Хельсинкского 
университета. Сосновые насаждения в возрасте от 5 до 30  лет 
характеризуются I й —  Ш классами бонитета (табл.1 ). Нижние 
пределы опытных рядов распределения деревьев в древостое 
варьируют от 0,5 до 7,5 см (коэффициент вариации V=74,9%), 
а верхние пределы от 5,5 до 22 ,5  см и характеризуются зна­
чительно меньшей вариацией ( V  = 34 ,1% ). Среднее значение 
первой экспоненты оС = 1 ,047  ( V 13 75 ,7% ), второй экспо -  
ненты ^  = 2 ,3 2 6  ( V  = 64 ,9% ).

Как показывают коэффициенты корреляции ( г  > 0 ,8  -  0 ,9 ; 
V  = 6,4% ), опытные ряды распределения деревьев по диамет­
ру хорошо аппроксимируются с помощью бета-функции.

Одновершинное симметричное распределение при <̂  = 2^>0 . 
С увеличением экспонент крутость кривой возрастает.

Прямоугольное распределение при оС = Т =  О. Это крайний 
случай одновершинного распределения, характеризующегося зна­
чительной плосковершинностью.

Кривая стремится к минимуму распределения при Ы. = ^<0 .
Одновершинное асимметричное распределение типично для 

распределений деревьев по диаметру, высоте, объему, видовому 
числу и другим таксационным признакам в древостое. Условие 
этого распределения ф , оба У О.

Левовершинное распределение ( отрицательная асимметрия) 
при ы, < ^  характерно для распределения деревьев по диа-
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Т а б л и ц а ! . .  Параметры бета-распределения деревьев 
по диаметру в сосновых молодняках

Воз- Коэффициент,
С

Поепелы Экспоненты Коэффици 
ент кор­
реляции,а ъ оС

I й бонитет

8 0 ,4 6 2 -1 О-2 0,5 9,5 2 ,191 4 ,206 0 ,9 6 4
13 1,62 1,5 12,5 1 ,346 2 ,212 0 ,837
26 0 ,8 9 0 3,5 17,5 1 ,052 1 ,8 20 0 ,887

1 бонитет

10 2,62 0,5 9,5 1 ,219 1,532 0 ,8 9 4
15 11,6 0 ,5 13,5 0 ,609. 1 ,481 0 ,977
20 0 ,2 2 1 -1 0 1,5 16,5 1,801 3,255 0 ,8 9 8
23 16 ,9 3,5 15,5 0 ,42  9 1 ,050 0 ,9 5 9

II бонитет

7 .5  28 ,5  0 ,5 4 8  1 ,020  0 ,941
1.5 7 ,5  0 ,301  3 ,267 0 ,962
1.5 12 ,5  0 ,3 06  2 ,2 2 8  0 ,9 63
1 .5  19 ,5  0 ,3 6 4  3 ,572 0 ,9 65
3.5 20 ,5  0 ,9 0 9  2 ,2 7 0  0 ,9 59

III бонитет

10 102 0,5 5,5 0 ,3 8 0 0 ,5 78 0 ,827
15 48,5 1,5 10,5 0,4"42 1 ,238 0 ,8 5 8
21 85,7 2 ,5 13,5 0 ,1 58 0 ,817 0 ,9 43
27 0 ,5 5 4 3,5 16,5 1,442 2 ,1 5 9 0,92  6

метру в одновозрастных древостоях, не пройденных или прой — 
денных слабыми рубками ухода.

Л и т е р а т у р а

6 1 5 ,4
10 2 ,4 0
15 5 ,55
20 0 ,5 6 4 -1 0
26  0 ,152

1. 2 б Ь г е г  Р . ТИ е Ъе^а-сЦеЬЛЪиНоп Тэг б е з !  Ш 
о ! зЪет-сПате^ег-сЦз^гчЪиНопз. -  1п соИ гТ Ы гс ! сопИе- 
г е п с е  А с К а зо гу  § го и р  оИ Гогез! з^аНзНсчапз. Рагчз, 
1970. 2. У а Н а Ь о  Н., У и о к П а  5С А. зуз1 :ет  Тэг 
з1ти1а1поп оИ Ш е с^еVе1ортеп^; сТ з4ет-сП ате1:ег сИ з!- 
гчЪиНопз. Н е1зтк1, 1973. З . Р г о й а п  М. Р о гез !: ЕИо- 
т е Т ч с з .  ОхГогП, 1968. 4 . Хан Г., Шапиро С. Статисти­
ческие модели в инженерных задачах. М., 1969.
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