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ОБОСНОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ ПРИЕМОВ МАТЕМАТИЧЕСКОГО 
ОПИСАНИЯ ПРОЦЕССОВ ЕСТЕСТВЕННОГО ИЗРЕЖИВАНИЯ 

ЧЕРНООЛЬХОВЫХ ДРЕВОСТОЕВ

В связи с тем что в зоне с дефицитом спелых древостоев все большее 
значение приобретает промежуточное пользование и все больше древостоев 
охватывается уходом, весьма актуально изучение процессов ихизреживания 
в возрасте от момента формирования до главной рубки. Имеющиеся на этот 
счет исследования затрагивают преимущественно хвойные и твердолиствен
ные древостой. В БССР расположена основная сырьевая база ольхи черной 
[1], условия эксплуатации которой существенно улучшились после проведе
ния в республике гидролесомелиоративных работ. В настоящее время начал
ся процесс вовлечения в промежуточное пользование ранее труднодоступных 
участков черноолынанников с ненарушенной естественной структурой дре
востоев. Математическое описание процессов естественного изреживания дре
востоев необходимо для уточнения на его основе нормативных показателей, 
регулирующих промежуточное пользование по полноте и запасу, и выработ
ки подобных нормативов по числу деревьев на единице площади. Для ольсов 
требование нормирования изреживания при уходе по числу стволов опреде
ляется особенностями мест их произрастания, где в ряде случаев нормально 
развивающийся и полностью использующий возможности среды древостой 
может вообще не достигать сомкнутости полога, характерной для участков с 
несколько более благоприятными условиями [2]. Непосредственному при
менению опытных данных для указанных целей должна сопутствовать выра
ботка принципов их обобщения, причем некоторые приемы математического 
описания процессов естественного изреживания черноольховых древостоев 
могут быть обоснованы уже при анализе таблиц хода роста. В качестве исход
ных для такого анализа были избраны таблицы хода роста черноольховых на
саждений Белоруссии, разработанные Институтом экспериментальной бота
ники АН БССР [2]. Полученный нами по коренным типам ольсов экспери
ментальный материал подтверждает высокое качество указанных таблиц и 
правомерность выработки на их основе математических зависимостей, ха
рактеризующих верхнюю границу численности деревьев на единице площади 
в определенных условиях произрастания в зависимости от времени, про
шедшего с момента формирования древостоя. Построение подобной границы
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максимальной численности, превышение которой в определенных условиях 
произрастания маловероятно, создаст предпосылки для перехода к  решению 
оптимизационных задач.

Рассмотрим таблицы хода роста как базирующуюся на обобщенных 
опытных данных теоретическую модель развития древостоя при относитель
но постоянных амплитудах и периодах колебаний уровней воздействия как 
лагоприятных, так и неблагоприятных факторов внешней среды. Предпо

ложение об усредненном учете влияния экзогенных факторов в указанных 
таблицах позволяет ожидать выявление связей между параметрами, характе
ризующими внутреннюю динамику развития древостоя, при анализе процес
са естественного изреживания; отличия же в ходе изреживания по каждой 
группе представленных в таблицах ольсов связывать со спецификой ком
плекса факторов условий их произрастания. В этом аспекте таблицы, пост
роенные на естественной основе (по типам, или по группам типов леса) более 
пригодны для дальнейшего анализа, так как позволяют определить в природе 
эквивалентные им по комплексу фактора участки, не накладывая предвари
тельных ограничений на связь числа деревьев на единице площади с прочими 
таксационными параметрами древостоя. Отметим, что при анализе таблиц хо
да роста,построенных с применением элементов метода указательных насаж
дении .имеются достаточные основания для принятия на первом этапе положе
ния о статистической независимости наблюдаемого числа деревьев по таблич
ным интервалам времени. При этом условии продолжительность существова
ния любого дерева в древостое Г можно считать случайной величиной и изу
чать плотность распределения продолжительности существования { (Г) как 
исчерпывающую характеристику этой случайной величины. Для выяснения 
вида 1 (Г) возможно применение к табличным данным методов оценивания 
по усеченной выборке. Для табличного периода изменения времени 0 < 1  <  °о 
могут быть применены математические методы теории надежности. Измере
ния всех таксационных показателей, характеризующих возрастную динамику 
древостоя, производятся на фоне уменьшения числа деревьев на единице пло
щади с ростом Ь Поэтому даже при широких предположениях относительно 

ида исходного распределения продолжительности существования с плот
ностью 1(1) возможен ввод следующих характеристик процесса естествен
ного изреживания:

1) вероятность отпада дерева на произвольно малом промежутке време
ни дт, между моментами времени Г и 1 + Дг

4Р=Г(0Д*; (1)
2) вероятность существования дерева в течение времени I (или вероят

ность отпада дерева после достижения указанного времени)

Р(*) = /  г(1) аг;

3) интенсивность отпада

Х(1) .
Р(Г)

(2)

( 3 )
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Функция ?(1) характеризует частоту отпада, т.е. показывает, какая доля 
от начального числа деревьев М0 переходит в отпад в единицу времени после 
момента Х> 10 (для малых единиц времени). Функция Х(1) характеризует 
долю от растущих в момент X деревьев, которая перейдет в отпад в единицу 
времени после момента X. Для малых промежутков времени очевидна связь 
X (1) с процентом отпада. Последний может быть вычислен непосредственно 
по таблицам хода роста.

Предполагая, что вероятность бесконечно длительного существования 
для ольхи черной равна нулю, из выражения (2) получим

= - * ( * )  (4)си
и из (3) и (4)

~ - = - М О < н .  (5)
р(0

Учитывая, что в исходный момент времени 10 Р (*0) = 1, интегрируя выра
жение (5), получим

X
Р(1) =ехр [ - /  Х(*)<Н;]. (6)

Уравнения (2), (3)°, (4) и (6) дают связь функций X (1), Р (I) и X (1), 
причем достаточно выяснения вида любой из них для определения остальных 
двух. Качественный анализ формы X (1) на основании таблиц хода роста по
казывает, что наиболее пригодны для дальнейшего исследования логарифми- 
чески-нормальное распределение, распределение Коши и, начиная с момента 
кульминации прироста по высоте, распределение Парето. Для выбора вида 
распределения рассматривались условия уменьшения значений X (!) с ростом 
X и наличия точки максимума соответствующей Х({) кривой при условии су
ществования функции Х(1) по обе стороны *т а х . Понятно, что для распреде
ления Парето последнее условие не выполняется.

На основании упорядоченного ряда наблюдений, представленного в таб
лицах хода роста, возможно также выделение информации о процессе естест
венного изреживания, содержащейся в некоторых порядковых статистиках, 
в частности в статистиках экстремальных значений. Отметим, что в этом слу
чае исходное положение о статистической независимости табличных данных 
иногда не является обязательным.

Примем за исходное определение [3] и будем считать нормальным 
такое насаждение, которое полностью использует все природные возмож
ности, а также и то, что в нормальном насаждении теоретически нет недостаю
щих деревьев, которыми можно заполнить свободное пространство. Устойчи
вость конкретного насаждения в таком состоянии на данном этапе не рас
сматривается. Таким образом, таблицы хода роста нормальных древостоев 
характеризуют максимально возможное число деревьев N (! ) , доживающих 
до определенного возраста 1 = 5, 10, 15 ... лет из исходной численности Ы0 .

Изучим формулу асимптотической функции распределения наибольших 
значений (7) — двойное экспоненциальное распределение первого типа [4].
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Согласно [4], [5], исходными здесь могут быть экспоненциальное, нор
мальное, логарифмически-нормальное, гамма-распрю деление, ”Хи-квадрат” н 
некоторые менее применяемые в статистических исследованиях распределе
ния "генеральной совокупности”. В общем случае распределение вероятнос
тей порядковых статистик связано с исходным распределением, но не повто
ряет его.

Формула распределения

Ф(х) =ехр (-е~ У ). (7)
Плотность распределения

С(х) = апехр (—у—е'У). (§)
Приведенное экстремальное значение

у = ап (х - и п) ,  (9)
где ип — характеристическое наибольшее значение; а —- экстремальная ин
тенсивность. п

Число деревьев, доживающих до определенного возраста, в таблицах хо
да роста естественным образом упорядочено по убыванию, в то время как 
статистика экстремальных значений обычно оперирует данными, располо
женными в порядке возрастания. Формула (10) учитывает указанный ха
рактер расположения данных:

Р ( у ) = с е е , (10)

здесь с <  1 — постоянный коэффициент, определяемый из условия усечения 
распределения. Сравним формулу (10) с общей формулой естественного из- 
реживания (11), полученной Г.Ф. Хильми [6] из иных теоретических пред
посылок :

^ ( * - у
к ’ (И )

где N1̂  — предельное число стволов на единице площади (предельная густо
та) при неограниченном увеличении возраста насаждения I; N — начальная 
густота в возрасте 10 , принятом за исходный; а — константа самоизрежива- 
ния.

Для перехода к функции, близкой по форме к некоторому усеченному 
распределению, разделим обе части уравнения (11) на N и, приняв Р(4) = 

м  /+ч И 0 М , .  о г  4 ’Ж
N.

-< 1; а =
N « ~

>  1- Ь =1п(__2_) > 0 ,  получим выражение (12) :
%  V

Ъе-” » - 1»)
е (12)

_■ ° ™ етим совпадение выражений (10) и (12) с точностью до констант
а <  1, в, с, появление которых объясняется различием условий приведения 
переменных, усечения распределения (7) и заложенной в форму
ле (1 1 ) вероятностью бесконечно длительного существования части деревьев
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в древостое. Вероятность бесконечно длительного существования также 
может быть изучена с применением порядковых статистик [7], но в данном 
случае в отношении черноольховых древостоев принятие * 0 для любого 
1: было бы необоснованным. Г.Ф. Хильми [6] отметил ограниченную приме
нимость формулы (11) к древостоям лиственных пород (березовым и оси
новым). Поэтому целесообразно, с одной стороны, ограничить время разви
тия древостоя, для которого формулы типа (10), (11) достаточно точно мо
гут описывать процесс естественного изреживания черноолынанников (как 
это и было сделано во введении данной статьи), и, с другой — наметить воз
можность применения для аппроксимации табличных данных асимптотичес
ких функций распределения наибольших значений второго и третьего типов.

В ы в о д ы .  1) Представленные в таблицах хода роста виртуальные про
цессы естественного изреживания черноольховых древостоев могут быть 
описаны при помощи математического аппарата, базирующегося на вероят
ностных основаниях.

2) При описании процессов естественного изреживания нормальных чер
ноольховых древостоев целесообразно применение порядковых статистик, в 
частности статистик экстремальных значений.

3) Избранные приемы математического описания процессов естествен
ного изреживания особенно перспективны в отношении ольсов с учетом то
го, что эта формация до настоящего времени оказалась наименее подвержен
ной антропогенному воздействию.
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УДК 630*524

В.Ф. Багинский, канд.с.-х.наук 
(БелНИИЛХ) ,

ТИПЫ РОСТА СОСНЫ И ЕЛИ В СОСНОВО-ЕЛОВЫХ ДРЕВОСТОЯХ
БЕЛОРУССИИ

Сосново-еловые древостой занимают в Белоруссии 4,4% от лесопокры
той площади и размещаются в основном на свежих и влажных суглинистых и 
супесчаных почвах. Впервые они были описаны Ю.Д. Сироткиным [1]. В
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