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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДИНАМИКИ ЧИСЛА ДЕРЕВЬЕВ 
В ЧЕРНООЛЬХОВЫХ ДРЕВОСТОЯХ

Построение модели возрастного изменения численности в ольсах является 
необходимым этапом математического описания динамики их продуктивнос
ти и товарной структуры . Очевидна актуальность разработки такого описания, 
ориентированного на обеспечение возможности эффективного учета, прогно
за и контроля использования ресурсов черноольховых древостоев БСС Р , 
имеющих в качестве сырьевой базы данного древесного вида общесоюзное 
значение. Существенной особенностью коренных типов черноольшанников 
как объекта моделирования является более сложная, чем в древостоях иных 
пород, форма связи показателей густоты и средних размеров деревьев. Даже 
при прочих равных условиях число деревьев на единице площади зависит в 
коренных ольсах от обводненности и выраженности микрорельефа [1]. Для 
большинства черноольшанников характерна неоднородность древостоя по 
происхождению [2] и изменение во времени типа размещения деревьев на пло
щади, вызванное сокращением числа стволов в порослевых группах. В приня
тых при теоретико-вероятностном подходе обозначениях [3] это изменение 
качественно можно охарактеризовать как  приближение от суперпозиции пят
нистого и случайного типов размещения древьев в молодняках к случайному 
в спелых древостоях. Многообразие факторов, определяющих долю участия 
в древостое экземпляров порослевого или семенного происхождения, обус
ловливает размытость количественных характеристик начальных условий 
процесса изреживания. Ясна поэтому целесообразность применения матема
тических методов, допускающих достаточно ш ирокие предположения о на
чальных условиях процесса, в том числе асимптотических ф ункций распреде
лений экстремальных значений для моделирования естественного изрежива
ния [4, 5]. Включение в методику моделирования совокупности "нетради
ционных" способов математического описания вызвано необходимостью уче
та биологоэкологических особенностей ольсов при построении концептуаль
ной модели динамики числа деревьев.

Программа и методика, наряду со сбором экспериментального материала, 
предусматривали следующие разделы: 1) выбор уровня агрегирования мате
матического описания; 2) логическое обоснование базирующихся на теорети
ко-вероятностных представлениях приемов описания процесса естественного 
изреживания [4]; 3) выявление общего вида функций, наиболее пригодных 
для аппроксимации характеристик процесса; 4) анализ экспериментального 
материала сопровождавшийся разработкой графических методов "быстрой" 
зценки соответствия опытных данных теоретическому распределению веро
ятностей [6]; 5) вычисление почти оптимальных линейных оценок параметров
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избранного распределения; 6) сопоставление результатов, полученных при 
эксперименте с моделью  на Э В М , с сущ ествую щ ей  нормативно-справочной 
информацией (Н С И ) ; 7) разработка приемов  дезагрегирования математи
ческо го  описания.

Предварительные требования к точности моделирования были установле
ны на уровне требований к  принятой в лесохозяйственном  производстве 
Н СИ , представленной в больш инстве случаев таблицами хода роста ( Т Х Р ) . 
Данные о динам ике  числа деревьев в услови ях  естественного изреживания 
содержатся преимущ ественно в Т Х Р  нормальны х древостоев. С  некоторы м и  
допущ ениям и  такие  Т Х Р  м ож но  рассматривать к а к  заданные в табличной ф ор
ме инф ормационные модели виртуальны х процессов развития древостоев 
при м акси м альны х  уровнях  густоты . Близость к  предельным данны м  о чис
ленности в Т Х Р  определила асимптотический  характер концептуальной  модели 
и возм ож ность  вы сокоагрегированного  математического  описания.

О бщ ий  вид  модели д ин ам и ки  числа деревьев в черноольховы х древостоях

N (Т) = N „ [1  - т ? Р ( * ) ] ,

где N (Т) — число растущ их деревьев на единице площ ади к  м ом ен ту  времени 
Т; М0 -  исходная численность; 7} <  1 -  коэф ф ициент, учитываю щ ий, что про
цесс изреживания описывается для неко торо го  постоянного  уровня  густоты .

Интерпретация т} = (Ы0 -  (Чк ) /1\10 позволяет определить Мк -  предельное 
число деревьев — м и н и м ум , при ко то р о м  еще сохраняется данный уровень 
густоты . Р (г) -  ф ункция  распределения вероятности  продолж ительности су 
щ ествования дерева в древостое, изоморф ная свернутом у  временному  ряду, 
ко торы й  содерж ит накопленную  с у м м у  отпада по числу стволов. При аппрок
симации характеристик  изреж ивания в ольсах для естественных рядов разви
тия, сф ормированны х на типологической  основе, в качестве Р(1 ) по нашим 
исследованиям  наиболее пригодна ф ункция  в торого  типа предельных распре
делений наибольш их значений (типа К о ш и ) :

Р (1) = е х р [ - ( - ^  ) к ] ,  (1)

с плотностью  распределения

/(г) =
к

(V -  е)
к + 1

ехр  [ (У- - е-  
Т - е

( 2 )

где е, V, к — параметры  ф ункции ; ехр — обозначение экспоненты . Параметр 
е >  0 интерпретируется к а к  время начала процесса изреж ивания, вы званного  
взаимовлиянием  деревьев в древостое.

Рассматривается т >  е. Параметр V — е характеристическое наибольшее 
значение интерпретируется к а к  порядковая  статистика, соответствую щ ая 
вероятности 1/е «  0,367879; V >  е. Параметр к  определяет п орядок  низш его 
момента  распределения (1) ,  ко торы й  расходится. О ценка параметров распре
деления при к <  2 не ско лько  услож няется . Н есмотря на это, сущ ествует до
статочно примеров [7] непосредственного использования (1) к а к  модели 
данных. Разработан ряд способов  оценки  [7 ], из к о то р ы х  в данном  случае 
бы ло использовано логариф мическое  преобразование, переводящ ее распре

66



деление типа Коши в распределение 1-го типа экстремальных значений с по
следующей линейной оценкой параметров [8]. Оценка получается почти оп
тимальной, т.е. при реализации более сложных алгоритмов вычислений может 
быть несколько улучшена, поскольку при статистическом описании не сле
дует применять одну и ту же выборку, а для оценки проверки [9] в табл. 1 
проведено сопоставление результатов моделирования с данными о динамике 
численности Т Х Р  [2]. Требования к точности моделирования были связаны 
с точностью исследования высот черноольховых древостоев в Т Х Р  (до 5 %). 
Анализ таблицы показывает, что требования к точности приближения удовлет
воряются, отклонения свыше 3 % наблюдаются только в возрасте до 30 лет, 
после чего средний процент отклонения уменьшается в 1 ,5-2 ,5  раза. Экспери
менты с математической моделью на ЭВМ показали, что наибольшие отклоне
ния могут быть локализованы на временном интервале 15—30 лет, после чего 
траектории Р (Т) устойчиво совпадают с полученными из Т Х Р  по накопленным 
суммам  отпада. Причем, если считать допустимыми отклонения до 9 % в мо- 
лодняках, точность приближения для возраста свыше 3 5 -4 0  лет может быть 
дополнительно улучшена, особенно значительно для спелых древостоев. В 
этом случае при оценке параметров е и V в качестве первого приближения м о 
жет быть избрано время наибольшей скорости роста по высоте и диаметру 
соответственно.

Функция Р(1) была получена методами частотного анализа (и последую
щим предельным переходом) непосредственно из обобщенной модели хода 
роста. На таких же условиях в модель динамики численности могут быть 
включены и функции, основанные на применении первого и третьего типов 
распределений экстремальных значений. Выбор функции Р (Т) в виде, зави
сящем от вида модели хода роста, и связь основных ее параметров с пара
метрами роста призваны обеспечить учет в обобщенной форме влияния на 
процесс изреживания древостоя ведущих факторов внешней среды. Эту же 
цель преследует дифференцированная по группам типов ольсов оценка пара
метров моделей. Поскольку Т Х Р  как  информационные модели численности 
отражают накопленный во времени интегральный эффект воздействия внеш
ней среды на развивающийся древостой, а определяющими факторами для 
черноольшанников являются характер проточности и степень обводненности 
[1], отмеченная с возраста 35—40 лет,стабилизации траекторий хорошо согла
суются с содержательными моделями приспособления ольхи черной к опреде
ленному режиму колебания уровня грунтовых вод [1].

Изучение схемы мелиоративных типов черноольховых лесов, разработан
ной Л .П .Смоляком  [10], показывает, что адаптация модели применительно к 
этим лесам может быть осуществлена посредством линейного преобразования 
переменной, выбором соответствующего значения параметров и не связана с 
изменением вида функции (1). Подтверждает это и удовлетворительная ап
проксимация моделью данных Т Х Р  для группы кисличного и снытьевого ти
пов ольсов: поскольку реакция древостоев на резкие отклонения некоторых 
факторов внешней среды на осушенных болотах такая же, как  и на минераль
ных посевах [1]. Отметим, что влияющая на качество аппроксимации размы
тость характеристик процесса изреживания может возникать также и из-за 
объединения типов ольсов в группы. Поэтому в случае повышения требований 
к точности моделирования возможен переход к оценке параметров динамики

67



о
с;
ою
>52ш
о
о  >5 о л  
о  ш 

- о>5 *3 з о X
2 |
§ 1  
аз с  
со 2  и с

а.X
И
х

1
I

еш«в
В
О
Е
Оо

§

г

о  * 2

с
ЗЕ
&
со

* з яСО 5Г г*
О  ^  О  ^

03 о  с\ о
о  О  00 т -к ^

см г  о  О  <”  о  о

О'!
** 00 о
СМ т~ СМ

03 I "  ^
°9 7  ю *I I  I Т -  со < - » -  СО

°  % 5  §  «
со г*» *- г- «-

г - с о ю а с м с з з о з ^ ^ ^ , .О ^ а з о о з ^ - с м с м а з о з ^■ ^ а з с о о т с о т - о з с о о ^с о с о с м с м т - т - г - с п о о с о г ^

ю  ю ю о  ю  ю о
*- см <«- см цз о  со_  . _____________ ш о  оЮ«-Г^031ПС0«-ОО; -1ОСО' ‘̂ СМт-т_т” 'г-т“ ^ СОГ̂

с о г -юг^со^-юсм^г^содз  
г- оз оо оо о . сч «Я «I <4 Ч . °1
о* О  ^  «  см О  О  О  О  г- см

ю8 0  ^ Г"-
7  *? 7  „  “?I -  М  N  I I I м  I

О  О) 
СМ « -  «”

^ ! 5 ® § 2 о Й 1 0 « д ю и
Т- Г- О) и  г~ <в ш

ю ю о ю о о юг а е т м ю ю ^ п о ю о ю ю
^ Г С М С М т - С О С О г - С О С О Ю С О С О
О О Ю С О С М * -» “ «“ ОЗООГ^СОСО

СОСМООГ-^СО'— Ф С О Г '’**— О О О  
Г* О  СО *  со СО СО СО. О . СО. Г*х о\. 
(М О  о  О  О  г- ^  г- о  о

^ й  о
м ’Г 7 7 ’- „ й ®см I I I Г- Т“ «-

смЮ Ю *- 
О) I I I

о  т- о) о  ^  а> ю™С^С0г5' -0>С0Г' .<-<-ОСЧс о щ а - ю с ч о м п ю ® ^Г^^СМСМт-т-т-ОЗООС-ЮСО

о  о  о  о
О  СМ Ю 1- 
Г- СО СО *- 
00 ^  см см

ю  о  о  л
3  8  2 ю. ,  - от - . Г- Т- оз со г>

^ от от

о  ю 8  К  8  8  2  §  °  $  §  8

от 8  со 
со оо" *-

О  Ю СО Xг-% С» озч 2? 
О  О) »“  »"

2
7 I> * _ р

68

10
36

0



численности по типам леса без группировки. Далее могут быть применены 
следующие приемы дезагрегирования математического описания по отноше
нию к функции Р ({) : использование функции распределения экстремальной, 
но не крайней порядковой статистики; применение суперпозиции функций 
распределения продолжительности существования деревьев разного проис
хождения; использование дискретного распределения и т.д.

Исследования по приведенной выше программе позволили получить 
следующие основные результаты:

1. Методику построения математических моделей динамики числа деревь
ев черноольховых древостоев, которая допускает достаточно широкие пред
положения о начальных условиях процесса изреживания. Методика преду
сматривает учет эколого-биологических особенностей ольсов при моделиро
вании и имеет отчетливые теоретико-вероятностные основания.

2. Для естественных рядов развития, ф ормируемых на типологической 
основе, получена математическая модель, включающая новую функцию для 
моделирования отпада (1), которая позволяет производить аппроксимацию 
характеристик возрастного изменения численности в ольсах с необходимой 
для принятой в производстве НСИ точностью.

3. Методика позволяет включать в математическую модель не только 
функцию (1), но и функции, основанные на применении первого и третьего 
типов асимптотических распределений крайних значений, — Фишера—Типпета 
и Вейбулла.

4. Эксперимент с математической моделью динамики числа деревьев в чер
ноольховых древостоях на ЭВМ  и анализ полученных траекторий подтвержда
ют выводы Л .П .Смоляка [1] о формировании у ольхи черной в возрасте до 
40 лет своеобразной "привы чки" к определенному характеру колебания уров
ня грунтовых вод.

5. Существующая схема мелиоративных типов черноольховых 
лесов [10] позволяет обосновать возможность применения полученной моде
ли для мелиорированных ольсов и, следовательно, для выработки нормативов 
промежуточного пользования в них по числу деревьев на га.

6. Хорош ая аппроксимация данных о численности в ТХР , осуществленная 
с помощью математической модели без применения суперпозиции ф ункций 
распределения продолжительности существования деревьев разного происхож
дения, подтверждает теоретическое положение И.Д.Юркевича, В.С.Гельтмана, 
Н.Ф.Ловчего [2] о возможности достаточно точной совместной характеристи
ки развития деревьев как семенного, так и порослевого происхождения в 
НСИ, имеющей типологическую основу.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ РОСТА И ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТИ 
ЕЛОВЫХ КУЛЬТУР БЕЛОРУССИИ

Таблицы хода роста и производительности насаждений издавна применя
ются в лесном хозяйстве. Таблицы хода роста и математические модели 
роста насаждений являются синонимами, хотя существуют различия в их по
строении.

Модели роста и производительности насаждений требуются для различных 
аспектов контроля и управления лесными ресурсами: таксации древостоев и 
прогнозирования их продуктивности; контроля уровня растущего запаса; 
оценки вариантов ухода за лесом и производительности условий местопроиз
растания [1]. Главная цель математических моделей роста насаждений — обес
печить данными для анализа и проверки многочисленных вариантов (гипотез)

Таблица 1. Рост и продуктивность еловых культур Белоруссии

Древостой  в целом

Возраст,
лет

Средняя
высота,
м

Средний Число С ум м а  
площ а
дей се
чений,

м 2

Видовое
число

Запас > Прирост
д п а т с » ы о ц -
СМ Л О В ,

м Сред
ний,

3м

Т екущ и й

3м %

10 4,3 3,4 5779 5,2 0 ,698 16
Ельни к  снытьевый 

1,9 5 ,8 49,1
15 8,2 6,4 3506 11,2 0 ,575 53 4,6 10,0 29,1
20 12,1 9 ,4 2438 16,8 0 ,542 110 7,0 14,2 17,3
25 15,7 12,2 1895 22,1 0 ,522 182 8,9 16,8 11,5
30 18,9 14,8 1577 27,0 0 ,509 260 10,5 18,2 8 ,3
35 21,7 17,1 1371 31,4 0 ,499 340 11,7 18,6 6,2
40 24,1 19,2 1228 35,4 0,491 418 12,5 18,3 4,8
45 26,1 21,0 1124 38,9 0 ,485 493 13,0 17,5 3,8
50 27,8 22 ,6 1046 42,1 0,481 562 13,4 16,3 3,1
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