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В ЗАДАЧАХ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 
Условия регулярности играют важную роль в исследовании задач математического програм-

мирования, поскольку гарантируют выполнение необходимых условий оптимальности Каруша – 
Куна – Таккера. Несмотря на сравнительную эффективность известных условий регулярности, 
существуют достаточно широкие классы задач оптимизации, в которых эти условия не выполня-
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щие справедливость необходимых условий Каруша – Куна – Таккера. Одним из таких условий 
является ослабленное условие постоянной положительно линейной зависимости (RCPLD). В дан-
ной заметке предлагается модификация RCPLD, позволяющая ослабить требования к ограниче-
ниям задачи математического программирования. Также в заметке доказываются достаточные 
условия R-регулярности (error bound property).  
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Введение. Пусть f и hi  i = 1, …, p – непре-
рывно дифференцируемые функции из Rm в R. 
Рассмотрим задачу математического программи-
рования 

f (y) → min, y∈C 
с непустым множеством допустимых точек 

C = {y∈Rm | hi(y) ≤ 0  i∈I,  hi(y) = 0  i∈I0}, 

где I = {1, …, s}, I0 = {s + 1, …, p}. 
Основным необходимым условием оптималь-

ности в задачах математического программиро-
вания является условие Каруша – Куна – Таккера 
(ККТ) [1]. Однако ККТ справедливо лишь при на-
личии условий регулярности ограничений задачи.  

Наиболее известным из условий регулярно-
сти является условие Мангасаряна – Фромовица 
(MFCQ) [2]. В литературе известны также более 
слабые условия регулярности, имеющие отличный 

от MFCQ характер. К таким условиям, в частности, 
относится ослабленное условие положительно-
линейной зависимости (RCPLD) [3]. 

Важную роль в построения численных алго-
ритмов решения задачи оптимизации, в анализе 
их сходимости, в анализе устойчивости и чув-
ствительности решений играет условие R-регу-
лярности (error bound property) [4–7]. В данной 
публикации предлагается новая модификация ус-
ловия RCPLD с более слабыми требованиями к 
ограничениям и новое достаточное условие R-ре-
гулярности. 

Основные определения и вспомогательные 
утверждения. Обозначим |y| евклидову норму 
вектора y и положим  

dC(y) =
Cv∈

inf  |v – y|. 

Через I(y) обозначим множество активных в 
точке y∈C индексов из I. 
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Определение 1. Множество С будем называть 
R-регулярным в точке y0∈ C, если найдутся число 
α > 0 и окрестность V(y0) такие, что  

dC(y) ≤ α max {0, hi(y)  i∈I, |hi(y)|  i∈I0} 

для всех y∈V(y0). 
Множество  

ΓC(y) = { y ∈Rm | ∇hi(y), y  ≤ 0  i∈I(y) 
∇hi(y), y  = 0  i∈I0} 

будем называть линеаризованным касательным 
конусом к множеству C в точке y∈C.  

Следуя источникам [8, 9], введем множество 
I a(y) всех существенно активных индексов из I(y), 
т. е. таких, что ∇hi(y), y  = 0 для любого y ∈ΓC(y). 

Лемма 1 [9]. Пусть y0∈C. Тогда существует 
вектор y ∈ΓC(y) такой, что  

∇hi(y0), y  = 0 для всех i ∈ I0
 ∪ Ia(y0);  

∇hi(y0), y  < 0 для всех i ∈ I(y0) \ Ia(y0). 

Lemma 2 [9]. Пусть y0∈C. Тогда 

Ia(y0) = {i ∈ I(y0) | 
 ∃ λ∈Λ0(y0) такой, что λi

 > 0}, 
где 

{
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Нам нужна также следующая лемма Каратеодори.  
Lemma 3 [3]. Пусть  
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для всех i∈K, где векторы {vi i∈J} линейно неза-
висимы. Тогда существуют множество S ⊂ K и 
числа βi  i ∈ J ∪ S такие, что векторы {vi i ∈ J ∪ S} 
линейно независимы, и 
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i
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i
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где αi
 βi

 > 0 при всех i∈S. 
Пусть S0

 ⊂ I0, S ⊂ I. Система векторов  

{∇hi(y)  i ∈ S0 ∪ S} 
называется положительно-линейно зависимой, если 
найдутся не все равные нулю числа { λi  i ∈ S0 ∪ S } 
такие, что λi

 ≥ 0 для i ∈ S и  

( ) .0λ
0


∪∈

=∇
SSi

ii yh  

Определение 2. Пусть множество I00
 ⊂ I0 та-

кое, что {∇hi(y0)  i∈ I00} является базисом системы 
векторов {∇hi(y0)  i∈ I0}. Точка y0∈C удовлетворяет 

условию RCPLD, если найдется окрестность V(y0) 
точки y0 такая, что: 

1) ранг системы {∇hi(y)  i∈I0} один и тот же 
для любого y∈V(y0); 

2) при любом K ⊂ I(y0) 0( )K I y⊂ , если систе-
ма векторов {∇hi(y0)  i ∈ I00 ∪ K} положительно-
линейно зависима, то {∇hi(y)  i ∈ I00 ∪ K} является 
линейно зависимой при всех y∈V(y0). 

Следующее определение мотивировано опре-
делением RCPLD [3], рассматривающим положи-
тельно-линейно зависимые системы.  

Определение 3. Пусть для множества I00
 ⊂ I0 

векторная система {∇hi(y0)  i∈I00} является бази-
сом системы {∇hi(y0)  i∈I0}. Будем говорить, что 
точка y0∈ C удовлетворяет условию положитель-
но-линейной зависимости (PLD), если найдется 
окрестность V(y0) такая, что 

1) {∇hi(y)  i∈I0} имеет одинаковый ранг для 
всех y∈V(y0); 

2) для любого K ⊂ Ia(y0), если система {∇hi(y0)  
i∈I00 ∪ K} положительно-линейно зависима, то си-
стема {∇hi(y)  i∈I00 ∪ K} линейно зависима для всех 
y0∈V(y0). 

Будем говорить, что точка y0∈C удовлетворяет 
условию положительно-линейной зависимости на 
множестве С (PLDC), если оба требования опреде-
ления PLD выполняются для всех y ∈ V(y0) ∩ C. 

Основная часть. Рассмотрим задачу  
(P): f(y)→min, y∈C, 

и докажем, что PLD является условием регулярности. 
Определение 4. Следуя источнику [3], будем 

говорить, что точка y0∈C удовлетворяет аппрок-
симативному условию Каруша – Куна – Таккера 
(АККТ) в задаче (P), если существуют последова-
тельности yk → y0, λi

k∈R  i∈I0, λi
k ≥ 0  i∈I такие, что  
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Известно (см. [3]), что любое решение зада-
чи (P) удовлетворяет АККТ. 

Теорема 1. Пусть y0 является решением за-
дачи (P). Если y0 удовлетворяет условию PLD, то 
ККТ выполняется в данной точке.  

Доказательство. Из определения АККТ сле-
дует существование последовательностей yk → y0, 
λi

k∈R  i∈I0, λi
k ≥ 0  i∈I,  для которых  
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(1)

 

где εk
 → 0. 

Пусть векторная система {∇hi(y0)  i ∈ I00} яв-
ляется базисом системы {∇hi(y0)  i ∈ I00}. Тогда из 
формулы (1) следует 
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(2)

 

где λi
k ≥ 0  i ∈ I(y0), αi

k∈ R  i ∈ I00. 
1) Предположим, что  
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для всех k = 1, 2, …, начиная с некоторого k0.  
В соответствии с леммой 3 для любого k най-

дется множество J(k) ⊂ Ia(y0), при котором 

 
,)()(

ε)(λ)(

)(

)(\)(

00

00





∈∈

∈

∇α+∇α=

=−∇−∇−

kJi

k
i

k
i

Ii

k
i

k
i

k
yIyIi

k
i

k
i

k

yhyh

yhyf
a

 
(3)

 

где αi
k ≥ 0  i∈J(k) и векторы {∇hi(yk)  i∈I00 ∪ J(k)} 

линейно независимы.  
Ввиду конечности индексного множества I 

можно, не ограничивая общности, считать, что J(k) 
одно и то же при всех k, т. e. J(k) = J. 

Пусть  
Mk

 = max {λi
k  i∈I(y0) \ Ia(y0);  

αi
k  i∈J, |αi

k|  i∈I00} → ∞. 
Тогда, разделив (3) на Mk и перейдя к пределу, 

получим  
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(4)

 

где не все λi равны нулю. 
Пусть y удовлетворяет условиям леммы 1. Тогда  

0 0
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где ∇hi(y0), y  < 0 для всех i ∈ I(y0) \ Ia(y0).  
Отсюда λi

 = 0 при i ∈ I(y0) \ Ia(y0), и из равен-
ства (4) следует  
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т. е. векторы {∇hi(y0)  i ∈ I00 ∪ J} линейно зависимы, 
что противоречит условию PLD.  

Следовательно, существует ограниченная под-
последовательность в {Mk} (для простоты обозна-
чим ее также {Mk}), и без потери общности можно 
считать  

λi
k → λi

 ≥ 0  i ∈ I(y0) \ Ia(y0); 

αi
k → λi

 ≥ 0  i ∈ J; 
αi

k → λi
 ∈ R  i ∈ I00. 

Тогда предел в формуле (3) дает 
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т. е. ККТ выполняется в точке y0. 
2) Предположим, что 
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при бесконечно большом наборе k (для простоты 
при всех k). Тогда, если {λi

k} ограниченна, то без по-
тери общности можно принять λi

k→ λi
 ≥ 0 и, значит,  
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Следовательно, ККТ выполняется в y0.  
Если {λi

k} не ограниченна, то из формулы (5) 
следует, что  

,0)(λ
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где среди λi найдутся λi
 ≠ 0.  

Последнее невозможно ввиду леммы 2. 
Теорема 2. Пусть y0∈C. Предположим, что 

существует окрестность V(y0) такая, что 
а) некоторое условие регулярности справед-

ливо в любой допустимой точке из V(y0); 
б) точка y0 удовлетворяет PLDC. 
Тогда условие R-регулярности выполняется 

в точке V(y0). 
Доказательство. Предположим, что условие 

R-регулярности не выполняется в V(y0). Тогда суще-
ствует последовательность vk → y0, vk∉C такая, что  

dC(vk) > k max {0, hi(vk)  i∈I, |hi(vk)|  i∈I0} 
для всех k = 1, 2, … . 

Пусть yk – решение задачи 

|y–vk| → min, y∈C. 

Тогда |vk–yk| ≤ |vk–y0| и, следовательно, yk→ y0.  
Положим 
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Вследствие условия a) существуют векторы 

λk∈Rp такие, что  
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где λi
k ≥ 0 при i∈I и λi

k = 0 при i ∈ I \ K.  
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Тогда  
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Из (6) следует 
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где λi
k ≥ 0  i∈K, αi

k∈ R  i ∈ I00. 
1) Предположим, что в формуле (7) 
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для всех k = 1, 2, …, начиная с некоторого k0.  

Тогда, исходя из леммы 3, для любого k най-
дется множество J(k) ⊂ Ia(y0) ∩ K такое, что  
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где αi
k > 0 для всех i ∈ J(K), и векторы {∇hi(yk)   

i ∈ I00 ∪ J(k)} линейно независимы. 
Без потери общности можно считать J(k) не 

зависящим от k, т. е. J(k) = J. Тогда  
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(8)

 

где векторы {∇hi(yk)  i ∈ I00 ∪ J} линейно незави-
симы, αi

k ≥ 0  i ∈ K и αi
k > 0 для всех i ∈ J. 

Так как уравнение (8) представляет собой 
условие ККТ в точке yk, то в соответствии с кри-
терием R-регулярности [10, 11] последователь-
ность {αk} является неограниченной, т. е. |αk| → ∞. 

Тогда, разделив (8) на |αk| и перейдя к пределу, 
получим  
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(9)

 

где λi
 ≥ 0  i ∈ J ∪ (K \ Ia(y0)), λi∈R  i∈I00, и найдутся 

λi
 ≠ 0. 
В соответствии с леммой 2, λi

 = 0 при i ∈ K \ Ia(y0), 
следовательно, уравнение (9) принимает вид  
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где среди λi есть ненулевые. 
Поскольку {∇hi(yk)  i ∈ I00 ∪ J} линейно неза-

висимы, последнее противоречит PLDC.  
2) Пусть в уравнении (7) для бесконечного 

множества индексов k (для простоты для всех k) 
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Тогда в соответствии с критериями [10, 11] 
последовательность {λk} не ограниченна. Разде-
лив (10) на max {λi

k  i∈K \ Ia(y0)} и перейдя к пре-
делу, получим 
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0


∈

=∇
yIKi

ii
a

yh  

где присутствуют λi
 ≠ 0. 

Но, исходя из леммы 2, λi
 = 0 для всех i ∈  

∈ K \ Ia(y0). Таким образом, условие (10) невозможно.  
Заключение. В статье получена новая моди-

фикация известного условия регулярности RCPLD. 
Это условие регулярности содержит более слабые 
требования к ограничениям задачи математического 
программирования, а также меньший объем вычис-
лений при его проверке. Также доказаны достаточ-
ные условия R-регулярности в задаче оптимизации, 
которые расширяют известные ранее результаты, 
посвященные R-регулярности (error bound property). 
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