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СТАЦИОНАРНЫЕ И АМПЛИТУДНО-ФАЗО-ЧАСТОТНЫЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ ДЛЯ РЕАКЦИЙ КОЛЕСА

С ПНЕВМАТИЧЕСКОЙ ШИНОЙ

Лесовозы на колесном ходу с пневмобаллонами подвержены явле­
нию бокового увода, поэтому устойчивость движения и управляемость 
лесовоза исследуются с привлечением теорий увода М. В. Келдыша и 
И. Рокара. Нами предложена теория увода [1—5], уточняющая назван­
ные. Она приводит к разностным уравнениям, учитывает проскаль­
зывание в области площадки контакта колеса с дорогой и перемен­
ность реакций связей, действующих со стороны дороги на колесо.

В настоящей работе с применением ЭВМ получены зависимости 
для боковой силы и стабилизирующего момента в функции от угла уво­
да колеса при стационарном уводе. Основываясь на сравнении ампли­
тудно-фазо-частотных характеристик по предложенной теории и тео­
рии М. В. Келдыша, мы устанавливаем выражения для коэффициентов 
в теории М. В. Келдыша, которые обычно находятся только опытным 
путем.

В работе приняты следующие обозначения:
г, 2а — соответственно радиус шины и длина площадки контак­

та, м;
ci> с2 — радиальная и боковая жесткость на единицу длины 

2п,г, кг/м2;
N — натяжение периферии шины, кг;

Pi, р,2 — длина задней и передней области проскальзывания, м;
К — отклонения линии качения соответственно на концах 

задней и передней области проскальзывания, эи;
Х2' — тангенсы угла наклона касательной линии качения к 

срединной плоскости колеса в точках с отклонениями 
Al и Аг;

х, т] — координаты, м;
є »tg в — угол увода, рад;

в — е/втах, Ео шах = emax/g,
ет — значение е, при котором М = 7Ишах;

q — давление в плоскости качения дороги на единицу длины 
площадки контакта, кг/м;

Р, Q — вертикальная нагрузка на колесо и боковая сила, кг;

Qo= Q/Qmax> 0 Qo 'С 1;
М — стабилизирующий момент, кгм;

М0 = М/Мтт, 0<Мо< 1;
^max = Mtaax/(Pfa'),

f — коэффициент трения скольжения;
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/г0 = — , [іі/га, о2 = ц2/2а;

/і = Д/2а, /2 = Ха/2а, g = f — безразмерные величины; 
с2г

h = 2ah0 м;

0

Ф

С — проекция центра площадки контакта на срединную 
плоскость;

А, Н —• точки на срединной плоскости колеса; 
Ус, — соответственно ординаты точек А, С и Н, м;

р — ордината точки на линии качения, сответствующей точ­
ке А, м;
угол поворота срединной плоскости, рад; 
смещение линии качения от срединной плоскости в точ­
ке С, м;
угол между касательной к линии качения и срединной 
плоскостью в точке, соответствующей точке С, рад;

р — параметр изображения по Лапласу;
<в, v — 2асо — соответственно частота (1/лг) и безразмерная частота; 
Ai(jv), A2(jv), XJ(jv), A'2(jv) — составляющие комплексных передаточных 

коэффициентов;
сб, су — соответственно боковая (кг/м) и угловая жесткость 

шины, кгм/рад;
k — коэффициент увода, кг/рад;

(рХ/м1), (3(1/ж) — коэффициенты в теории М. В. Келдыша;
у — коэффициент, определяющий значения а и (3.

Основываясь на результатах 
работы [1], приводим графики, 
характеризующие стационарный 
увод шины. Учитывается про- 
.скальзывание в передней и задней 
областях площадки контакта, ра­
диальная и боковая жесткость 
шины и натяжение ее периферии. 
Распределение вертикальной на­
грузки по оси площадки контакта 
принято параболическим. Метод 
нахождения параметров стацио­
нарного увода шины пригоден и при другом законе распределения вер­
тикальной нагрузки. Не учтен момент трения качения и тангенциальная 
составляющая реакции. Принято, что размеры площадки контакта зна­
чительно меньше радиуса колеса, а отклонения линии качения от средин­
ной плоскости колеса существенно меньше длины площадки контакта. 
Срединная плоскость колеса все время остается перпендикулярной плос­
кости дороги ХОY (рис. 1).

При переходе к безразмерным величинам уравнения (21—25) па­
раграфа 2. З в работе [1] принимают следующий-вид:

h = g(l —
= ^2Т0 f 1 + ---- - <?2 “1------- -

К Т0 Д То

Рис. 1. Схема сил и перемещений в 
области площадки контакта.
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-х; = (3)

(4)

(5)

Для стабилизирующего момента можно записать
2а 9

М = J q(a — т])с/т) =г — а3с2 {3§[а?(ах — 1)2~-02(а2 — 1) ] — 
о 3

(6)

(7)

(8)

- 6[/2 + е(0,5 - а2)][(0,5 - о2)2 - (0,5 - Ос)2] +

+ 4е[(0,5~о2)3 + (0,5-о1)3]}.

Для нахождения єтах необходимо теперь найти

max = ІП S,
то

где S определяется как наименьший корень уравнения

S2e_x„ _ 5----- 2-------- [-1=0.
1 + О,5то

Из уравнения (8) следует, что S(to) и значит с использованием 
уравнений (7), (8) и (2) находим

®тах — ё^О тахС^о)-

Подставляя в выражение (2) соотношение (1), получаем

Б = §е0(т0, о2).

Приняв е = - -е -■ = . Є'0*-1'0' , где 0 -С е 1, находим
®max ео max ^0

е = е (т0, о2),

сг2 = <т2(т0, е),

є = ё&о тах(то)^(тО’ ^з)'

Подставляя /і = є(1—оч—о2)+/2 из выражения (4) и 12 из (1) 
шение (3), получаем уравнение из которого можно найти аі = а1(е0, т0, 
т2), в которое g не входит и которое в силу зависимостей О2(то, е) и 
є(то, аг) принимает вид

(9)

(Ю)

(П)

(12)

(13)

в соотно­

си = ог^То, ё) . (14)
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При этом

(15)

h = е). (14)

Подставляя а2(т0, е), ofa, ё), є=§е0(т0, о2), = gl10(x0, е)и /2=§/20(т0, ё)
в выражения (5) и (6), получаем

2
Q = —- ЛзёШ е),

6

2
А4 = — tt3c2gmniax(T0)A[0(T0, ё).

О
Здесь 0<Q0(t0, е)< 1 и 0<Л40(т0, е)< 1.

В силу параболического закона распределения вертикального давления 
,3 Л W

(16)

имеем а = 1/ ——.—,
V 2ci что с учетом т0 = l/h0 дает 

Q = PfQo(hO’ ё),
М = Pfamma/h0)M0(h0, ё),
є = Se0 max(^o)e‘

рассматриваемый подход при определении харак- 
к построению зависи-

(17)

Таким образом,
теристик стационарного увода колеса приводит 
мостей

Qo(ho, ё), M0(h0, ё), тшах (h0), Є0 max(^o)’

где ОС г С 1.
Нами составлена и отлажена программа на языке АЛГОЛ-60 для 

нахождения этих зависимостей в соответствии с изложенным выше. Ре­
зультаты вычислений в виде зависимостей .... „Г... '

Qo(h()’ б), M0(h0, в), Шшах(/і0), Єотах(^о)> ^т(^о) 

представлены на рис. 2 и 3.
Отметим, что для построения зависимостей Q(e) и /И(е) необходи­

мо знать четыре величины h0, Pf, a, g, которые могут быть найдены, на­
пример, из эксперимента.

В работах ![1—3] получены нелинейные дифференциально- и интег­
рально-разностные уравнения увода колеса, учитывающие проскальзы­
вание в задней и передней области площадки контакта. В частном слу­
чае (при весьма малом проскальзывании, а следовательно, и малых є, 
и при малых отклонениях движения от прямолинейного) в работе [3] 
приводятся линейные уравнения увода:

У(х) — р(х) + [0(х) — р'(х)]/і = 0, (18)

Q(x) = 2са(а + /і)[У(х) — аЄ(х)] — с2 J р(ф)<іф — с2/і[р(х) + р(х — 2а)], (19)
х— 2а

М(х) =

(20)
7*
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Уравнения (18—20) вытекают из более общих уравнений (15—19) этой 
работы. При переходе к изображениям по Лапласу при нулевых на­
чальных условиях получаем

(21)У(р) + W)
1 +hp

+ h(a + h) 6(р) + С2
2а
Р

h(a + h) —

_ (_L + Л 1(1 _ е-Ч У»)+^). 

Р \ р Л ) i + hp

Рис. 2. Графики зависимостей 
Q0(h0, е; /—6—ft0=l; 1/3; 1/6; 
1/15; 1/45; 1/300 соответствен­

но) и Л40 (h0, е; Г—6'— 
—h0=l- 1/3; 1/6; 1/15; 1/45;

1 /300 соответственно).

Рис. 3. Графики зависимостей
Е°тах^0^ ет(^о) (2):

mm&x(ho) (3)-

Отметим, что в уравнениях (18—22) У—ордината точки А. Представ­
ляя движение плоскости колеса как поступательное вместе с точкой С 
и вращательное относительно этой точки, находим Ус(у) = У(%) — а0(х) 
что дает

У(р) = Ус(р) + а6(р). (23)

Подставляя выражение (23) в (21) и (22), получаем

М(р) = 2ас2

Q(p) = 2с3(а + /і){[ 1 + А^У^р) + (а + tyA^p^p)},

^-+h(a+ Л)]! —*- Ла(р) ВД + [Л3(р) - 1 
3 а + h

где
(1 — е-2°Р) (26)

(24)

(25)

1
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Л2(р) =
а + h

2а ——h h(a + h) (1 + hp) 
З

4-А) — ■—
P

X

(27)------ (1 — e~2aP)|.

Представляя движение плоскости колеса как поступательное вместе 
с центром Н и вращательное вокруг него, находим

Ус(р) = Гн(р)-(а-фЛ)0(р). (28)
что дает

(29)

Л2(р)Ун(р)-0(р)1
фА J (30)

При составлении уравнений движения экипажа на деформируемых 
колесах уравнения (29) и (30) предпочтительнее из-за их простоты.

Из приведенных выражений для Q(p) и М(р) вытекает,
г т

что
г а? 1

сб = 2c2(a -f- Н), k = 2c2(a + A)2, су = 2ac2 -у + h(a -ф ft) . (31)

сре-В соответствии с теорией М. В. Келдыша [6] в случае, когда 
плоскости ка-динная плоскость колеса все время перпендикулярна к 

чения, имеем

^-[ВД-ад-е(х) + ф(д
ах

(32)

Переходя к изображениям по Лапласу, из уравнений
ч Гa

арМ'(р) = Cv ж .L р2 + рР + « р2 + р₽ч
Воспользовавшись выражением (28), находим

Q'(p) =
а

(32) получаем

(33)

(34)

Ун (р) — (а + h) X

0(Р) > (35)



102 М. А. ЛЕВИН

ар — ftp + (а + й)ар 
р2 + рР + а

Определим коэффициенты аир так, чтобы выражения (35), (36) и 
(29), (30) наилучшим образом совпадали по характеру. Тогда необ­
ходимо принять, что

6(р) • (36)

(37)Р/а = а -ф h.

В 2с2(а -ф Л)2 k ~—— = —=±—-—. Последнее совпадает с результа­
те

- -І
НИЙ

Отметим, что 
а 2с2(а + h) 

том работы Я- М. Певзнера [7].

Теперь выражения (35) и (36) можно представить в форме выраже- 
(29) и (30):

Q'(p) = Сб {[1 + Л;(р)]Ун (р) — (а + Л)0(р)},

м'(р)=л2(р)Ун (р) ~ e(z4
(38)

(39)

где

I
(40)

(41)

а
Р2 + Р₽ + « ’

Щр)=- 2tv,—• Р2 + Р₽ + «
Так как размерность р длина-1 то из знаменателя последних вы­

ражений (40) и (41) находим, что аир должны иметь вид

(42)
(а + Ji)2 а -ф h

где у устанавливается из сравнения выражений А\(р) и Л[(р) либо 
А2(р) и Д,2(р) по какому-либо критерию, так как эти выражения не 
могут совпадать точно при любом р.

Таким образом, видно, что у определяется неоднозначно и в зависи­
мости от того, как учитывается близость и какие выражения А\(р) или 
А2(р), у получает разные значения. Такое же положение должно воз­
никнуть и при использовании данных эксперимента.

В дальнейшем нам понадобятся комплексные передаточные коэф­
фициенты. Для их нахождения найдем Ai (/v), 42(/v), A'^jv), A'2 (jv),

V заменив в выражениях (26) и (27), (40) и (41) р на /<у= /---- . Полу-
2а 

чаем

!0 COS V —

cos v)( —
!. \ V

+ / (1- (43)
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{ ~ Ло + + ho + 7^-) х

Определим у, например, из совпадения выражений l+Ai(/v) и 
1 4- A'tljv) при малых значениях v. Приравнивая выражения (43) и (45), 
в которых оставлены члены порядка не выше v2, находим

3

1-LA-
\0,5 + h0

(47)

Этой формуле для у соответствует таблица

ho 0 1/3 1/2 1 3/2

7 3 3,20 3,43 4,27 5,17

Значения у по этой формуле, справедливой при малых г, качествен­
но хорошо согласуются с результатом работы Я- М. Певзнера [7]. У 
шины типа «Р» брекер испытывает относительно большее натяжение, 
что приводит к большим значениям /і0, а следовательно, и у по приве­
денной выше формуле.

Можно искать у исходя из критерия, заключающегося в наимень­
шем квадратичном отклонении комплексных передаточных коэффи­
циентов по обеим теориям в определенной области изменения v. В ре­
зультате вычислений на ЭВМ «ОДРА 1204» оказалось, что для значе­
ний /і0=7з, 7е, 715, 745 Ири изменении v в области от 0 до 710, 7г, 1, 2, 
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3, 4, 5, 6, 8, 10 значение у изменялось от 3,20 до 1,86. Амплитудно-час­
тотные характеристики по обеим теориям представлены на рис. 4.

Рис. 4. Амплитудно-частотные 
характеристики по выраже­
ниям l+Ai(/v) и 1+ Ai(jy) 
1 — зависимость l+Ai(/v) 
(разностные уравнения); 2 — 
зависимость l-pA/C/v) при 

у=2 (М. В. Келдыш).

В заключение отметим, что другой способ нахождения у непосред­
ственно из выражений (32) приводит к значению

2 
Y / h \2'

1-І—
J .......... \0,5 + h0 )
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