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ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ 
 
 
 
 

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 
 
 
 
 
УДК 517.935.2+519.71 

И. М. Борковская, О. Н. Пыжкова 
Белорусский государственный технологический университет 

О СТАБИЛИЗАЦИИ НЕКОТОРЫХ ВИДОВ  
ГИБРИДНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ  

Изучение представления решений гибридных динамических систем и их качественных 
свойств является актуальной проблемой. Адекватность гибридных систем определяет их важ-
ность с точки зрения практических приложений. В работе рассмотрены свойства линейных гибрид-
ных дискретно-непрерывных систем, в частности, гибридных систем с многомерным (2-D-мерным) 
временем, состоящих из непрерывной и дискретной составляющих. Для указанных систем в 
симметрической форме представлены условия устойчивости разных типов (слабой асимптотиче-
ской устойчивости, сильной асимптотической устойчивости, ( , )α γ -устойчивости). Исследована 

возможность стабилизации указанных систем регулятором, не выводящим систему за пределы 
рассматриваемого класса. Даны теоремы, представляющие собой условия устойчивости указан-
ных типов. Сформулированы достаточные условия стабилизируемости систем в скалярном слу-
чае (в смысле рассматриваемых типов сходимости). Предложенный подход возможен для иссле-
дования стабилизируемости и в смысле других типов устойчивости.  

Ключевые слова: гибридные дискретно-непрерывные системы, сильная асимптотическая 
устойчивость, стабилизация, достаточные условия стабилизируемости.  

I. M. Borkovskaya, O. N. Pyzhkova 
Belarusian State Technological University 

ON THE STABILIZATION OF SOME KINDS  
OF HYBRID DYNAMIC SYSTEMS 

The study of the representation of solutions of hybrid dynamical systems and their qualitative prop-
erties is an actual problem. The adequacy of hybrid systems determines their importance from the point 
of view of practical applications. The properties of linear hybrid discrete-continuous systems, hybrid 
systems with multidimensional (2-D-dimensional) time, consisting of continuous and discrete compo-
nents are considered. For such systems in symmetrical form, the stability conditions of various types 
(weak asymptotic stability, strong asymptotic stability, stability) are presented. The possibility of stabi-
lization of these systems by a controller that does not lead the system beyond the limits of the consid-
ered class is studied. Theorems which are the stability conditions of the indicated types are presented. 
Sufficient conditions for the stabilizability of systems in the scalar case (in the sense of the considered 
types of convergence) are formulated. The proposed approach is possible for the study of stabilization 
in the sense of other types of stability. 

Key words: hybrid discrete-continuous systems, strong asymptotic stability, stabilization, suffi-
cient conditions of stabilizability.  

Введение. Гибридные системы – это мате-
матические модели реальных систем управле-
ния, в которых непрерывная динамика нахо-
дится в комбинации с дискретной, либо наряду 

с динамическими связями имеют место и ал-
гебраические зависимости. Таким образом, 
гибридные системы описывают процессы, при-
рода которых носит неоднородный характер. 
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Такие системы широко используются в автомо-
билестроении, авиастроении, робототехнике и 
других областях. Классическим примером гиб-
ридной системы является система нагрева и 
охлаждения жилого дома. Печь и кондиционер, 
наряду с характеристиками теплового потока, 
формируют систему, которая должна управ-
ляться. Термостат управляет этой системой 
дискретно: в блок термостата передаются сиг-
налы выносных или встроенных датчиков тем-
пературы. В основе работы термостата лежит 
принцип терморегулятора, посредством кото-
рого происходит автоматическая установка и 
регулирование температуры отопительных 
приборов. Примером гибридной системы мо-
жет также служить система коммутации, пове-
дение которой описывается конечным числом 
динамических моделей вместе со сводом пра-
вил для переключения среди этих моделей. 
Адекватность гибридных систем определяет их 
важность с точки зрения практических прило-
жений. Изучение представления решений таких 
систем и их качественных свойств является ак-
туальной проблемой. Исследованию гибридных 
систем посвящены, в частности, работы [1–6]. 

К важнейшим задачам теории управления 
для гибридных систем относятся вопросы 
представления решений, относительной управ-
ляемости, задачи устойчивости, стабилизации, 
модального управления и другие. Виды гиб-
ридных систем многообразны. Среди них вы-
деляют, в частности, ГДР системы (дифферен-
циально-разностные системы), которые описы-
вают процессы, где наряду с динамическими 
связями встречаются и алгебраические зависи-
мости, и ГДН системы (дискретно-непрерыв-
ные системы), содержащие как непрерывные, 
так и дискретные переменные:  

 11 12( ) ( ) ( ), [ , ( 1) ),x t A x t A y kh t kh k h= + ∈ +   (1) 

 21 22( ) ( ) ( ) ( ),y kh h A x kh A y kh Bu kh+ = + +   (2) 

 0,1,2,... ,k =  

где ( ) ,nx t ∈  ( ) my kh ∈ , ( ) , 0,ru kh h∈ >  и 
11 12 21 22, , , ,A A A A B  −  постоянные матрицы 

соответствующих размеров, начальные условия 
для системы (1), (2) зададаются в виде  

 0 0(0) ( 0) , (0)x x x y y= + = = . 

Изучение устойчивости указанной выше 
ГДН системы проводится, например, в работе [7], 
а в работе [8] подобная система изучается с 
точки зрения ее относительной управляемости 
и достижимости.  

Важным классом гибридных систем является 
класс гибридных систем с многомерным (2-D-мер-

ным) временем. Такие системы включают не-
прерывную и дискретную составляющие: 

 1 11 1 12 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ),x t k A x t k A x t k B u t k= + +   

 [0, ),t ∈ + ∞   

 2 21 1 22 2 2( , 1) ( , ) ( , ) ( , ),x t k A x t k A x t k B u t k+ = + +   

 0,1,2, ...k =   

Такие системы изучаются, в частности, в 
статье [9]. В работе [10] для линейных гибрид-
ных дискретно-непрерывных систем с много-
мерным (2-D-мерным) временем в симметриче-
ской форме получены явные представления 
решения на основе сопряженных систем и пу-
тем разложения в ряды по решениям опреде-
ляющих уравнений таких систем. В статье [11] 
исследуется такое важнейшее свойство указан-
ных систем, как устойчивость.  

В настоящей работе продолжено исследо-
вание устойчивости гибридных систем с мно-
гомерным временем, рассматривается задача 
стабилизации таких систем.  

Основная часть. В работе [7] получено ус-
ловие стабилизируемости указанной выше ГДН 
системы (1), (2) регулятором вида 

 1 2( ) ( ) ( ), 0,1,...,u kh Q x kh Q y kh k= + =   (3) 

где 1Q  и 2Q – постоянные матрицы размеров 
r n×  и r m×  соответственно. Замкнутая систе-
ма имеет вид:  

 11 12( ) ( ) ( ), [ , ( 1) ),x t A x t A y kh t kh k h= + ∈ +  

 21 1

22 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ).

y kh h A BQ x kh

A BQ y kh

+ = + +
+ +

 

Теорема 1. Система (1), (2) является стаби-
лизируемой дискретным регулятором (3) тогда 
и только тогда, когда 

 [ , ] ,n m hrank I n m+λ − Σ Δ = +   

для всех комплексных чисел λ  таких, что 1λ ≥ , 
где 

 
11 11( )

12
0

21 22

0
,

h
A h A h

h

e e d A

B
A A

−τ 
τ   Σ = Δ =   

   

 . 

Рассмотрим теперь гибридную дискретно-
непрерывную 2-D-систему в симметрической 
форме (по отношению к операторам дифферен-
цирования и сдвига):  

 1 11 1 12 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ),x t k A x t k A x t k B u t k= + +  (4)  

 [0, ),t ∈ + ∞   
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 2 21 1( , 1) ( , )x t k A x t k+ = +   

 22 2 2( , ) ( , ),A x t k B u t k+ +  (5)  

 0,1,2, ...,k =   

где 1
1

( , )
( , )

x t k
x t k

t

∂=
∂

 , 1
1( , ) nx t k ∈ , 2

2 ( , ) nx t k ∈ , 

1 2( , ), ( , )x t k x t k  – 1n - и 2n -векторы состояния 

системы; ( , ) ru t k ∈ – вектор управляющего 

воздействия, 0, 0,1,2, ;t k≥ =   11 12 21, , ,A A A  

22 1 2, ,A B B  – постоянные матрицы соответст-
вующих размеров.  

Пусть граничные (начальные) условия для 
(4) и (5) заданы в виде  

 1 1(0, ) ( ),x k x k=  0,1, 2, ...,k =   (6)  

 2 2( , 0) ( ),x t x t= [0, ).t ∈ + ∞   (7) 

В нормальной форме гибридную модель 
2-D-системы можно записать следующим образом: 

 1 11 1 12 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ),x t i A x t i A x t i B u t i= + +  (8) 

 [0, ),t ∈ + ∞  

  2 21 1 22 2 2( , ) ( , ) ( , 1) ( , ),x t i A x t i A x t i B u t i= + − +   (9) 

 0,1, 2, ...,i =   

начальные условия:  

 1 1(0, ) ( ),x i x i=  0,1, 2, ...,i =   (10)  

 2 2( , 1) ( ),x t x t− = [0, ).t ∈ + ∞   (11)  

Далее будем рассматривать систему (4), (5) 
в симметрической форме при выключенном 
управлении ( 1 2 0B B= = ). 

В работе [10] доказано, что существует 
единственное решение системы (4), (5), удовле-
творяющее начальным условиям (6), (7), в ра-
боте [11] представлены условия асимптотиче-
ской устойчивости системы (4), (5). Приведем 
определения устойчивости, которые понадо-
бятся нам в дальнейшем.  

Определение 1. Система (4), (5) называется:  
1) слабо асимптотически устойчивой, если 

для любых ограниченных начальных функций 
1 2( ), ( )x x⋅ ⋅  в (3), (4) соответствующее решение 
1 2( , ), ( , )x t k x t k  системы (1), (2) обладает свой-

ством:  
 ( )1 2lim ( , ) ( , ) 0,

t
k

x t k x t k
→+∞
→+∞

+ =  

где символ d  обозначает норму (евклидову) 
вектора ;d  

2) сильно асимптотически устойчивой, если 
найдутся такие действительные числа 0,M >

0,α > 0 1,< γ <  что для любых ограниченных 
начальных функций соответствующее решение 
системы (4), (5) обладает следующим свойством:  

 ( )1 2( , ) ( , ) ,
ktx t k x t k M e−α+ ≤ + γ   (12) 

 0, 1, 2, ...;t k> =  

3) ( , )α γ -устойчивой, если найдется такое 
действительное число 0,M > что для любых 
ограниченных начальных функций соответст-
вующее решение системы (4), (5) удовлетворяет 
требованию (12).  

Отметим, что между указанными понятия-
ми устойчивости существует следующая связь: 

 3) 2) 1)   

Здесь 1) – 3) означают соответствующие поня-
тия устойчивости из определения 1.  

Определение 2. Уравнение вида  

 1

2

11 12

21 22

det 0
n

n

I A A

A I A

λ − − 
= 

− μ −  
  (13) 

назовем характеристическим уравнением, а его 
корни (в общем случае комплексные) – харак-
теристическими числами (значениями) системы 
(4), (5).  

Теорема 2 (необходимые условия асимпто-
тической устойчивости): 

1) если система (4), (5) слабо асимптотиче-
ски устойчива, то для корней ( , )λ μ  характери-
стического уравнения (13) выполняется усло-
вие: Re 0λ <  и 1μ ≤  или Re 0λ ≤  и 1;μ <  

2) если система (4), (5) сильно асимптоти-
чески устойчива, то для корней ( , )λ μ  характе-
ристического уравнения (13) соблюдается ус-
ловие: Re 0λ <  и 1;μ <  

3) если система (4), (5) ( , )α γ -устойчива, то 
для корней ( , )λ μ  характеристического уравне-
ния (13) выполняется условие: Reλ ≤ −α  и 
μ ≤ γ  [11].  

Рассмотрим теперь систему (4), (5) в скаляр-
ном случае, когда 11 11 ,A a= 12 12 ,A a=  21 21,A a=  

22 22A a=  – действительные числа. Верна тео-
рема 3 [11]. 

Теорема 3. Для того, чтобы система (4), (5) 
скалярных уравнений была сильно асимптоти-
чески устойчивой, необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялись следующие условия:  

 1) 12 21 0;a a =  

 2) 22 111, 0.a a< <  

Вид характеристического уравнения в скаляр-

ном случае упрощается: 11 12

21 22

det
a a

a a

λ − − 
= − μ − 
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11 22 12 21( )( ) 0,a a a a= λ − μ − − =  откуда 22aμ = +

12 21

11

a a

a
+

λ −
 и с учетом необходимого Re 0λ <  и 

1μ <  заключаем, что система сильно асимпто-

тически устойчива, когда, во-первых, 12 21 0,a a =  

во-вторых, 22 111, 0.a a< <  

Это условие является и достаточным. Дей-
ствительно, поскольку 12 21 0,a a =  то либо 

12 0,a =  либо 21 0.a =  Пусть, например, 12 0.a =  
Тогда система (4), (5) принимает вид: 

 1 11 1

2 22 2 21 1

( , ) ( , ),

( , 1) ( , ) ( , ),

x t k a x t k

x t k a x t k a x t k

=
+ = +


 

откуда  

 11 11
1 1 1( , ) (0, ) ( ),

a t a tx t k e x k e x k= =  

 

( )

11

11 11

11 11

11

2 22 2 21 1

1 1
22 2 22 21 1 22 21

1 22 21 1 21 1

1
22 2 21 22 1 1

( , 1) ( , ) ( )

( , 0) ( 0)

(1) ... ( 1) ( )

(0) ( 0) ... ( ) .

a t

a t a tk k k

a t a t

a tk k

x t k a x t k a e x k

a x t a a e x a a e

x a a e x k a e x k

a x a e a x x k

+ −

+

+ = + =

= + + ×

× + + − + =

= + + +

 

Поскольку начальные функции ограничены: 

1 2( ) , ( )x k L x t L≤ ≤  при некотором числе 

0L >  для всех 0, 1, 2, ...,t k> = то  

 11
1 2 1( , ) ( , ) ( )a tx t k x t k e x k+ = +  

( )11 1
22 2 21 22 1 1(0) ( 0) ... ( 1)a tk ka x a e a x x k−+ + + + − ≤  

 ( )11 11 1
22 21 22 ... 1

k ka t a tLe L a L a e a
−≤ + + + + ≤  

 11 1121
22

221
ka t a tL a

Le L a e
a

≤ + + ≤
−

 

 ( )11
22 , 0, 1, 2, ...,

ka tM e a t k≤ + > =  

где 21

22

max , 1 ,
1

L a
M L

a

  = + −  
 и система (4), (5) 

в скалярном случае и 12 0a =  является сильно 

асимптотически устойчивой. В случае 21 0a =  
система принимает вид: 

 1 11 1 12 2( , ) ( , ) ( , ),x t k a x t k a x t k= +  

 2 22 2( , 1) ( , ),x t k a x t k+ =  

откуда с учетом формулы Коши получаем: 

 2 22 2( , ) ( ),kx t k a x t=  

 11 11 ( )
1 1 22 2

0

( , ) (0, ) ( ) .
t

a t a t kx t k e x k e a x d
−τ= + τ τ  

Тогда  

 11
1 2 1( , ) ( , ) ( )a tx t k x t k e x k+ ≤ +  

 11 11( )
22 2 22 2

0

( ) ( )
t

k ka t a te a x d a x t Le
−τ+ τ τ + ≤ +  

 ( )11
11

22 22 22
11

1
,

a t
k k ka te

L a L a M e a
a

−+ + ≤ +  

где 
11

max , 1 ,
L

M L
a

 
= + 

 
 и система (4), (5) в 

скалярном случае и 21 0a =  является сильно 
асимптотически устойчивой. 

Аналогично можно получить следующую 
теорему [11]. 

Теорема 4. Для того, чтобы система (4), (5) 
скалярных уравнений была ( , )α γ -устойчивой, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 
следующие условия:  

 1) 12 21 0;a a =  

 2) 11 22, .a a≤ −α < γ  

Присоединим к системе (4), (5) регулятор, 
не выводящий систему за пределы заданного 
класса: 

 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ),u t k Q x t k Q x t k= +   (14) 

где 1Q  – матрица размера 1,r n×  2Q  – матрица 
размера 2r n× . 

Определение 3. Система (4), (5) называется 
стабилизируемой (в смысле сильной асимпто-
тической устойчивости) регулятором (14), если 
найдутся такие матрицы 1Q , 2Q  из (14), что 
замкнутая система (4), (5), (14) является сильно 
асимптотически устойчивой. 

Задача. Получить условия стабилизируемо-
сти гибридной 2-D-системы (4), (5) в симмет-
рической форме регулятором (14). 

Будем использовать полученные ранее ус-
ловия сильной асимптотической устойчивости. 
Пусть 11 11A a= , 12 12A a= , 21 21A a= , 22 22 ,A a=  

1 1 2 2 1 1 2 2, , ,B b B b Q q Q q= = = =  – действитель-
ные числа, то есть система (4), (5), (14) рас-
сматривается в скалярном случае. 

Замкнутая система имеет вид: 

 1 11 1 1 1( , ) ( ) ( , )x t k a b q x t k= + +  

 12 1 2 2( ) ( , ),a b q x t k+ +  

 2 21 2 1 1( , 1) ( ) ( , )x t k a b q x t k+ = + +  

 22 2 2 2( ) ( , ).a b q x t k+ +  

Для выполнения первого условия теоремы 3 
возможны следующие способы выбора коэф-
фициентов регулятора (11): 
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 1) 12
2

1

a
q

b
= − ; 2) 21

1
2

a
q

b
= − . 

Тогда в первом случае при условии 

2 12
22

1

1
b a

a
b

− < коэффициент 1q  можно выбрать 

следующим образом: 

 при 11
1 1

1

0 : ,
a

b q
b

> < −  

 при 11
1 1

1

0 : .
a

b q
b

< > −  

Во втором случае при условии 1 21
11

2

0
b a

a
b

− <

коэффициент 2q  будем выбирать так, чтобы 

22 2 2 1.a b q+ <  

Полученный регулятор обеспечит согласно 
теореме 3 сильную асимптотическую устойчи-
вость замкнутой системы (4), (5), (14). Таким обра-
зом, достаточное условие стабилизируемости 
можно сформулировать в виде следующей теоремы. 

Теорема 5. Для того, чтобы система (4), (5) 
в скалярном случае была стабилизируема (в 
смысле сильной асимптотической устойчиво-
сти) регулятором (14), достаточно, чтобы вы-
полнялось хотя бы одно из условий: 

 

2 12
22

1

1 21
11

2

1) 1;

2) 0.

b a
a

b

b a
a

b

− <

− <
 

Рассмотрим теперь условия стабилизируе-
мости в смысле ( , )α γ -устойчивости. По анало-

гии с предыдущими выкладками, используя 
теорему 4, приходим к следующим выводам: 

если 12
2

1

a
q

b
= − , то при 2 12

22
1

b a
a

b
− < γ  и выборе 

11
1

1

a
q

b

−α −≤  при 1 0b > , 11
1

1

a
q

b

−α −≥  при 

1 0b < , получаем ( , )α γ -устойчивую замкнутую 

систему. При 21
1

2

a
q

b
= −  условием устойчивости 

будет выполнение неравенства 1 21
11

2

b a
a

b
− ≤ −α . 

Приходим к следующей теореме. 
Теорема 6. Для того, чтобы система (4), (5) 

в скалярном случае была стабилизируема (в смыс-
ле ( , )α γ -устойчивости) регулятором (14), дос-
таточно, чтобы выполнялись условия: 

 

2 12
22

1

1 21
11

2

1) ;

2) .

b a
a

b

b a
a

b

− < γ

− ≤ −α
 

Заключение. В работе проведен анализ ре-
зультатов по стабилизации дискретно-непре-
рывных систем. Для линейной гибридной 2-D-
системы в симметрической форме в скалярном 
случае получены достаточные условия стаби-
лизируемости (в смысле сильной асимптотиче-
ской устойчивости, ( , )α γ -устойчивости) регу-
лятором, не выводящим систему за пределы 
заданного класса. С помощью предложенного 
подхода можно также провести исследование 
стабилизируемости и в смысле других типов 
устойчивости.  
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ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ РАЗРЕШИМОСТИ УРАВНЕНИЙ  
СО СТЕПЕННО-ЛОГАРИФМИЧЕСКИМИ ЯДРАМИ  
С ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЙ СТЕПЕНЬЮ ЛОГАРИФМА 

Рассматриваются уравнения первого рода со степенно-логарифмическими ядрами с действи-
тельными степенями логарифмов на отрезке действительной оси в пространстве абсолютно не-
прерывных на отрезке функций. К таким уравнениям приводят задачи как из некоторых разде-
лов математики, в частности, дифференциальных уравнений, так и из физики, механики и дру-
гих естественных наук. При этом проблема обращения с точки зрения приложений является од-
ной из центральных. С этой проблемой тесно связана задача получения условий разрешимости 
рассматриваемых уравнений в различных пространствах. Ограничимся в данной работе случаем 
абсолютной непрерывности весовой функции и значениями параметра на промежутке 0 1< α <  
(для значений α  за границами этого промежутка придется дополнительно дифференцировать 

или интегрировать дополнительно соответствующее выражение [ ]α  раз). Решение такого урав-

нения было представлено в [1], но с использованием производной от выражения, содержащего 
интеграл от свободного члена с функцией Вольтерра в ядре. В данной работе получены доста-
точные условия разрешимости рассматриваемого уравнения в пространстве абсолютно непре-
рывных на отрезке функций и представляется другой вид решения в терминах правой части. 
Уравнение решается методами дробного интегрирования с использованием классических инте-
гралов Римана – Лиувилля, специальных функций Вольтерра и операторов типа свертки. 

Ключевые слова: интегральное уравнение, уравнения со степенно-логарифмическими яд-
рами, интегральный оператор типа свертки.  

S. V. Ponomareva1, O. N. Pyzhkova2 

1Belarusian State University 
2Belarusian State Technological University 

THE SUFFICIENT CONDITIONS OF SOLVABILITY  
OF EQUATIONS WITH POWER-LOGARITHMIC KERNELS 

The integral equations of the first kind with power-logarithmic kernels with real degrees of loga-
rithms on a segment of the real axis in the space of absolutely continuous functions are investigated. 
The problems from certain sections of mathematics (in particular differential equations) as well as from 
physics, mechanics, and other natural sciences result in such equations. In this case, the problem of ad-
dressing from the point of applications view is one of the central ones. This problem is closely connect-
ed with the problem of obtaining the solvability conditions for the equations in various spaces. In this 
paper, we limited ourselves to the case of absolute continuity of weight function and parameter values 
on the interval 0 1< α <  (for values α  beyond this interval we need to differentiate or integrate appro-

priate expression [ ]α  times additional). The solution of thus equation was presented in [1], but using a 

derivative of the expression containing the integral of the free member with the Volterra function in the 
kernel. We obtain the sufficient conditions for the solvability of the considered equations and establish 
a different kind of solution in terms of the right side. The equation can be solved by fractional integra-
tion methods using сlassical Riemann-Liouville integrals, special Volterra functions and operators of 
convolution type.  

Key words: integral equation, equation with power-logarithmic kernels, operator of convolution type. 

Введение. Решение интегральных уравне-
ний со степенно-логарифмическими ядрами с 
целыми степенями логарифмов в пространствах 
интегрируемых и непрерывных функций ис-
следовалось в монографии [1], другой вид ре-
шения и достаточные условия разрешимости в 
тех же пространствах были получены в [2], для 

уравнений с чисто логарифмическим ядром с 
действительными степенями логарифмов – в [3]. 
В [1] был предложен метод решения уравнений 
с действительными степенями логарифмов, однако 
не было получено условий разрешимости этого 
уравнения в определенных пространствах функ-
ций, при которых решение может выражаться 
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в терминах правой части исходного уравнения. 
Для решения указанной задачи понадобилось 
исследование некоторых интегральных опера-
торов. Более того, представляет также интерес 
исследование рассматриваемых уравнений с 
комплексными значениями параметра. 

Основная часть.  
1. Предварительные сведения. Рассматри-

ваются уравнения  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )11
ln ,

x

a

c x t x t t dt f x
x t

α− β γ− − φ =
Γ α −  

 ( )a x b< < < ∞  (1) 

со степенно-логарифмическими ядрами с дей-
ствительными степенями логарифмов на отрезке 
[ ],a b  действительной оси ,a b−∞ < < < ∞  

>b aγ −  в пространстве абсолютно непрерыв-
ных на отрезке функций [ ],AC a b . Будем рас-
сматривать случай абсолютной непрерывности 
функции ( )c x  и 0 1, 1.< α < β > −  

Для решения нам понадобятся некоторые 
специальные функции и обозначения:  

 
( ) 1

0

, Re 0,z xz x e dx z
∞

− −Γ = >
 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

,
0

1

1 1

1
,

t

t

x t
x dt

t

x
I t

∞ β

β

τ−
β
τ

μ = =
Γ β + Γ +

  =   −∞ < β < ∞ Γ τ γ   


 

и некоторые другие. Их определения и свойства 
описываются, например, в [1] и [4]. 

В монографии [1] приводится формула об-
ращения интегрального оператора типа свертки  

 

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

,

11
ln ,

a

x

a

I x

x t t dt f x
x t

a x b

α β
+

α− β

ϕ ≡

γ≡ − φ =
Γ α −

< < < ∞

  (2) 

и условия разрешимости уравнения (1) в сле-
дующей формулировке. 

Теорема 1. Для разрешимости уравнения (2) 
в пространстве ( ), ,1pL a b p≤ ≤ ∞  необходимо 
и достаточно, чтобы свободный член f был 
представим в виде 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , .
x

p

a

f x x t t dt t L a bα β= μ − χ χ ∈   (3) 

При выполнении этого условия решение φ 
единственно и выражается формулой 

 ( ) ( ) 1`
x E T

−
ψϕ = + ×  

 ( ) ( )1 ,

1
,

x

a

d
x t f t dt

dx −α −β

 
× μ −  γ 

  (4) 

где оператор ( )( ) ( ) ( )
x

a

T x x t t dtψϕ = ψ − ϕ (см. [1, 

с. 487]). 
2. Интегральный оператор типа свертки. 

Для того чтобы получить другой вид решения 
уравнения (1), введем обозначение по аналогии 
с целочисленным случаем (см. [1, с. 483]): 

 ( )( ) ( ) ( ), , 1 ,

1
.

x
a

a

J f x x t f t dt+
γ α β −α −β= μ −

γ   (5) 

Для оператора , ,
aJ f+
γ α β  в пространстве абсо-

лютно непрерывных на отрезке функций вы-
полняется следующая теорема. 

Теорема 2. Пусть ( ) [ ],f x AC a b∈ . Тогда 

( )( ) [ ], , ,aJ f x AC a b+
γ α β ∈ . 

Доказательство. Так как функция 

( ) [ ],f x AC a b∈ , то она представима в виде 

( ) ( ) ( )
x

a

f x f t dt f a′= + . Подставим это пред-

ставление в (3) и, осуществляя перестановку 
порядка интегрирования во втором слагаемом 
по формуле Дирихле, имеем:  

 

( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

, ,

1 ,

1 ,

1 ,

1

1
.

x t

a a

x

a

x x

a

J f x

x t f a f d dt

f a
x t dt

f d x t dt

γ α β

−α −β

−α −β

−α −β
τ

=

 
′= μ − + τ τ = γ   

= μ − +
γ

′+ τ τ μ −
γ

 



 
 

В силу свойств функции ,α βμ  (см. [4, 

c. 230]), а также равенства ( ) ( )
( )1

x a
I x

Г

α
α
+

−
ϕ =

α +

для ( ) 1, ,x x aϕ = >  имеем: 

 ( )1 , x K−α −βμ ≤  на [ ],a b , 

где ( ) ( )

1 1

max ,
1 1

b a b a
K

α− −α − − =  Γ α + Γ α +  
.  
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Отсюда следует оценка 

 ( ) ( )1 ,

x

a

x t dt K b a−α −βμ − ≤ − ,  

что означает абсолютную непрерывность пер-
вого слагаемого. 

Для второго слагаемого снова используем 

оценку ( )1 , x K−α −βμ ≤  и абсолютную непре-

рывность, а значит, ограниченность функции 

( )f x на отрезке [ ],a b : 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 ,

1

,

x x

a
x x

a a

f d x t dt

f K b a d K b a f d

−α −β
τ

′ τ τ μ − ≤
γ

′ ′≤ τ ⋅ ⋅ − τ ≤ ⋅ − τ τ

 

 
 

откуда следует, что и второе слагаемое является 
абсолютно непрерывной функцией. Что и за-
вершает доказательство теоремы. 

Следствие. Оператор , ,
aJ f+
γ α β  ограничен в 

пространстве [ ],AC a b . 

Теорема 3. Пусть функция ( ) [ ],f x AC a b∈ . 
Тогда она может быть представлена в виде  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , .
x

a

f x x t t dt t L a bα β= μ − χ χ ∈   (6) 

Доказательство. Согласно [1, с. 487], для 
функции ( )f x  выполняется равенство 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0 .
x t

a a

f x x t c t t d dtα β

 
= μ − ϕ + ψ − τ ϕ τ τ 

  
 

 

Здесь ( )0 lim
x a

xс c
→

= . Так как оператор Tψ  вполне 

непрерывен в ( ), ,1pL a b p≤ ≤ ∞ , то в качестве 

функции ( ) ( ),pt L a bχ ∈ можно взять  ( )tχ =

( ) ( )( )0c E T tψ= + ϕ . 

Далее рассматриваем пространство 
[ ]0 ,AC a b  абсолютно непрерывных на отрезке 

и обращающихся в нуль в его начале функций.  
Теорема 4. Пусть ( ) [ ]0 ,f x AC a b∈ . Тогда 

( )( ) [ ], , 0 ,J f x AC a bγ α β ∈ , при этом  

 
, ,J f

x γ α β
∂ =
∂   

 
( ) ( ) ( )( )1 , , ,

1
.

x
a

a

x t f t dt J f x+
−α −β γ α β′ ′= μ − =

γ 
 
 (7) 

Доказательство. По теореме 2, 

( )( ) [ ], , ,aJ f x AC a b+
γ α β ∈ . В силу аналитичности 

функции ,α βμ , абсолютной непрерывности и 

равенства нулю в точке a  функции ( )f x , 

( )( ), , 0J f aγ α β = .  

Значит, ( )( ) [ ], , 0 ,J f x AC a bγ α β ∈ . Далее, по 

аналогии с доказательством теоремы 2, так как 
функция ( ) [ ]0 ,f x AC a b∈ , то она представима 

в виде ( ) ( ) ( ) ( ), ,
x

a

f x f t dt f t L a b′ ′= ∈ . Подста-

вим это представление в (5): 

 
( )( ) ( ) ( ), , 1 ,

1
.

x t
a

a a

J f x x t f d dt+
γ α β −α −β ′= μ − τ τ

γ  
 

Изменяя порядок интегрирования по теоре-
ме Фубини и учитывая свойства функции ,α βμ , 
получим 

 ( )( ) ( ) ( ), , 1 ,

1 x t
a

a a

J f x dt t f d+
γ α β −α −β ′= μ − τ τ τ

γ   , 

что равнозначно представлению (7). 
3. Достаточные условия разрешимости 

уравнения (1). И наконец, сформулируем сле-
дующую теорему, дающую достаточные усло-
вия разрешимости уравнения (1) и другую 
форму его решения. 

Теорема 5. Пусть ( ) [ ]0 , ,f x AC a b∈  

( ) [ ],c x AC a b∈ . Тогда уравнение (1) разреши-

мо в ( ), ,1pL a b p≤ ≤ ∞  и его единственное ре-

шение дается формулой  

 ( ) ( ) ( )( )1

,

`

,0 .aJx с T f xE +
γ α β

−
ψ= ′ϕ +   (8) 

Доказательство. Согласно теореме 3, 
функция ( )f x  представима в виде (3), а зна-

чит, по теореме 1, уравнение (2) разрешимо в 
( ), , 1pL a b p ≥  и его единственное решение 

может быть представлено в виде (4). Далее, ис-
пользуя теорему 4, формулу (7), обозначение (5) 
и [1, теорему 32.2], получим 

 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

1`

0

1

, ,

, ,

`

0 ,

a

a

J f xx с E

f xс

x

T J

T

E

−
ψ

−
ψ

+
γ α β

+
γ α β

ϕ = + ∂

+

=
∂

′=
 

что равносильно (8). 
Заключение. Получены достаточные условия 

разрешимости уравнений со степенно-логариф-
мическими ядрами с действительной степенью 
логарифма в пространстве абсолютно непрерыв-
ных на отрезке функций; дано решение рассмат-
риваемых уравнений в терминах правой части. 
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УДК 532.517 

А. М. Волк 
Белорусский государственный технологический университет 

ГИДРОДИНАМИКА ЖИДКОЙ ПЛЕНКИ  
НА ПРОНИЦАЕМОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

Выполнен анализ исследований гидродинамики пленочных движений в сепарационных, 
фильтровальных, тепло- и массообменных, газожидкостных аппаратах и реакторах. Проведено 
теоретическое исследование пленочного движения жидкой фазы на внутренней поверхности 
проницаемого цилиндра под воздействием массовых сил поля тяжести и закрученного газового 
потока. Впервые получены дифференциальные уравнения движения, найдены точные решения 
для составляющих скорости при условии прилипания пленки на поверхности проницаемого ци-
линдра и равенстве касательных напряжений на границе раздела фаз, определена толщина пленки. 
Найдены гидродинамические характеристики пленочного течения и аналитические условия для 
возможных режимов движения при условии отвода жидкой фазы через проницаемую поверхность. 

Ключевые слова: аппараты, пленочное движение, закрученный поток, проницаемая по-
верхность, точные решения, гидродинамические характеристики, режимы движения. 

A. M. Volk  
Belarusian State Technological University 

HYDRODYNAMICS OF LIQUID FILM  
ON A PERMEABLE CYLINDRICAL SURFACE 

The studies of the hydrodynamics of film movements in the separation, filtration, heat and mass 
transfer, gas-liquid reactors and apparatuses are analyzed. The theoretical study of film movement in 
the liquid phase on the inner and outer surfaces of the cylinder under the influence of the gravitational 
field of mass forces and swirling gas flow is done. For the first time, the differential equations of mo-
tion is obtained, the exact solutions for the velocity components subject to adherence of the film on the 
surface of a permeable cylinder and equality of shear stresses at the interface are found, the film thick-
ness is determined. The hydrodynamic characteristics of film flow and analytical conditions for the 
possible modes of motion are found. 

Key words: аpparatus, film motion, swirling flow, permeable surface, exact solutions, hydrody-
namic characteristics, motion regimes. 

Введение. Гидродинамика пленочного тече-
ния на проницаемых поверхностях имеет суще-
ственное значение для процессов фильтрования 
суспензий, отвода жидкой фазы в процессе се-
парации газожидкостных потоков, при тепло-
массообмене. В этих случаях пленочное течение 
осуществляется на проницаемых поверхностях. 

Отсос используется также для управления 
пограничным слоем и влияния на устойчивость 
ламинарного режима движения [1, 2]. 

Воздействия газового потока на пленку 
жидкости передаются посредством сил трения, 
возникающих на границе взаимодействия фаз. 

Касательные напряжения на стенке трубы 
диаметром 2D R=  определяются гидродина-
мическим напором [1]: 

 
2

0 Г

4 2
Z

R

Wλ ρτ = . (1) 

При степенном распределении осевой ско-
рости газового потока с показателем 1/7 коэф-
фициент трения для гладких труб вычисляется 
по формуле Блазиуса [1]: 

 0 0,25

0,3164
,

Re
λ =  (2) 

который зависит от числа Рейнольдса 

 
Г

Re ZW D=
ν

. 

При наличии пленочного течения на внут-
ренней поверхности трубы волновая поверх-
ность рассматривается как нерегулярная шеро-
ховатость стенок канала. Обобщением экспе-
риментальных данных в этом случае для коэф-
фициента трения на границе раздела фаз полу-
чено соотношение [3, 4] 

 0

300
1

D

δ λ = λ + 
 

. (3) 

Для определения тензора касательных на-
пряжений в исследуемых диапазонах измене-
ния скорости газового потока могут быть ис-
пользованы рассмотренные ранее зависимости, 
которые дают осевую составляющую 
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2

Г
0,25

0,0791 300
1 .

2Re
Z

z

W

D

ρ δ τ = + 
 

 (4) 

Касательная составляющая зависит от угла 
закрутки потока и при этом будет 

 ( )ztg kϕτ = τ β . (5) 

Установившееся пленочное течение харак-
теризуется равновесием сил тяжести и возни-
кающих сил трения. 

Теоретически исследуются только автомо-
дельные течения с постоянным отсосом или 
вдувом по всей поверхности. 

Скорость оттока сплошной среды определя-
ется свойствами проницаемой поверхности и 
перепадом давления на ней [5, 6]. При турбу-
лентном режиме движения среды через отвер-
стия в стенке на основании уравнения Бернул-
ли получаем квадратичный закон: 

 0 2

2 2

(1 )

P P
U

f

Δ Δ= = γ
ρρ + ξ −

. (6) 

Для потоков, не имеющих относительной 
продольной скорости, коэффициент расхода γ  
зависит только от свойств проницаемой по-
верхности. Идельчиком [7] при обработке экс-
периментальных данных получена формула 
зависимости коэффициента расхода γ  от отно-

сительной площади f  отверстий: 

 
( ) 2

2
2

0,707 1 1f f

f
−

− + +
γ = . (7) 

Для исследования процессов разделения 
многофазных потоков необходимо математиче-
ское моделирование движения закрученного 
газового потока и пленочного течения жидко-
сти с учетом взаимодействия фаз как внутри 
непроницаемого цилиндра, так и при оттоке 
жидкой фазы на проницаемых поверхностях. 

Экспериментальные исследования более 
полно характеризуют происходящие процессы, 
но они не всегда позволяют выделить и про-
анализировать доминирующие факторы. 

Гидродинамика данного процесса в значи-
тельной степени зависит от оттока жидкой фазы. 
В настоящее время практически не имеется аде-
кватной модели и метода расчета процесса раз-
деления фаз при пленочном течении суспензии. 

Наиболее полными и достоверными данные 
и расчеты будут при сочетании эксперимен-
тальных и теоретических методов анализа ис-
следуемых процессов. 

Математическая модель. Рассмотрим ус-
тановившееся осесимметричное течение вязкой 

несжимаемой жидкости по внутренней стенке 
проницаемого цилиндра под воздействием за-
крученного газового потока (рис. 1). Ось z ци-
линдрической системы координат направим 
вниз по оси цилиндров. 

 
Рис. 1. Схема двухфазного пленочного течения  
на проницаемой цилиндрической поверхности 

Скорость оттока жидкой фазы 0U  на неко-
тором элементарном цилиндре длиной zΔ бу-
дем считать постоянной. Объемный расход не-
сжимаемой жидкости через цилиндрические 
поверхности равной длины будет одинаков: 

02 Δ 2 ΔrrU z RU zπ = π . Отсюда находим ради-

альную скорость в пленке жидкости 
r

RU
Ur

0= . 

Тогда из уравнения неразрывности  

 ( )1
0z

r

U
rU

r r z

∂∂ + =
∂ ∂

 (8) 

получим 0zU

z

∂ =
∂

 и )(rUU zz = . 

Принимаем const=
∂
∂=ψ

z

P
. С учетом осе-

симметричности 0≡
∂ϕ
∂U

 уравнения Навье –

Стокса для составляющих скорости и давления 
приводим к виду: 
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2

0
2

1
1z zU Rd U dU g

r drdr

ρ − ψ − − = − ν μ 
,  

 
2

0 0
2 2

1 1
1 1 0

d U dUU R U R
U

r drdr r
ϕ ϕ

ϕ
   − − − + =   ν ν   

, 

 
2 2 2

0
3

U U RP

r r r
ϕ ∂ = ρ +  ∂  

. 

В результате получаем систему обыкновен-
ных дифференциальных уравнений. Это озна-
чает, что решение ( )U U r=  будет автомодель-
ным. Выполним переход к безразмерной коорди-

нате /r r R= , обозначим 0U R
α =

ν
 и получим: 

 
( )2

2
2

1z zd U dU g
R

r drdr

α− ρ −ψ− = −
μ 

, (9) 

 
( ) ( )2

2 2

1 1
0

d U dU
U

r drdr r
φ φ

φ
α − α +

− − =
  

, (10) 

 
2 2 2

0
3

U U RP

r r r
φ ∂ = ρ +  ∂  

. (11) 

Для граничных условий используем значе-
ния составляющих скорости жидкости на ци-
линдрической поверхности и компонентов тен-
зора касательных напряжений:  

 z
z

U

r

∂τ = −μ
∂

, 
U U

r r
φ φ

φ
∂ 

τ = −μ − ∂ 
 (12) 

на границе раздела фаз. 
Частные решения уравнений (9–11) ищем в 

виде kr  и получаем общие решения: 

 
( )

2
1 2 2 1z

g
U c c r rα ρ − ψ= + +

μ α −
  ;  (13) 

 13
4

c
U c r

r
α+

φ = + 


. (14) 

За граничные условия принимаем условие 
прилипания на стенке и равенство касательных 
напряжений (12) на границе раздела фаз:  

 
1 1

0z r r
U Uφ= =

= = 
; 

1

z
z

r

dU

R dr = −δ

μτ = −

,  (15) 

 
1r

U U

R r Rr
φ φ

φ
= −δ

∂ 
τ = −μ − ∂  

 
. (16) 

Из условия равновесия сил, действующих 
на газовый поток, 

 ( ) ( ) lRPR zτ′δ−π=Δδ−π ~
2

~ 2

 
получим 

 ( ) ( )
2 2Δ

1 1
z zP

l R R

′τ τψ = = = −
− δ − δ  . 

Учитывая граничные условия (15, 16), полу-
чаем распределение скорости в пленке жидкости: 

 
( )( ) ( )( )

2

1 2
2 1 2 1

z
z

R gR
U α− α−

 τ ρ = + × μ α − − δ μα α − − δ  
 

 

 
( )1 rα× − −

 

      ( ) ( )( ) ( )
2

21
2 2 2 1

z RgR
r

 τρ − + −
μα α − μ α − −δ 

 , (17) 

 
( )

( )

2

1
2

1 1

1 2

R
U r

r

φ α+
φ α+

τ − δ  = − 
 μα −δ + μ





. (18) 

Найдем объемный расход жидкой фазы на 
единицу периметра: 

 
1

1

zq R U rdr
−δ

= =


   

 ( )( ) ( )( )
2 3

1 2
2 1 2 1

z R gR
α− α−

 
τ ρ = + × μ α − − δ μα α − − δ  

 
 

 
( ) ( )2 2

1 1 1 1

2 2

α+ − − δ − − δ × − − α +
  

 

 

 
( ) ( )( )

23

2 2 2 1
z RgR τρ − + ×

μ α − μ α − − δ 


 

 
( ) ( )2 4

1 1 1 1

2 4

 − − δ − − δ × − 
  

 
. (19) 

Изменение данного объемного расхода по 
длине описывается уравнением  

 0

dq
U

dz
= − . 

Разложение правой части в ряд до четвер-
той степени включительно имеет вид  

 
2 2 2 4

32 3( 1)

2 3! 4!
z R

q ...
 τ δ α α + δ= + δ + + + μ  

   

 
=








+δ−α+δ

μ
ρ+ ...

~

!4

83

!3

~
2 4

33gR
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2 22 2

0 0
2 2

1 1 1

2 3 8
z U U

...
R

  δ δτ δ δ= + + + + +  μ ν ν   
 

 
3

01 1
3 8

3 24

Ug
...

R

 δρ δ δ + + − +  μ ν  
.  (20) 

Данное разложение показывает, что изме-
нение гидродинамических характеристик вслед-
ствие оттока жидкой фазы происходит, когда 

безразмерный комплекс Рейнольдса 
ν
δ0U

 со-

измерим с единицей. 
Среднее значение тангенциальной состав-

ляющей скорости пленки и перепад давления в 
радиальном направлении будет: 

 
( )

( )

2
1

2
1

11

1 2

R
U U dr φ

φ φ α+
−δ

− δτ
= = ×
δ δμ α − δ +




  

  

 
( ) ( )

2
11

1
2 2

ln

α+ − δ × − − − δ α + α +
  


 , (21) 

 
21 2 2

0
3

1

Δ r

U U R
P dr

r r
φ

−δ

 
= ρ +  

 



 . (22) 

Исследуем пленочное течение воды в про-
ницаемом цилиндре диаметром 0,15 м, под воз-
действием газового потока со средней расход-
ной скоростью 15 м/с с углом закрутки в 45º. 
Расход жидкости примем равным 0,5 м3/ч, а 
скорость оттока жидкой фазы – 0,001 м/с. В дан-
ном случае из уравнения (20) получена толщи-
на пленки 1,1 мм, а на рис. 2, 3 представлены 
графики составляющих скорости в зависимости 
от переменной y R r= − . 

Графические зависимости показывают, что 
отток жидкой фазы через проницаемую по-
верхность существенно изменяет профили ско-
ростей жидкой пленки. Распределение скоро-
стей в пленке жидкости на проницаемой по-
верхности является линейным. 

Вывод. Создание моделей процессов разде-
ления, происходящих в конструируемых аппа-
ратах, является важной и достаточно сложной 
задачей. Математическое описание позволяет 
выполнить расчет основных характеристик,

исследовать влияние на процесс различных 
факторов, сочетать теоретические и экспери-
ментальные методы исследования, определять 
оптимальные конструкционные и технологиче-
ские параметры. 

 
Рис. 2. Осевая составляющая скорости  

в пленке жидкости 

 
Рис. 3. Касательная составляющая скорости  

в пленке жидкости 

Полученная математическая модель дает 
возможность определить гидродинамические 
характеристики пленочного течения под воз-
действием закрученного газового потока с уче-
том оттока жидкой фазы и учитывать их при 
исследовании процессов фильтрования, а также 
найти оптимальные соотношения между гео-
метрическими и режимными параметрами ис-
следуемых процессов. 
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ОСОБЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ  
С ПОГРАНИЧНЫМ СЛОЕМ 

В данной работе для решения двухточечных граничных задач с пограничным слоем рас-
сматриваются методы, позволяющие процесс численного решения граничной задачи заменить 
решением нескольких задач Коши и некоторых нелинейных систем численных уравнений. Такие 
методы называются методами редукции граничных задач к задачам Коши. Сильной стороной 
такого подхода к решению граничных задач является то, что в этом случае для вычисления ре-
шений задач Коши можно применять численные методы, имеющие достаточно полное матема-
тическое обеспечение. Кроме этого, задачи Коши можно решать с шагом интегрирования, вы-
бранным автоматически, причем на каждом шаге можно проводить контроль точности вычисле-
ний. В работе вводится понятие изолированности решения в предлагаемом методе множествен-
ной двусторонней пристрелки. Этот метод позволяет на заключительном этапе решать системы 
численных уравнений с небольшим числом неизвестных. Подробно строятся вычислительные 
схемы метода множественной двусторонней пристрелки. Сформулированы теоремы, обосновы-
вающие и устанавливающие сходимость метода множественной двусторонней пристрелки. 

Ключевые слова: малый параметр, пограничный слой, двухточечные граничные задачи, 
сходимость, изолированность решения. 

I. F. Solov’yeva 
Belarusian State Technological University 

FEATURES OF SOLVING BORDER TASKS WITH BORDER LAYER 

In this paper, to solve two-point boundary problems with a boundary layer, methods are considered 
that allow the numerical solution of the boundary value problem to be replaced by solving several Cau-
chy problems and some nonlinear systems of numerical equations. Such methods are called methods of 
reducing boundary value problems to Cauchy problems. The strong side of this approach to solving 
boundary problems is that in this case, numerical methods that have a sufficiently complete mathemati-
cal support can be used to calculate solutions of Cauchy problems. In addition, Cauchy problems can be 
solved with an integration step selected automatically, and at each step it is possible to control the accu-
racy of the calculations. In this paper we introduce the notion of solution isolation in the proposed 
method of multiple-sided two-sided alignment. This method allows us at the final stage to solve sys-
tems of numerical equations with a small number of unknowns. Computational schemes of the method 
of multiple two-sided alignment are constructed in detail. Theorems that substantiate and establish the 
convergence of the method of a multiple two-sided alignment are formulated. 

Key words: small parameter, boundary layer, two-point boundary problems, convergence, solution, 
isolation. 

Введение. Классы граничных задач много-
численны и разнообразны. Это определяется 
видом правой части уравнения, формой нели-
нейности, видом и типом граничных условий, 
порядком уравнения, вxодящих в систему диф-
ференциальных уравнений, и т. д. 

Проблемы исследования методов численно-
го решения граничных задач весьма актуальны. 
В настоящее время интерес к этим задачам дос-
таточно высок вследствие их многочисленных 
приложений. Область применения у них доста-
точно широка. Они распространены в физике, 
электродинамике, механике, акустике и других 
областях науки и техники. 

В общем случае, когда рассматривается сис-
тема нелинейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений (о. д. у.) первого порядка  

 ( , ),y f t y a t b′ = ≤ ≤ , 

для характеристики жесткости задачи исполь-
зуется большая классическая константа Лип-

шица 
( , )

( ) sup 0,
tu M

f t u
L t a t b

y∈

∂= ≤ ≤
∂

 . 

Если константа Липшица имеет большие зна-
чения, то такие задачи принято относить к числу 
жестких задач. Эта характеристика жесткости 
оценивается как вполне достаточная. К задачам 
такого вида можно отнести, например, задачи о 
вычислении сопротивления, возникающего при 
обтекании тела, о вычислении сопротивления 
трения корабля, профиля крыла или лопатки тур-
бины, а также задачи, описывающие всевозмож-
ные диффузионно-конвективные процессы.  
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Проблеме численного решения нелинейных 
двухточечных граничных задач с пограничны-
ми слоями уделяется в настоящее время все 
большее внимание.  

В ряде случаев при решении нелинейных 
граничных задач интересной является идея по-
строения итерационных процессов таким обра-
зом, чтобы они приводили к необходимости 
численного решения только задач линейного 
вида, и чтобы итерационная последователь-
ность приближенных решений этих линейных 
задач сходилась к искомому решению исход-
ной нелинейной задачи.  

Постановка задачи. Пусть задана нели-
нейная двухточечная задача с неразделенными 
граничными условиями: 

 ( , ), ,y f t y a t b′ = ≤ ≤  (1) 

 ( ( ), ( )) 0,g y a y b =  (2) 

где  

 
:[ , ] , :[ , ] ,

: .

n n n

n n n

y a b R f a b R R

g R R R

→ × →

× →
  

В качестве решения данной задачи предла-
гается метод множественной двусторонней 
пристрелки (м. м. д. п.), позволяющий заменить 
процесс численного решения граничной задачи 
решением нескольких задач Коши. Методы та-
кого рода называют методами редукции гра-
ничных задач к задачам Коши. Сильной сторо-
ной такого подхода к решению граничных за-
дач является тот момент, что для решения задач 
Коши в настоящее время можно применять 
сильно развитые, хорошо работающие и имею-
щие полное математическое обеспечение числен-
ные методы, в том числе обладающие, напри-
мер, B-устойчивостью и D-устойчивостью [1]. 

При решении указанного выше типа задач 
стандартными численными методами возника-
ют большие трудности, причина которых чаще 
всего заключается в неустойчивости численно-
го процесса. В качестве специальных методов 
будем рассматривать метод множественной 
двусторонней пристрелки, обладающий необ-
ходимой гибкостью.  

Алгоритм метода множественной двусто-
ронней пристрелки. Предлагаемый метод мно-
жественной двусторонней пристрелки состоит  
в следующем [2].  

Разбиваем отрезок на совокупность точек. 
Назовем их точками пристрелки: 

 0 1 2 2 1 2... .m ma t t t t t b−= < < < < < =  

Множественную пристрелку организовыва-
ем таким образом, чтобы вычислительный про-
цесс развивался в обоих направлениях. 

Пристрелочные задачи Коши построим в 
прямом и обратном направлениях: 

 
2 1

( )
2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1

( , ), { };

( , ) , ,
j

j j j

n
j t t j j

u f t u t J t t t

u t y y y R
−

+
− −

− = − −

 ′ = ∈ = ≤ ≤


= ∈
  (3) 

 

2 1

( )
2 1 2 22 1

2 1 2 1 2 1

( , ), { },

( , ) , , 1, ,
j

j jj

n
j t t j j

v f t v t t t tJ

v t y y y R j m
−

−
− −−

− = − −

 ′ = ∈ = ≥ ≥


= ∈ =

 (4) 

где 2 1jt −  – точки пристрелки; 2 jt  – точки сшива 
решений; 2 1jy −  – параметры пристрелки. 

Для полученных пристрелочных задач Ко-
ши составляем замыкающую систему уравне-
ний вида 

 2 2 1 2 2 1

0 1 2 2 1

( , ) ( , ) 0, 1, ,

( ( , ), ( , )) 0.

j j j j

m m

u t y v t y j m

g v t y u t y

− +

−

 − = =


=
  (5) 

Обозначим: 

 1 2 2 1( , , ..., ) .T T T T
mz y y y −=  

Перепишем замыкающую систему вида (5) 
в операторной форме 

 ( ) 0,H z =   (6) 

где 

 : , .N NH R R N m n→ = ×  

Свойства замыкающих систем уравнений (5), 
(6) зависят от правой части f, исходного урав-
нения, формы граничных условий, области ин-
тегрирования [a, b], точек пристрелки 2 1( , )ju t y −  
и траекторий пристрелки 2 1( , ),ju t y −  2 1( , ).jv t y −  
Эти свойства наиболее полно характеризуются 
матрицами Якоби для соответствующих ото-
бражений H. 

Для замыкающей системы уравнений (5) 
матрица Якоби будет иметь вид 

 

( ) ( )
2 2

4

( ) ( )
2 2 2 2

( ) ( )
1 2 1

Ф ... 0 0

0 Ф ... 0 0

,... ... ... ... ...

0 0 ... Ф

0 ... 0

k k

k k
m m

k k
m

H

z

G G
− −

−

 −Ω
 
 ∂  =

∂  
−Ω 

    

 
( )

2 2 1( )
2

2 1

( , )
Ф

k
j jk

j
j

v t y

y
−

−

∂
=

∂
, 2 2 1( )

2
2 1

( , )j jk
j

j

u t y

y
+

+

∂
Ω =

∂
, 

 
( )

0,2( )
1 0

( )k
mk g P

G
u

∂
= Ω

∂
, 

( )
0,2( ) ( )

2 1 2

( )
Ф

k
mk k

m m

g P
G

v−
∂

=
∂

. 

Пусть ( )y t  – искомое решение исходной 
граничной задачи. Введем обозначения: 
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 * * *
1 2 1( , ..., ) .T T T

mz y y −=   (7) 

Понятно, что *( ) 0,H z =  где *z – решение 
исходной системы (1), (2). 

Обозначим k-е приближение к решению *:z   
( ) ( ) ( ) ( )

1 3 2 1( , , ..., ) .k k T k T k T T n
mz y y y R−= ∈  

Все оставшиеся приближения найдем, при-
меняя модифицированный метод Ньютона, ос-
нованный на аппроксимации матрицы Якоби [3]: 

 
( )

( ) ( )( )
( )

k
k kH z

z H z
z

∂ Δ = −
∂

, 

где 
( )( )

( , )
k

n nH z
L R R

z

∂ ∈
∂

 – матрица Якоби.  

Теперь искомое решение ( )y t  исходной 
граничной задачи представляем формулой 

 
* ( )
2 1 2 1

* ( )
2 1 2 1

( ), ), ,
( )

( , ), , 1, .

j j

j j

v t y t J
y t

u t y t J j m

−
− −

+
− −

 ∈= 
∈ =

  (8) 

Для исследования сходимости м. м. д. п. 
вводится понятие изолированности решения 
исходной задачи [4]. 

Определение. Решение граничной задачи 
(1), (2) называется слабо изолированным или 
изолированным, если выполняются условия: 

 

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))
det ( ) 0,

( ) ( )

g y a y b g y a y b
а

y a y b

 ∂ ∂+ Φ ≠ ∂ ∂   

 

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))
det ( ) 0

( ) ( )

g y a y b g y a y b
b

y a y b

 ∂ ∂+ Φ ≠ ∂ ∂   
на точном решении задачи (1), (2). Функция 

( )tΦ  – это матричное решение задачи Коши 

 
( , ( ))

( ) ( ),
f t y t

t t
y

∂′Φ = Φ
∂

 ( ) ,а ЕΦ =   

где ,a t b≤ ≤  взятое при .t b=  
Предположим, что выполняются следую-

щие условия: 
1. Решение задачи (1), (2) есть вектор-функ-

ция ( ) [ , ]y t C a b∈ . 
2. 2( , ) ( )pf t y C S∈ , 

где {( , ) [ , ] ( ) , 0}n
pS t y a b R y y t p p= ∈ × − ≤ > . 

3. 2( , ) ( )pg u v C∈ Θ , 

где Θp = {(u,ν) ∈ Rn × Rn u – y(a)  ≤ p, 

( ) }v y b p− ≤  

и отрезок [a, b] достаточно мал. 
Введем обозначения:  

 1 1i i it t t− −Δ = − , 2 1 2 2 2 1 2 2( , ) ( )j j j ju t t y− − − −− τΔ ≡ ϕ τ , 

 2 1 2 2 2 1 2 1( , ) ( )j j j jv t t y− − − −+ τΔ ≡ ψ τ , 0 1≤ τ ≤ , 

 1,j m= . 

Рассмотрим следующие задачи Коши: 

 
0

( ) ( ) ( , ( )), 0 1,

( , ) ,

B t

z z
τ=

′ϕ τ = Δ Φ τ ϕ τ ≤ τ ≤
ϕ τ =

  (9) 

 
0

( ) ( ) ( , ( )), 0 1,

( , ) ,

C t W

z z
τ=

′ψ τ = Δ τ ψ τ ≤ τ ≤
ψ τ =

  (10) 

где 

 0 2 2 2( ) ( ( ), ( ), ..., ( )) ,T T T T
m−ϕ τ = ϕ τ ϕ τ ϕ τ  

 0 0 2 2 2 2Ф( , ( )) ( ( , ( )),..., ( , ( )) ,T T T
m mf f − −τ ϕ τ = τ ϕ τ τ ϕ τ  

 1 3 2 1( ) ( ( ), ( ), ..., ( )) ,T T T T
m−ψ τ = ψ τ ψ τ ψ τ  

 1 1 2 1 2 1( , ( )) ( ( , ( )),..., ( , ( ))) ,T T T
m mW f f − −τ ψ τ = τ ψ τ τ ψ τ  

где 

  0 2 2 2( ) [ , ,..., ],mB t diag t E t E t E−Δ = −Δ − Δ −Δ  

 1 3 2 1( ) [ , ,..., ].mC t diag t E t E t E−Δ = −Δ − Δ −Δ  

Обозначим константу Липшица относи-
тельно ϕ  для Ф ( , )τ ϕ  на ( )pS X  через *L , а 

константу Липшица относительно ψ  для 

( , )W τ ψ  на ( )pS Y через **L . 

Обозначим *
2 2

1
max j

j m
t t −≤ ≤

Δ = Δ , **
2 1

1
max j

j m
t t −≤ ≤

Δ = Δ . 

 * * ** **min exp ( ), exp ( ) ,p L t L t δ = − Δ − Δ   

 { }*nz R z zδΩ = ∈ − ≤ δ . 

Теорема. Пусть выполняются условия 1 и 2. 
Тогда:  

1) задачи Коши (9), (10) имеют соответст-
венно единственные решения ( , )zϕ τ  и ( , )zψ τ , 

если z δ∈Ω  и ( , ) ( )pz S Xϕ τ ∈  и ( , ) ( )pz S Yψ τ ∈ ; 

2) 2(1, ) ( )z C δϕ ∈ Ω , 2(1, ) ( )z C δψ ∈ Ω ; 

3) матрицы Якоби 
( , )z

z

∂ϕ τ
∂  

и 
( , )z

z

∂ψ τ
∂

удовлетворяют соответственно следующим за-
дачам Коши:  

 

( , ) Ф( , ( , ))
( ) ,

(0, )
, 0 1,

d z z
B t

d z z

z
E

z

 ∂ϕ τ ∂ τ ϕ τ ∂ϕ   = Δ    τ ∂ ∂ϕ ∂   

∂ϕ = ≤ τ ≤ ∂
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( , ) ( , ( , ))
( ) ,

(0, )
, 0 1.

d z W z
C t

d z z

z
E

z

 ∂ψ τ ∂ τ ψ τ ∂ψ   = Δ    τ ∂ ∂ϕ ∂   

∂ψ = ≤ τ ≤ ∂

 

Теорема. Пусть выполняются условия 1–3, 
и решение ( )y t  задачи (1)–(2) слабо изолиро-
ванное. Тогда имеют место: 

1) 2( ) ( )H z C δ∈ Ω  и ( ) 0H z =  при *z z= ; 

2) 
( )

det 0
H z

z

∂  ≠ ∂ 
 при *z z=  и существуют 

такие разбиения { }2

1

m

it  заданного отрезка [ ],a b  

и числа 0, 0δ > ν > , при которых выполняется 
1

( )H z

z

−∂  < δ ∂ 
 для *( , )z S zδ∀ ∈Ω ν , где 

{ }* *( , ) nS z z R z zν = ∈ − ≤ ν . 

В случае прямого направления матрицы-
блоки для пристрелочных задач Коши будут 
иметь вид: 

 
2 1 2 1 2 1

( )
2 1 2 1 2 1

( ) ( ) ( ),

( ) , ,

j j j

j j j

U t u U t

U t I t J

− − −

+
− − −

′ = Φ


= ∈
  (11) 

 

2 1
2 1

2 1
2 1

( , ( , ))
( ) ,

( , )
( ) .

j
j

j
j

f t u t y
u

u

u t y
U t

u

−
−

−
−

∂
Φ = ∂
 ∂ = ∂

  (12) 

Аналогичным образом получаем матрицы-
блоки для пристрелочных задач Коши, решае-
мых в обратном направлении: 

 
2 1 2 1 2 1

( )
2 1 2 1 2 1

( ) ( ) ( ),

( ) , ,

j j j

j j j

V t v V t

V t I t J

− − −

−
− − −

′ = Φ


= ∈
  (13) 

где 

 

2 1
2 1

2 1
2 1

2 1

( , ( , ))
( ) ,

( , )
( ) , 1, ,

j
j

j
j

j

f t v t y
v

v

v t y
V t j m

y

−
−

−
−

−

∂
Φ =

∂
∂

= =
∂

  (14) 

причем 

 
(2 )
2 1 2 1 2

(2 2)
2 1 2 1 2 2

( ),

( ).

j
j j j

j
j j j

U U t

V V t

− −

−
− − −

 =


=
  (15) 

Построим последовательные приближения: 

 ( 1) ( ) ( ), 0,1, 2, ...k k kz z z k+ = + Δ =   

Найдем поправки ( )kzΔ  в методе Ньютона: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 3 2 1( , , ..., ) ,k k T k T k T T

mz z z z −Δ = Δ Δ Δ   

где 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 3( , , ..., ) , ( ).k k k T k k

m i iH h h h h h z= =  

На точном решении *z выполняется нера-
венство 

 
*det ( ) 0mD z ≠  

и, следовательно, решение граничной задачи 
изолировано. Значит, при хорошем начальном 
приближении (0)z  нетрудно обеспечить сходи-
мость метода Ньютона [5]. Вычислительные 
свойства метода Ньютона достаточно сильно 

зависят от свойств матрицы Якоби 
H

z

∂
∂

. Свой-

ства матрицы Якоби, в свою очередь, опреде-
ляются числом и длинами положительных 

( )
2 1jJ +
−  и отрицательных ( )

2 1jJ −
−  подинтервалов 

пристрелки.  
Заключение. Выбор числа и определение 

длин положительных и отрицательных подин-
тервалов пристрелки позволяет повысить каче-
ство пристрелочных траекторий, а также дает 
возможность регулирования свойств матрицы 
Якоби [3]. Это существенно влияет на сходи-
мость итерационного процесса и повышает его 
устойчивость к погрешностям округления.  

Данный метод позволяет улучшать свойства 
пристрелочных траекторий, ослабляет условия 
на локализацию начальных приближений, 
уменьшает число неизвестных.  

Предложенная схема метода множествен-
ной двусторонней пристрелки позволяет ре-
шать широкие классы граничных задач с по-
граничным слоем. 
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Белорусский государственный технологический университет 

МОДАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ОДНОЙ СИСТЕМОЙ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА  
В ОБЩЕЦИКЛИЧЕСКОМ СЛУЧАЕ 

В статье рассматривается решение задачи модального управления в общециклическом слу-
чае для двумерной стационарной динамической системы с запаздывающим аргументом ней-
трального типа с одним входом и одним запаздыванием по состоянию. Дается определение за-
дачи модального управления для исследуемой системы. При решении задачи модального управ-
ления используются линейные регуляторы по типу обратной связи, содержащие как линейную, 
так и интегральную части. Регуляторы получены в явной форме как элементарные функции па-
раметров исходной системы и ее вектора состояния. 

Ключевые слова: системы нейтрального типа, модальное управление, регуляторы, обрат-
ная связь, запаздывание. 

А. А. Yakimenka 
Belarusian State Technological University 

MODAL CONTROL FOR ONE NEUTRAL TYPE SYSTEM  
IN GENERAL CYCLIC CASE 

The paper deals with the modal control problem for the stationary two-dimensional dynamical sys-
tem with retarded argument of neutral type with one input and one state delay in general cyclic case. 
The definition of a modal control problem for the system is given. For the solution for such a problem 
we use linear regulators of feedback type, comprising both linear and integral part. The regulators are 
obtained in an explicit form as a basic function of the initial parameters of the system and its state vector. 

Key words: neutral type systems, modal control, regulators, feedback control, lag. 

Введение. Задача модального управления 
является одной из основных задач теории управ-
ления. Такая задача хорошо изучена для систем 
без запаздывания. Для систем с запаздываю-
щим аргументом и систем нейтрального типа 
[1, 2] решение задачи модального управления 
значительно сложнее. Это обусловлено тем, что 
пространство состояний таких систем, как пра-
вило, бесконечномерно. Изучению такой зада-
чи посвящена данная статья. 

Основная часть. Рассмотрим линейную 
стационарную систему с запаздывающим аргу-
ментом нейтрального типа с одним входом и 
одним запаздыванием по состоянию: 

 ( ) ( ) ( )0 1x t A x t A x t h= + − +
 

  ( ) ( )2 , 0,A x t h bu t t+ − + >   (1) 

где , 0, 1, 2iA i =  – постоянные 2×2-матрицы; 
0h > – постоянное запаздывание; b – ненулевой 

2-вектор. Не ограничивая общности, считаем 
[0, 1]b′ = («'» означает транспонирование). 
Присоединим к системе (1) регулятор вида 

 
( ) ( ) ( ) ( )00

0 1

L M
i

ij
i j

u t q x t q x t jh
= =

′ ′= + − +
 

 ( ) ( )
0

,
h

g s x t s ds
−

′+ +   (2) 

где 00 ,q  ijq – 2-векторы; ( ) [ ], , 0g s s h∈ −  – 
непрерывная 2-вектор-функция; 

 ( ) ( ) ( ) ,
idef

i

i

d
x t x t

dt
=  ( ) ( ) ( )0 .x t x t≡  

Характеристическое уравнение системы (1) 
имеет следующий вид: 

 0 1 2 2det h hA Ae A e I−λ −λ + + λ −λ ≡   

 

2 2

0 0

0,i j h
i j

i j

e− λ

= =
≡ α λ =    (3) 

где числа i jα  вычисляются как функции мат-
риц , 0, 1, 2,iA i =  в частности 00 0det ,Aα =

20 22 21, det .Aα = α =   
Определение. Система (1) модально управ-

ляема регулятором вида (2), если для любых 
наперед заданных чисел , 0, 1, 2,i j iα =

200, 1, 2, 1,j = α =  найдется регулятор (2) такой, 
что характеристическое уравнение замкнутой 
системы (1), (2) имеет вид (ср. с (3)): 

 
( )0 1 2 2det h hA Ae A e I bU−λ −λ + + λ −λ + λ ≡   

 

2 2

0 0

0,i j h
i j

i j

e− λ

= =
≡ α λ =  (5) 

где ( )U λ  – регулятор (2) в частотной области. 
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Введем (2×2)-матрицы: 

( ) 0 1 2A ,h hA A e A e−λ −λλ = + + λ  

( ) ( )A , , .W b bλ = λ λ∈     

Рассмотрим общециклический случай: 

( ) ( ) ( )0 1det , 0 .h hW c e e c−λ −λλ = γ + γ +λ ≠  

Матрица ( )A λ  в этом случае имеет сле-
дующий вид: 

( ) ( )
( ) ( )

0 1 0 1

1 2

A ,
h h he c e e

a a

−λ −λ −λ β +β γ + γ + λ
λ =  

λ λ    

где 0, 0, 1, 2,i iβ = γ −  некоторые действитель-

ные числа; ( ), 1, 2ja jλ =  – квазиполиномы: 

( ) 0 1 2 ,h h
i i i ia a a e a e−λ −λλ = + + λ  

где ; 1, 2, 0, 1, 2.ija i j∈ = =  

Регулятор вида (2) в частотной области бу-
дем искать в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2
1 , .U a acλ = η λ − λ η λ − λ

 

Рассмотрим уравнение 

 ( )2
1 0 1 0 0 1λ + γ −β λ +β γ −β γ ≡  

 ( )( )1 2 1 20, , , .≡ λ − ξ λ − ξ = λ ξ ξ ∈   (4) 

Пусть выполнено условие: 

 1 2.ξ ≠ ξ   (5) 

Рассмотрим величины 

 ( ) 0 1 , 1, 2.ih
i ie i−ξδ ξ = β +β − ξ =  

Тогда справедливо следующее утверждение. 
Теорема. Для того, чтобы система (1) была 

модально управляема регулятором вида (2) в 
случае (5), необходимо и достаточно выполне-
ния условий 

( ) 0, 1, 2.i iδ ξ ≠ =  

При этом компоненты регулятора вида (2) в 
частотной области имеют вид: 

 ( ) ( )1 22 22 0 21 1
h he e−λ −λη λ = −α λ + α β −α β −  

( )( )12 22 1 2
he−λ− α + α ξ + ξ ( )( 2 2

22 1 2
1

1+ −α ξ + ξ +β  
 ( )12 0 22 0 1 2+α β + α β ξ + ξ − 2

11 1 1α β −β −
 

( )02 22 1 2 21 1 1 2−α − α ξ ξ − α β ξ + ξ − ( ))12 1 2α ξ + ξ +
 

 

( ) ( )( )( 4 4
22 1 2 2 1

1 1 2 1 2

1
     
     
     

+ α δ ξ ξ − δ ξ ξ +
β ξ −ξ δ ξ δ ξ

 

 

( ) ( ) ( )( )3 3
21 1 12 22 0 1 2 2 12+ α β + α − α β δ ξ ξ − δ ξ ξ +

 

 
( )2 2

12 0 02 21 0 1 11 1 1 22 02+ − α β + α −α β β + α β +β + α β ×
 

 
( ) ( )( )2 2

1 2 2 1× δ ξ ξ −δ ξ ξ +
 

 
( )2 2

10 1 11 0 1 02 0 12 0 01 12+ α β − α β β − α β + α β + α β ×
 

 
( ) ( )( )1 2 2 1× δ ξ ξ −δ ξ ξ +

 
 ( ) ( ) ( )( ))2 2

0 0 1 0 2 0 01 0 1 1 2+ α β + α β − α β β δ ξ − δ ξ +
 

 
1 2 1 2

1
     
     
     

+ ×
ξ −ξ δ ξ δ ξ

 

 

( ) ( )2 14 4
22 1 2 2 1

2 1

h hh he e e e−ξ −ξ−λ −λ− −
   
   
   

  
  × α δ ξ ξ − δ ξ ξ +

 λ−ξ λ−ξ    

 
( )21 1 12 22 02+ α β + α − α β ×

 

 ( ) ( )2 13 3
1 2 2 1

2 1

h hh he e e e−ξ −ξ−λ −λ− −
   
   
   

 
 × δ ξ ξ − δ ξ ξ +
 λ − ξ λ − ξ
   

 
( )2 2

12 0 02 21 0 1 11 1 1 22 02+ − α β + α −α β β + α β +β + α β ×
 

 ( ) ( )2 12 2
1 2 2 1

2 1

h hh he e e e−ξ −ξ−λ −λ− −
   
   
   

 
 × δ ξ ξ − δ ξ ξ +
 λ−ξ λ−ξ
   

 

( )2 2
10 1 11 0 1 02 0 12 0 01 12+ α β − α β β − α β + α β + α β ×

 

 ( ) ( )2 1

1 2 2 1
2 1

h hh he e e e−ξ −ξ−λ −λ− −
   
   
   

 
 × δ ξ ξ − δ ξ ξ +
 λ−ξ λ−ξ
   

 

( )2 2
00 1 02 0 01 0 1+ α β + α β − α β β ×

 

 ( ) ( )2 1

1 2
2 1

.
h hh he e e e−ξ −ξ−λ −λ− −

   
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   

 
 × δ ξ − δ ξ

 λ−ξ λ−ξ  
 

 
( )2 0 10 21

he−λη λ = −β −α −α λ +
 

 
( )( )( ( )( )(0 1 2 22 0 1 2
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( ) ( )( )( 1 22 22 2

22 1 2 2 1
h he e− ξ − ξ× α ξ δ ξ − ξ δ ξ +

 

 
( ) ( )( )1 22 2

21 1 2 2 1
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Заключение. В работе исследуется случай 
1 2.ξ ≠ ξ  Случай 1 2ξ = ξ  требует дальнейшего 

исследования. 
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ПО ПАРАМЕТРАМ  
G-ФУНКЦИИ МЕЙЕРА СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА 

Проблема асимптотических разложений специальных функций по индексам или параметрам 
возникает в связи с исследованием некоторых классов индексных интегралов и преобразований 
по индексу. Наиболее общей функцией гипергеометрического типа, которая при соответствую-
щих значениях параметров включает в себя элементарные функции, функции бесселевого типа и 
многие другие специальные функции, является G-функция Мейера. Для таких функций справед-
ливо свойство иметь своим преобразованием Меллина отношение произведений гамма-функций 
Эйлера, асимптотика которых в соответствии с формулой Стирлинга известна.  

Настоящая работа посвящена изучению асимптотических свойств G-функции Мейера спе-
циального вида − ядра интегрального преобразования по индексу. Записано представление 
G-функции в виде линейной комбинации обобщенных гипергеометрических рядов со степенны-
ми множителями. Представлена формула Стирлинга для гамма-функции Эйлера комплексного 
аргумента, у которого мнимая часть неограниченно увеличивается, а действительная фиксиро-
вана. Установлены асимптотические оценки G-функции Мейера специального вида при боль-
ших значениях параметра. Показано, что полученное разложение включает в себя в качестве ча-
стных случаев известные в литературе некоторые представления функций бесселевого типа. 

Ключевые слова: асимптотическое разложение, G-функция Мейера, преобразования по ин-
дексу, функции бесселевого типа, формула Стирлинга.  

L. D. Yarotskaya 
Belarusian State Technological University 

ASYMPTOTIC REPRESENTATIONS  
OF SPECIAL MEIJER’S G-FUNCTION BY ITS PARAMETERS 

The problem of asymptotic expansions of special functions with respect to indices or parameters 
arises in connection with the certain classes of index integrals and transformations with respect to the 
index. Meijer’s G-function is the most common function of the hypergeometric type, which includes el-
ementary functions, Bessel type functions and many other special functions. The Mellin transforms of 
such functions are the ratio of the products of the Euler gamma functions whose asymptotics are known 
in accordance to the Stirling formula. 

This paper deals with some asymptotic expansions of G-function of a special kind related to the in-
dex integral transform. The representation of the G-function is written in the form of a linear combina-
tion of generalized hypergeometric series with power multipliers. We give the Stirling formula for the 
Euler gamma function of a complex argument, for which the imaginary part is unbounded and the real 
part is fixed. Asymptotic estimates for the Meijer’s G-function of a special form with respect to large 
values of the parameter are established. It is shown that such expansion includes, as special cases, earli-
er known representations of Bessel type functions. 

Key words: asymptotic expansion, Meijer’s G-function, index transform, Bessel type functions, 
Stirling formula. 

Введение. Проблема асимптотических раз-
ложений специальных функций по индексам 
или параметрам возникает в связи с исследова-
нием некоторых классов индексных интегралов 
[1] и преобразований по индексу [2]. Асимпто-
тические представления на бесконечности по 
параметрам функций Макдональда, Уиттекера, 
Лежандра, гипергеометрической функции Га-
усса и некоторых других получены в работе [3], 
аналогичные вопросы для двух функций бессе-
левого типа рассмотрены в работе [4].  

Общей функцией гипергеометрического ти-
па, которая при соответствующих значениях 

параметров включает в себя элементарные функ-
ции, перечисленные выше специальные функ-
ции и многие другие функции, является G-фун-
кция Мейера. Элементы теории этой функции 
излагаются в справочнике [5]. 

Интегральные преобразования несверточ-
ного типа с G-функцией Мейера в ядре были 
введены в работе [6] и исследованы в [7] в про-
странстве функций ( )1

,c L−
γM . 

Настоящая работа посвящена изучению 
асимптотических свойств G-функции Мейера 
специального вида, введенной в работе [8] в 
качестве ядра интегрального преобразования по 
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индексу в весовых пространствах суммируемых 
с квадратом функций. 

Асимптотическое поведение функций ги-
пергеометрического типа различно в зависимо-
сти от того, что стремится к бесконечности: 
параметры, независимая переменная или эти 
величины вместе. Исследования в этой области 
основаны или на интегральных представлени-
ях, или же непосредственно на дифференци-
альном уравнении, или на подходящем разло-
жении в бесконечный ряд [9]. 

Метод исследования в настоящей работе 
основан на представлении G-функции Мейера в 
виде линейной комбинации обобщенных ги-
пергеометрических рядов и применении фор-
мулы Стирлинга для гамма-функции Эйлера. 

Основная часть.  
1. Предварительные сведения. G-функция 

Мейера определяется контурным интегралом 
Меллина – Барнса 

 
( )
( ) ( ),

,

1
G

2
m n sp
p q

q
L

az s z ds
b i

−  = Ψ  π 
  (1) 

для целых неотрицательных m, n, p, q, 
0 ,m q≤ ≤ 0 ,n p≤ ≤  комплексных ia  и jb при 

0z ≠ , где 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )
1 1

1 1

1

,

1

m n

j i
j i

q p

j i
j m i n

b s a s

s

b s a s

= =

= + = +

Γ + Γ − −
Ψ =

Γ − − Γ +

∏ ∏

∏ ∏
 (2) 

при этом пустые произведения в (2) (если тако-
вые имеются) считаются равными единице. 
Здесь L – специально выбранный замкнутый 
контур, проходящий через бесконечно удален-
ную точку и разделяющий все левые полюсы 

js b k= − − , j = 1, …, m, числителя от правых 
1 is a k= − + , i = 1, …, n, k = 0, 1, 2,….  
Важным свойством G-функции является то, 

что ее преобразование Меллина, определяемое 
равенством 

 ( )( ) ( ) 1

0

, ,sf s f t t dt s
∞

−= ∈M   (3) 

является отношением произведений гамма-
функций Эйлера и совпадает с функцией (2): 

 
( )
( ) ( ) ( ),

,Gm n p
p q

q

az s s
b

   = Ψ  
  

M  

при определенных условиях на параметры. 
Замена переменной в интеграле (1) дает 

формулу симметрии:  

 
( )
( )

( )
( )

, ,
, ,

1 1G G .
1

m n n mp q
p q q p

q p

a bz
b az

   −=   −   
 (4) 

Свойство (4) позволяет преобразовать G-
функцию, для которой p > q, в G-функцию, где 
p q< . Поэтому, не теряя общности, можно 
считать, что p q≤ .  

Важным рядом в приложениях и теории 
специальных функций является обобщенный 
гипергеометрический ряд 

 
( ) ( )
( ) ( )

11

1 0 1

, ,
; ,, , !

k
pk kp

p q
q k qk k

a aa a z
F zb b b b k

∞

=

  = 
 




 
 (5) 

содержащий в числителе p, а в знаменателе q 
параметров, коэффициенты которого опреде-
ляются символом Похгаммера 

 
( ) ( ) ( ) ( )01 1 , 1.

k
a a a a k a= + + − =

 

Ряд в правой части (5) абсолютно сходится 
при всех z, если .p q≤  Функции, представимые 
в виде линейной комбинации обобщенных ги-
пергеометрических рядов, а также функции, 
которые можно непрерывно получить из такой 
линейной комбинации предельными перехода-
ми по параметрам, принято относить к классу 
функций гипергеометрического типа.  

Отметим, что функции Бесселя являются 
частными случаями G-функции Мейера. Ука-
жем некоторые представления [1], [10]:  

1) функция Макдональда: 

 ( ) 2,0
0,2

1
2 G ;/ 2, / 22

K x xν
 =  ν − ν 

 (6) 

2) линейная комбинация функций Бесселя 
первого рода и функции Макдональда: 

 
( ) ( ) ( )1 1 1

4 4 42 2 2 2 2 2J x J x K x−ν ν ν
 − =   

 

( ) 3,0
0,4

sin / 2
G ;0, / 2, / 2,1 / 22

x
πν  =  ν − ν π

 (7) 

3) линейная комбинация функций гипер-
геометрического типа [4]: 

 
( ) ( )1 2

1
2 ,2 1;1 ,1 ;

2sC x F i i xτ = − τ + τ −
τ  

 ( )
( ) ( )

2 22 2
4sh i iI x I xτ − τ

π  − + = πτ  

 
( ) 3,1

2,4

sh 0,1 / 2G ., , 0,1 / 22
x i i

πτ  =  τ − τ 
 (8) 

2. Постановка задачи. Изучить асимптоти-
ческие свойства G-функции Мейера специаль-
ного вида действительного аргумента 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2, 2
2 ,2 2

1 / 2 ,G G .
, , ,1 / 2

m n n n
n m

m m

a ax x
i i b b

+
+
 +=  τ − τ − 

 (9) 
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Функция (9) рассматривалась в работе [8] в 
качестве ядра интегрального преобразования по 
индексу. 

Предположим, что  

 , , , 1, , , 1, , ,j km n a b j n k m≥ ∈ = =   (10) 

и никакие из параметров 1, , mb b не совпадают 
и не отличаются на целое число. 

Выражение G-функции Мейера через ли-
нейные комбинации обобщенных гипергеомет-
рических рядов (5) со степенными множителя-
ми следует из теоремы Слейтер [10]. 

Теорема 1. Пусть выполнены условия (10) и 
условия  

 
1 1

, ,
2 2j j ka a b> − > − −  

 1, , , 1, , .j n k m= =   (11) 

Тогда для действительных значений x G-фун-
кцию Мейера (9) можно представить следую-
щим выражением: 
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  − τ − τ − + τ
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 − +
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( )
( )

( ) 21
; 1 ,

1/ 2
n n mj

m j

a b
x

b b
− + +

− + + 
 (12) 

где ( ) m jb b′ −  означает 

 1 1 1, , , , , .j j j j j m jb b b b b b b b− +− − − − 
 

Из формул (12) и (4) непосредственно выте-
кают асимптотические оценки для G-функции 
(9) действительного аргумента: 

 ( )
( ) { }

( ) { }

2

1

2 2

1

, 0, min ,
G

, , max .

j
j m

j
j n

O x x b
x

O x x a

β

≤ ≤

α−

≤ ≤

 → β=
= 

→∞ α =


 (13) 

Метод нахождения асимптотических выра-
жений функции (9) при фиксированных x и 
больших τ  основан на применении формулы 
Стирлинга для гамма-функции Эйлера [5]:  

 ( )
1
2

1
2 1 ,

z zz z e O
z

− −   Γ = π +     
 (14) 

когда z →∞  и arg z < π .  
Лемма. При τ→+∞ справедливо равенство 

 ( )
1
2 22i e

π ττ − −Γ α ± τ = πτ ×  

 

1 1
exp ln .

2 2
i O

  π    × ± α − + τ τ − τ −     τ       
(15) 

Доказательство основано на оценке оста-
точного члена формулы (14), исходя из форму-
лы Бине: 

 
( ) ( )1 1

ln ln ln 2
2 2

z z z z Γ = − − + π + 
   

 0

1 1 1
, Re 0.

21

zt

t

e
dt z

t te

∞ − + − + > −   (16) 

Пусть z i= α + τ , 0α > . Без потери общно-
сти будем считать, что α  и τ  – действитель-
ные числа. Обозначим  
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0

1 1 1
( )

21

i t

t

e
i dt

t te

∞ − α+ τ ϕ α + τ = − + = − 
 

 
0

( ) , 0 1,i tt t e dt
∞

−γ − τ= φ < γ <  

где  

 

1 1 1
( ) , 1 .

21
t

t
t e t

te
−α −β φ = − + β = − γ −   

Очевидно, что ( )tφ  – функция ограниченной 
вариации на интервале (0; ).+∞  Более того, 
имеют место асимптотические соотношения: 

 ( ) ( ), 0,t O t tγφ = → +  

 ( ) ( ), .tt O t e t−β −αφ = → +∞  

Отсюда, согласно теореме 126 из [11], получим 

 0

( ) ( ) cos( )i t t t dt
∞

−γϕ α + τ = φ τ +
 

 
0

1
( ) sin( ) , .i t t t dt O

∞
−γ  + φ τ = τ→ +∞ τ   (17) 

В силу (16) и (17), запишем формулу (14) в 
виде 

 

1
( ) 2 exp

2
i i

 Γ α± τ = π α− ± τ ×    
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 1/2 /22 eα− −πτ= πτ ×  

 

1 1
exp ln .

2 2
O

  π    × ± α − + τ τ − τ −     τ     
 

Отсюда после непосредственных преобра-
зований следует формула (15). 

Теорема 2. Пусть выполняются условия 
(10). Тогда справедливо асимптотическое раз-
ложение функции (9) при +∞→τ : 
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где  
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Доказательство основано на применении 
леммы для гамма-множителей в представлении 
(12) функции (9). Оценим символ Похгаммера 
при :τ→+∞  
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Тогда первый гипергеометрический ряд в 
формуле (12) оценим следующим образом:  
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Аналогичные рассуждения для второго сла-
гаемого в (12) приводят к соотношению (18). 

Из формулы (18) следуют следующие асим-
птотические разложения для функций (6)–(8):  
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 (21) 

Отметим, что формула (19) уточняет асим-
птотическое разложение, полученное в моно-
графии [12, с. 182]. 

Заключение. Для G-функции Мейера запи-
сано представление в виде линейной комбина-
ции обобщенных гипергеометрических рядов 
со степенными множителями. Представлена 
формула Стирлинга для гамма-функции Эйлера 
комплексного аргумента, у которого мнимая 
часть неограниченно увеличивается, а действи-
тельная фиксирована. Установлены асимптоти-
ческие оценки G-функции Мейера специально-
го вида при больших значениях параметра. По-
казано, что полученное разложение включает в 
качестве частных случаев известные в литера-
туре представления функций бесселевого типа. 
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Н. П. Можей 
Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники 

НОРМАЛЬНЫЕ СВЯЗНОСТИ НА СИММЕТРИЧЕСКИХ МНОГООБРАЗИЯХ 

В работе представлена локальная классификация трехмерных симметрических однородных 
пространств, допускающих нормальную связность. В статье рассматривается случай неразре-
шимой группы Ли преобразований. Локальная классификация однородных пространств эквива-
лентна описанию эффективных пар алгебр Ли. Описаны инвариантные аффинные связности 
вместе с их тензорами кривизны и кручения, исследованы алгебры голономии однородных про-
странств и найдено, когда инвариантная связность нормальна. Исследования основаны на ис-
пользовании свойств алгебр Ли, групп Ли и однородных пространств и носят, главным образом, 
локальный характер. Особенностью методов, представленных в работе, является применение 
чисто алгебраического подхода, а также сочетание различных методов дифференциальной гео-
метрии, теории групп и алгебр Ли и теории однородных пространств. 

Ключевые слова: нормальная связность, группа преобразований, симметрическое про-
странство, алгебра голономии.  

N. P. Mozhey 
Belarusian State University of Informatics and Radioelectronics 

NORMAL CONNECTIONS ON SYMMETRIC MANIFOLDS 

In this article we present a local classification of three-dimensional symmetric homogeneous spaces 
allowing a normal connection. We have considered the case of the unsolvable Lie group of transfor-
mations. The local classification of homogeneous spaces is equivalent to the description of the effective 
pairs of Lie algebras. We describe invariant affine connections together with their curvature and torsion 
tensors. We have studied the holonomy algebras of homogeneous spaces and have found when the in-
variant connection is normal. Studies are based on the use of properties of the Lie algebras, Lie groups 
and homogeneous spaces and they mainly have local character. The peculiarity of techniques presented 
in the work is the application of purely algebraic approach, as well as combination of methods of dif-
ferential geometry, the theory of Lie groups and algebras and the theory of homogeneous spaces. 

Key words: normal connection, transformation group, symmetric space, holonomy algebra. 

Введение. Понятие нормальной связности 
ввел Э. Картан для риманова многообразия (см. [1]). 
Многообразия с плоской нормальной связно-
стью исследовали Д. И. Перепелкин и Ф. Фаб-
рициус-Бьерре, а также Э. Картан. Итоги этих 
исследований подведены в монографии Б. Чена [2]. 
Симметрические пространства обладают мате-
матически красивыми свойствами – это про-
странства аффинной связности без кручения, 
тензор кривизны которых сохраняется при па-
раллельном перенесении (см. [1]). Симметриче-
ские римановы пространства впервые исследо-
вал П. А. Широков, классификация римановых 
симметрических пространств получена Э. Кар-
таном, им была решена и задача локальной 
классификации симметрических однородных 
пространств с простыми компактными основ-
ными группами (см. [3]). Трехмерные редук-
тивные однородные пространства с неразре-
шимой группой преобразований, допускающие 
нормальные связности, изучались в [4], сим-
метрические однородные пространства с раз-
решимой группой преобразований, допускаю-
щие нормальные связности, исследуются в [5], 
где приведен более подробный тематический 

обзор, а также обоснование применяемых ме-
тодов; при изложении сохранены обозначения, 
введенные ранее. В данной работе также изу-
чаются нормальные связности на симметриче-
ских многообразиях, но внимание сосредоточе-
но на пространствах, на которых действует не-
разрешимая группа преобразований. 

1. Основные определения. Пусть M  – 
дифференцируемое многообразие, на котором 
транзитивно действует группа ,G  = xG G  – 

стабилизатор произвольной точки .x M∈  Про-
блема классификации однородных пространств 
( , )M G  равносильна классификации пар групп 

Ли ( , ),G G  где ,G G⊂  так как M  может быть 
отождествлено с многообразием левых смеж-
ных классов /G G . Пусть g  – алгебра Ли 

группы Ли ,G  а g  – подалгебра, соответст-
вующая подгруппе .G  Пара ( , )g g  алгебр Ли 
называется эффективной, если подалгебра g  не 

содержит отличных от нуля идеалов g.  Пара 
( , )g g  называется изотропно-точной, если точно
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изотропное представление .g  Необходимое ус-
ловие существования аффинной связности со-
стоит в том, что представление изотропии для 
G  должно быть точным, если G  эффективна на 

/G G . Аффинной связностью на паре ),( gg  на-

зывается такое отображение ),(: mglg→Λ  что 

его ограничение на g  – изотропное представ-
ление подалгебры, а все отображение является 
g -инвариантным. Там, где это не будет вызы-
вать разночтения, будем отождествлять под-
пространство, дополнительное к g  в ,g  и фак-

тор-пространство ggm /= .  

Симметрическое пространство есть трой-
ка ( ,G  G, σ), состоящая из связной группы Ли 

,G  замкнутой подгруппы G для G  и инволю-
тивного автоморфизма σ для G  такого, что 
σ(g) = so◦g◦so

–1 для g∈ ,G  где so – симметрия для 
М в o. Пусть ,,( gg σ) – симметрическая алгебра 
Ли. Поскольку σ инволютивно, то его собст-
венными значениями являются 1 и –1, а g  – 
собственное подпространство для 1. Пусть m  – 
собственное подпространство для –1. Разложе-
ние g  = g+m  называется каноническим раз-
ложением для ,,( gg σ). Если g  = g+m – кано-
ническое разложение симметрической алгебры Ли 

,,( gg σ), то [g , g ]⊂ ,g  [ g ,m ] ⊂ ,m  [m ,m ]⊂
.g  Тензор кручения )(1

2 mInvTT ∈  и тензор 
кривизны )(1

3 mInvTR ∈  имеют вид  

 

[ ]
[ ] [ ]),()(),(=),(

,,)()(=),(

yxyxyxR

yxxyyxyxT

Λ−ΛΛ
−Λ−Λ

mm

mmmmm

 

для всех ., g∈yx  Алгебра Ли *h  группы голо-
номии инвариантной связности )(3,: glg→Λ  
на паре ),( gg  – это подалгебра алгебры Ли 

)(3, gl  вида ]]),([),([]),([ +ΛΛ+Λ+ VVV ggg

,+  где V  – подпространство, порожденное 
множеством }.,|]),([)](),({[ g∈Λ−ΛΛ yxyxyx  
Положим a  равной подалгебре в ,)(3, gl  
порожденной }.|)({ g∈Λ xx  Будем говорить, 
что связность нормальна, если .=* ah  

2. Классификация симметрических про-
странств. Будем описывать пару ),( gg  при 
помощи таблицы умножения .g  Через 

}...,,{ 1 nee  обозначим базис g  dim=(n ).g  Бу-
дем полагать, что g  порождается 1 3, ..., ne e − , а 

1 2 2 1 3{ , , }n n nu e u e u e− −= = =  – базис .m  Для ну-
мерации подалгебр используем запись . ,d n  для 

нумерации пар – . . ,d n m  здесь d  – размерность 
подалгебры, n  – номер подалгебры в )(3, gl , 
а m  – номер пары ).,( gg  Будем описывать 
связность через образы базисных векторов 

1( ),uΛ  2( ),uΛ  3( ),uΛ  тензор кривизны R  – че-
рез 1 2( , ),R u u  1 3( , ),R u u  2 3( , ),R u u  а тензор кру-
чения T  – через 1 2( , ),T u u  1 3( , ),T u u  2 3( , ).T u u   

Теорема 1. Все трехмерные симметриче-
ские однородные пространства, допускающие 
нормальную связность, такие, что g  неразре-

шима, а g  разрешима ( {0}≠g ), локально име-

ют следующий вид:  

1.1.5 e1 u1 u2 u3  
e1 0 u1 –u2 0  
u1 –u1 0 e1 0 , 
u2 u2 –e1 0 0  
u3 0 0 0 0   

1.3.5 e1 u1 u2 u3  
e1 0 –u2 u1 0  
u1 u2 0 e1 0 , 
u2 –u1 –e1 0 0  
u3 0 0 0 0   

1.3.6 e1 u1 u2 u3  
e1 0 –u2 u1 0  
u1 u2 0 –e1 0 , 
u2 –u1 e1 0 0  
u3 0 0 0 0  

 

2.9.12 e1 e2 u1 u2 u3

e1 0 –e2 u1 –2u2 2u3

e2 e2 0 0 0 u1

u1 –u1 0 0 e2 0 ,
u2 2u2 0 –e2 0 –e1

u3 –2u3 –u1 0 e1 0 
3.19.14 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 –e2 e3 0 u2 –u3

e2 e2 0 0 0 u1 0
e3 –e3 0 0 0 0 u1 ,
u1 0 0 0 0 e3 e2

u2 –u2 –u1 0 –e3 0 e1

u3 u3 0 –u1 –e2 –e1 0 
3.21.6 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 –e3 e2 0 –u3 u2

e2 e3 0 0 0 u1 0
e3 –e2 0 0 0 0 u1 ,
u1 0 0 0 0 e2 e3

u2 u3 –u1 0 –e2 0 e1

u3 –u2 0 –u1 –e3 –e1 0 
3.21.7 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 –e3 e2 0 –u3 u2

e2 e3 0 0 0 u1 0
e3 –e2 0 0 0 0 u1 .
u1 0 0 0 0 –e2 –e3

u2 u3 –u1 0 e2 0 –e1

u3 –u2 0 –u1 e3 e1 0
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Замечание. Если на параметры, появляю-
щиеся в процессе классификации, накладыва-
ются некоторые дополнительные условия, то 
они записываются сразу после таблицы умно-
жения. В противном случае предполагается, что 
параметры пробегают все  . 

Доказательство. Сначала описаны трех-
мерные изотропно-точные пары. Для этого 
классифицированы подалгебры g  в )(3,gl , а 
далее найдены (с точностью до эквивалентности) 
пары ( gg, ). Из них выбраны симметрические 

пары с неразрешимой g  и разрешимой g , допус-
кающие нормальную связность, т. е. для которых 

,mgg +=  0=∩mg , [ g , g ] ⊂ ,g  [ g ,m ] ⊂ ,m  

[m ,m ] ⊂ .g   

Если g  – разрешимая подалгебра алгебры 

)(3,gl , такая, что пара ( , )g g  задает трех-
мерное симметрическое однородное про-
странство, допускающее нормальную связ-
ность, g  не является разрешимой и {0}≠g , 

то g  сопряжена одной и только одной из сле-
дующих подалгебр:  

1.1 ;1.3 ;

x x

x x− − 2.9 2 ;

2

y x

y

y

−

 

3.19 ; 3.21 .

y z y z

x x

x x− −
 

Здесь предполагается, что переменные обо-
значены латинскими буквами и принадлежат  . 
Базис подалгебры, по умолчанию, будем выби-
рать, придав одной из латинских переменных 
значение 1, а остальным 0, нумерация базисных 
векторов соответствует алфавиту. 

Для каждой такой подалгебры найдем изо-
тропно-точные пары. Рассмотрим, например, 
пару типа 1.1. Из тождества Якоби следует, что 

1 2 1 1 3 3[ , ] = ,u u a e u+ α  1 3 1 1[ , ] = ,u u uβ  2 3 2 2[ , ] = .u u uγ  

Если 1 2 0β + γ ≠ , то 1 3= = 0a α  и пара ( , )g g  
эквивалентна паре, не входящей в рассматри-
ваемый в работе класс пар. При 1 2 = 0β + γ , 

1 0a ≠  и 3 0α ≠  пара эквивалентна 1.1.5. При 

1 2= 0β + γ , 1 3 = 0a α  пара эквивалентна одной из 
пар, не входящих в изучаемый в работе класс. 

Рассмотрим теперь пару типа 1.3. Тогда 

1 1 2 1 2 1[ , ] = , [ , ] = ,e u u e u u− 1 1 1[ , ] = , .e u pe p ∈  Из 

тождества Якоби получим 1 2 1 1 3 3[ , ] = ,u u a e u+ α  

1 3 1 1 2 3 1 2[ , ] = , [ , ] = .u u u u u uβ β  При 3 1= 0, 0aα ≠  

пара ( , )g g  эквивалентна 1.3.5 или 1.3.6 посредст-

вом 5(6):π →g g , 1 1 1 1 1( ) = , ( ) = | | ,e e u a uπ π  2( ) =uπ  

1 2 3 3= | | , ( ) = .a u u uπ  Пары 1.3.5 и 1.3.6 не экви-

валентны, поскольку подалгебра Леви 6 6( , )g g  

изоморфна (2),su  а подалгебра Леви 6 6( , )g g  
изоморфна (2, ).sl  В остальных случаях ( , )g g  
эквивалентна одной из пар, не входящих в рас-
сматриваемый в работе класс. 

Рассмотрим теперь подалгебру 3.21. Тогда  

 1 1 2 1 2 3 1 3[ , ] = 0, [ , ] = , [ , ] = ,e u e u pe e u pe  

 1 2 3 3 2 2 1 3 2 1[ , ] = , [ , ] = , [ , ] = ,e u qe u e u u e u pe−  

 1 3 2 3 2 3 1 3 3 1[ , ] = , [ , ] = , [ , ] = ,e u u re e u pe e u u+ −  

при 0p ≠  пространство не является симметри-

ческим. Если = 0p , то имеем: при 0r ≠  про-
странство также не является симметрическим, 
при 2 = = 0a r  пара эквивалентна тривиальной 
паре, алгебра является разрешимой и не входит 
в рассматриваемый в работе класс алгебр, при 

2 > 0a , = 0r  пара ),( gg  эквивалентна паре 
3.21.6 (это пространство является симметриче-
ским), при 2 < 0a , = 0r  пара эквивалентна 

3.21.7. Заметим, что 61 dimdim gg DD ≠ , 

71 dimdim gg DD ≠ , подалгебра Леви в 6g  изо-

морфна )(2,sl , а подалгебра Леви в 7g  изо-

морфна (2)su . Отсюда следует, что пары не 
эквивалентны друг другу. 

Остальные случаи исследуются аналогично. 
Пара ( , )g g  называется тривиальной, если 

существует коммутативный идеал a  в алгебре 
Ли ,g  такой, что =⊕g a g . 

Теорема 2. Все трехмерные симметриче-
ские тривиальные однородные пространст-
ва, допускающие нормальную связность, 
такие, что g  и g  неразрешимы, локально 

имеют вид =⊕g a g , где g  (подалгебра ал-

гебры Ли )(3,gl ) сопряжена только одной 
из подалгебр 

3.3 ; 3.4 ; 3.5 .

x y x y y x

z x z y y z

z x x z

− −
− − −

 
Все трехмерные симметрические нетриви-

альные однородные пространства, допус-
кающие нормальную связность, такие, что g  

и g  неразрешимы, локально имеют следую-
щий вид:  
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3.4.2 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 e2 –e3 u1 0 –u3

e2 –e2 0 e1 0 u1 u2

e3 e3 –e1 0 u2 u3 0 ,
u1 –u1 0 –u2 0 e2 –e1

u2 0 –u1 –u3 –e2 0 –e3

u3 u3 –u2 0 e1 e3 0 
3.4.3 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 e2 –e3 u1 0 –u3

e2 –e2 0 e1 0 u1 u2

e3 e3 –e1 0 u2 u3 0 ,
u1 –u1 0 –u2 0 –e2 e1

u2 0 –u1 –u3 e2 0 e3

u3 u3 –u2 0 –e1 –e3 0 
3.5.2 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 e3 –e2 –u3 0 u1

e2 –e3 0 e1 –u2 u1 0
e3 e2 –e1 0 0 –u3 u2 ,
u1 u3 u2 0 0 e2 e1

u2 0 –u1 u3 –e2 0 e3

u3 –u1 0 –u2 –e1 –e3 0 
3.5.3 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 e3 –e2 –u3 0 u1

e2 –e3 0 e1 –u2 u1 0
e3 e2 –e1 0 0 –u3 u2 .
u1 u3 u2 0 0 –e2 –e1

u2 0 –u1 u3 e2 0 –e3

u3 –u1 0 –u2 e1 e3 0

Доказательство. Все тривиальные одно-
родные пространства являются симметриче-
скими. В теореме выписаны неразрешимые по-
далгебры алгебры Ли )(3,gl , допускающие 
нормальную связность. Аналогично приведен-
ному выше, если g  – неразрешимая подалгебра 

алгебры Ли )(3,gl , такая, что пара ( , )g g  не-
тривиальная симметрическая, допускающая 
нормальную связность, а g  неразрешима, то g  
сопряжена одной и только одной из подалгебр 
3.4, 3.5. Найдем изотропно-точные пары.  

Рассмотрим пару ( gg, ) типа . Пусть h  
(нильпотентная подалгебра алгебры Ли g ) поро-

ждена вектором 1e , (0)
1 2( ) = ,e u⊕g h    (1)( ) =g h  

2 1= ,e u⊕   ( 1)
3 3( ) = ,e u− ⊕g h    (1)

1 2[ , ] ( ),u u ∈g h  
(0)

1 3[ , ] ( ),u u ∈g h  ( 1)
2 3[ , ] ( ),u u −∈g h  тогда, исполь-

зовав тождество Якоби, получим, что 1 2[ , ] =u u  

= a2e2 + α1u1, [u1,u3] = –a2e1 + α1u2, [u2,u3] = –a2e3 + 
+ α1u3. Положим 2

2 1= / 4.p a + α  При = 0p  

пара ( , )g g  эквивалентна тривиальной паре при 

помощи отображения 1:π →g g , ( ) = ,i ie eπ  

1 1 1 2 2 2 1 1= 1,3, ( ) = ( / 2) , ( ) = ( / 2) ,i u u e u u eπ − α π + α

3 3 1 3( ) = ( / 2) .u u eπ + α  При > 0p  пара ( , )g g  эк-

вивалентна 3.4.2, при < 0p  пара ( , )g g  эквива-
лентна 3.4.3. 

Поскольку 1 2dim ( ) dim ( )≠r g r g  и 1dim ( ) ≠r g  

3dim ( )≠ r g , пара 1 1( , )g g  не эквивалентна 

2 2( , )g g  и 3 3( , )g g . Поскольку 3g  – простая ал-

гебра Ли ( 3 (2, )≅g sl  ), а алгебра Ли 2g  не 

проста ( 2 (2, ) (2, )≅ ×g sl sl  ), пары 2 2( , )g g  и 

3 3( , )g g  не эквивалентны.  
Рассмотрим пару типа 3.5. В силу тождества 

Якоби (с учетом того, что g  – полупростая ал-

гебра Ли) 1 2 2 2 3 3[ , ] = ,u u a e u+ α  1 3 2 1[ , ] =u u a e −

3 2 ,u− α  2 3 2 3 3 1[ , ] = .u u a e u+ α  Положим =p
2 1/2

2 3= | / 4 |a −− α  при 2
2 3 / 4.a ≠ α  

2
2 31. 4 = .a α  Пара ( , )g g  эквивалентна три-

виальной паре посредством 1:π →g g , ( ) = ,i ie eπ  

1 1 3 3 2 2 3 1=1,3, ( ) = ( / 2) , ( ) = ( / 2) ,i u u e u u eπ + α π − α

3 3 3 2( ) = ( / 2) .u u eπ + α  
2

2 32. 4 >a α . Пара ( , )g g  эквивалентна 3.5.2 

при помощи 2:π →g g , ( ) = ,i ie eπ =1,3,i  

1 1 3 3( ) = ( ( / 2) ),u p u eπ + α  2 2 3 1( ) = ( ( / 2) ),u p u eπ − α  

3 3 3 2( ) = ( ( / 2) ).u p u eπ + α  
2

2 33. 4 < .a α  Эквивалентность пар ( , )g g  и 

3.5.3 определяется 3:π →g g , ( ) = ,i ie eπ =1,3,i  

1 1 3 3( ) = ( ( / 2) ),u p u eπ + α  2 2 3 1( ) = ( ( / 2) ),u p u eπ − α  

3 3 3 2( ) = ( ( / 2) ).u p u eπ + α  

Поскольку 1( ) {0}≠r g  и 2 3( ) = ( ) = {0}r g r g , 
ни одна из пар 3.5.2 и 3.5.3 не эквивалентна 
тривиальной паре. Заметим, что алгебра Ли 2g  

проста 2( (2, )≅g sl  ), а алгебра Ли 3g  не 

проста 3( (2) (2)≅ ×g su su ). Отсюда следует, что 
пары 3.5.2 и 3.5.3 не эквивалентны.  

3. Связности на симметрических про-
странствах. Для найденных пар выписываем 
аффинные связности, тензоры кривизны и кру-
чения, алгебры голономии. Находим алгебры 
голономии указанных связностей и определяем, 
когда аффинная связность нормальна. 

Подалгебра g  – разрешима. Рассмотрим, 
например, пару 2.9.12. Прямыми вычислениями 
получим 1 2 3( ) = ( ) = ( ) = 0.u u uΛ Λ Λ  Тензор кри-
визны имеет вид, указанный ниже. Алгебра, 
порожденная множеством ( , )i jR u u , т. е. =V  
= {[ ( ), ( )] ([ , ]) | , },x y x y x yΛ Λ − Λ ∈g  совпадает с 
алгеброй голономии (таким образом, алгебра го-
лономии совершенна). Действительно, поскольку 
связность тривиальна, ( ) = ( )Λ Λg g  и [ ( ), ] =VΛ g  

3.4
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= [ ( ), ] = ,V VΛ g  так как ( )Λ g  совпадает с V . В дан-

ном случае = ( )Λga g  и * = gh a , т. е. связность 

нормальна. Тензор кручения нулевой. Осталь-
ные случаи рассматриваются аналогично.  

Таким образом, прямыми вычислениями 
находим, что аффинные связности имеют сле-
дующий вид: 

Пара Аффинная связность 
3.19.14 

1,3 1,20 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

q r     
     
     
     
     

 

3.21.6

3.21.7
 1,2 1,30 0 0 0

0 0 0 , 0 0 0 ,

0 0 0 0 0 0

q q   
   
   
   
   

 

1,3 1,20

0 0 0

0 0 0

q q− 
 
 
 
 

 

1.1.5 
1,3

2,3

3,2 3,1

0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 0 ,

0 0 0 0

p

q

p q

   
   
   
   
   

 

1,1

2,2

3,3

0 0

0 0

0 0

r

r

r

 
 
 
 
 

 

1.3.5

1.3.6
 1,3 2,3

2,3 1,3

3,1 3,2 3,2 3,1

0 0 0 0

0 0 , 0 0 ,

0 0

p p

p p

p p p p

   −
   
   
   −   

1,1 1,2

1,2 1,1

3,3

0

0

0 0

r r

r r

r

 
 − 
 
 

 

2.9.12 тривиальная (нулевая) 

Тензоры кривизны и кручения: 

Пара Тензор кривизны 
3.19.14 0 0 1 0 1 0 0 0 0

0 0 0 , 0 0 0 , 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

− −     
     −     
     
     

 

3.21.6, 
3.21.7 

0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 1 0

     
     
     
     ±     

 


1.1.5 
1,3 3,1

3,2 2,3

3,2 2,3 1,3 3,1

1 0 0

0 1 0 ,

0 0

p q

p q

p q p q

 −
 − + 
 − 

1.1.5 
1,3 3,3 1,1 1,3

3,2 2,2 3,3 3,2

0 0

0 0 0 ,

0 0

p r r p

p r r p

 −
 
 
 − 

2,3 3,3 2,2 2,3

3,1 1,1 3,3 3,1

0 0 0

0 0

0 0

q r r q

q r r q

 
 − 
 − 

1.3.5,  
1.3.6 

1 0

1 0 ,

0 0 2

A H

H A

A

− 
 − ± −  
 


 

1,3 3,3 1,1 1,3 1,2 2,3

2,3 3,3 1,2 1,3 1,1 2,3

0 0

0 0 ,

0

p r r p r p

p r r p r p

B C

− − 
 + − 
 
 

 

2,3 3,3 1,2 1,3 1,1 2,3

1,3 3,3 1,1 1,3 1,2 2,3

0 0

0 0 ,

0

p r r p r p

p r r p r p

D F

− − + 
 − − 
 
 

 

2,3 3,1 1,3 3,2

1,3 3,1 2,3 3,2

A p p p p

H p p p p

= − +
= +

 

3,1 1,1 3,2 1,2 3,3 3,1

3,1 1,2 3,2 1,1 3,3 3,2

B p r p r r p

C p r p r r p

= − −
= + −

3,2 1,1 3,1 1,2 3,3 3,2

3,1 1,1 3,2 1,2 3,3 3,1

D p r p r r p

F p r p r r p

= − − +
= − −

 

2.9.12 0 0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 0 , 0 0 0 , 0 2 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2

−     
     −          
     

 

 
Пара Тензор кручения 

3.19.14 ( )1,3 1,2(0,0,0),(0,0,0), ,0,0q r−  

3.21.6, 3.21.7 ( )1,3(0,0,0),(0,0,0), 2 ,0,0q  

1.1.5 ( ) ( )3,2 3,1 1,3 1,10,0, , ,0,0 ,p q p r− −  

( )2,3 2,20, ,0q r−  

1.3.5, 1.3.6 ( ) ( )3,2 1,3 1,1 2,3 1,20,0,2 , , ,0 ,p p r p r− +

( )2,3 1,2 1,3 1,1, ,0p r p r− − −  

2.9.12 нулевой 

Алгебры голономии: 

Пара Алгебра голономии
2.9.12

2 1

2

2

0

0 2 0

0 0 2

p p

p

p

 
 −  
 

 

3.19.14
2 1

3

3

0

0 0

0 0

p p

p

p

 
 
  − 
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3.21.6, 3.21.7 
1 2

3

3

0
0 0
0 0

p p
p

p

 
 −
 
 

 

У пар 2.9.12, 3.19.14, 3.21.6 и 3.21.7 связ-
ность является нормальной. 

Подалгебра g  – неразрешима. 

Пара Аффинная связность 
3.4.2, 3.4.3 

1,2 1,2

1,2

1,2

0 0 0 0
0 0 , 0 0 0 ,

0 00 0 0

p p
p

p

−   
   
      
   

 

1,2

1,2

0 0 0
0 0

0 0
p

p

 
 −  − 

 

3.5.2, 3.5.3 
2,3

2,3

2,32,3

0 00 0 0
0 0 , 0 0 0 ,

0 00 0

p
p

pp

  − 
   
     −   

2,3

2,3

0 0
0 0

0 0 0

p
p

 
 −
  
 

 

Для пары 3.4.2 связность нормальна при 
2

1,2 1p ≠ ; для 3.4.3 и 3.5.2 связность является 

нормальной, у 3.5.3 – нормальна при 2
2,3 1p ≠ . 

Тензоры кривизны и кручения: 

Пара Тензор кривизны 
3.4.2, 3.4.3 2

1,2

2
1,2

0 1 0

0 0 1 ,

0 0 0

p

p

 
 
 
 
 




2
1,2

2
1,2

1 0 0

0 0 0 ,

0 0 1

p

p

 − ±
 
 
 
 

 

2
1,2

2
1,2

0 0 0

1 0 0

0 1 0

p

p

 
 − ± 
 − ± 

 

3.5.2, 3.5.3 2
2,3

2
2,3

0 1 0

1 0 0 ,

0 0 0

p

p

 −
 

± 
 
 



3.5.2, 3.5.3 2
2,3

2
2,3

0 0 1

0 0 0 ,

1 0 0

p

p

 −
 
 
 ± 


 

2
2,3

2
2,3

0 0 0

0 0 1

0 1 0

p

p

 
 − 
 ± 

  

 
Пара Тензор кручения 
3.4.2, 
3.4.3 

( ) ( )
( )

1,2 1,2

1,2

2 ,0,0 , 0,2 ,0 ,

0,0,2

p p

p
 

3.5.2, 
3.5.3 

( ) ( )
( )

2,3 2,3

2,3

0,0, 2 , 0,2 ,0 ,

2 ,0,0

p p

p

−

−
 

 

Пара Алгебра голономии 
3.4.3 

2 1

3 1

3 2

0

0

0

p p

p p

p p

 
 
 
 − 

 3.4.2 2
1,2 1p ≠  

3.4.2 2
1,2 = 1p  нулевая 

3.5.2 
1 2

1 3

2 3

0

0

0

p p

p p

p p

− − 
 − 
 
 

 3.5.3 2
2,3 1p ≠  

3.5.3 2
2,3 = 1p  нулевая 

Заключение. Таким образом, приведена в 
явном виде полная классификация трехмерных 
симметрических однородных пространств с 
неразрешимой группой преобразований, допус-
кающих нормальную связность. Описаны все 
инвариантные аффинные связности на каждом 
таком пространстве, найдены тензоры кривиз-
ны, кручения, алгебры голономии указанных 
связностей и определено, когда аффинная 
связность нормальна. 

Полученные результаты могут быть исполь-
зованы при исследовании многообразий, при 
изучении пространств с аффинной связностью, 
а также иметь приложения в различных облас-
тях математики и физики, поскольку многие 
фундаментальные задачи в этих областях свя-
заны с изучением инвариантных объектов на 
симметрических пространствах.  

Литература 

1. Картан Э. Риманова геометрия в ортогональном репере. М.: Москов. ун-т, 1960. 307 с.  
2. Chen B. Y. Geometry of submanifoids // Pure and Appl. Math. New York: Marcel Dekker. 1973. 

Vol. 10, no. 22. 308 p. 
3. Картан Э. Геометрия групп Ли и симметрические пространства // Сборник работ. М., 1949. 384 с. 
4. Можей Н. П. Нормальные связности на редуктивных однородных пространствах с неразре-

шимой группой преобразований // Доклады Национальной академии наук Беларуси. 2016. Т. 60, 
№ 6. С. 28–36.  



Í. Ï. Ìîæåé 39 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2017 

5. Можей Н. П. Канонические связности на трехмерных симметрических пространствах разре-
шимых групп Ли // Труды БГТУ. 2017. № 3: Физ.-мат. науки и информатика. С. 8–13. 

References 

1. Kartan E. Rimanova geometriya v ortogonal’nom repere [Riemannian geometry in an orthogonal 
frame]. Moscow, Moskovskiy universitet Publ., 1960. 307 p. (In Russian). 

2. Chen B. Y. Geometry of submanifoids. Pure and Appl. Math. New York, Marcel Dekker, 1973, vol. 10, 
no. 22. 308 p. 

3. Kartan E. Geometriya grupp Li i simmetricheskie prostranstva. Sbornik rabot [The geometry of Lie 
groups and symmetric spaces. Collected works]. Moscow, 1949. 384 p. 

4. Mozhey N. P. Normal connections on reductive homogeneous spaces with an unsolvable transfor-
mation group. Doklady Natsional’noy akademii nauk Belarusi [Reports of the National Academy of Sci-
ences of Belarus], 2016, vol. 60, no. 6, pp. 28–36 (In Russian). 

5. Mozhey N. P. Canonical connections on three-dimensional symmetric spaces solvable Lie groups. 
Trudy BGTU [Proceedings of BSTU], 2017, no. 3: Physical-mathematical sciences and informatics, pp. 8–13 
(In Russian). 

Информация об авторе 

Можей Наталья Павловна − кандидат физико-математических наук, доцент, доцент кафедры 
«Программное обеспечение информационных технологий». Белорусский государственный универ-
ситет информатики и радиоэлектроники (220013, г. Минск, ул. П. Бровки, 6, Республика Беларусь). 
E-mail: mozheynatalya@mail.ru 

Information about the author 

Mozhey Natalya Pavlovna − PhD (Physics and Mathematics), Associate Professor, Assistant Profes-
sor, Software for Information Technologies Department. Belarusian State University of Informatics and 
Radioelectronics (6, P. Brovki str., 220013, Minsk, Republic of Belarus). E-mail: mozheynatalya@mail.ru 

Поступила 14.04.2017 
 

 
 



40 Ðàâíîâåñíûå ñâîéñòâà ðåøåòî÷íîãî ôëþèäà ñ ïðèòÿæåíèåì áëèæàéøèõ ñîñåäåé 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2017 

ÌÅÕÀÍÈÊÀ 
 
 
 
 
УДК 531.19 

Я. Г. Грода1, Э. Э. Бильданов2 
1Белорусский государственный технологический университет 

2Белорусский государственный университет 

РАВНОВЕСНЫЕ СВОЙСТВА РЕШЕТОЧНОГО ФЛЮИДА  
С ПРИТЯЖЕНИЕМ БЛИЖАЙШИХ СОСЕДЕЙ НА ПРОСТОЙ  
КУБИЧЕСКОЙ РЕШЕТКЕ С БЛОКИРОВАННЫМИ УЗЛАМИ 

Рассмотрена модель решеточного флюида с притяжением ближайших соседей на простой 
кубической решетке, содержащей некоторое число заблокированных узлов. В рамках квазихи-
мического приближения представлены аналитические выражения для химического потенциала, 
термодинамического фактора и вероятности двум ближайшим узлам быть занятыми частицами.  

Предложен алгоритм моделирования решеточной системы с заблокированными узлами по 
методу Монте-Карло и выполнено моделирование систем с притяжением ближайших соседей. 
Данные моделирования сопоставлены с результатами квазихимического приближения. 

Показано, что квазихимическое приближение позволяет получать адекватные полуколичест-
венные результаты для рассматриваемых систем, и на его основе могут быть построены при-
ближения следующих порядков. В рамках квазихимического приближения получена зависи-
мость критической температуры системы от концентрации заблокированных узлов. 

Ключевые слова: решеточный флюид, квазихимическое приближение, равновесные свой-
ства, критическая температура, фазовая диаграмма, моделирование по методу Монте-Карло. 

Ya. G. Groda1, E. E. Bildanau2 
1Belarusian State Technological University 

2Belarusian State University 

EQUILIBRIUM PROPERTIES OF LATTICE FLUIDS  
WITH NEAREST NEIGHBORS ATTRACTION ON A SIMPLE  

CUBIC LATTICE WITH BLOCKED SITES 

The model of lattice fluid with nearest neighbors attraction on the simple cubic lattice with blocked 
sites is considered. The analytical expressions to the chemical potential, thermodynamic factor and dis-
tribution function are represented in the frame of quasi-chemical approximation. 

The algorithm of the Monte Carlo simulation of the lattice system with blocked sites is proposed. As 
an example numerical computation for a lattice fluids with attractive interaction between nearest neigh-
bors was carried out. The date of simulation is compared with results of quasi-chemical approximation. 

It is shown that quasi-chemical approximation makes it possible to find reasonable semiquantitative 
results for the studied systems and can be used as basis for nest order approximations. The dependence 
of the critical temperature upon the concentration of blocked sites is obtained in frame of quasi-
chemical approximation. 

Key words: lattice fluid, quasi-chemical approximation, equilibrium properties, critical tempera-
ture, phase diagram, Monte Carlo simulation. 

Введение. Ранее в работах [1, 2] были рас-
смотрены равновесные и транспортные свойст-
ва решеточного флюида на плоской квадратной 
решетке, содержащей заблокированные узлы. 
В рамках данной модели каждый решеточный 
узел может находиться в одном из трех воз-
можных состояний: быть занятым примесной 
частицей, быть вакантным либо заблокирован-
ным. Занятие узла более чем одной частицей 
считается невозможным. 

Для оценки термодинамических и струк-
турных свойств модели было предложено про-
стейшее квазихимическое приближение (КХП), 
в рамках которого могут быть получены замк-
нутые выражения для химического потенциала, 
термодинамического фактора и корреляцион-
ных функций модели. 

Сопоставление полученных в данном при-
ближении результатов с данными моделирова-
ния системы по методу Монте-Карло (МКМ) 
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показало, что КХП позволяет получать адек-
ватные полуколичественные результаты для 
рассматриваемых систем, и на его основе могут 
быть построены приближения следующих по-
рядков. Также установлено, что в случае систе-
мы с отталкиванием между ближайшими сосе-
дями наличие заблокированных узлов приводит 
к тому, что глобальный шахматный порядок на 
решетке разрушается, и система распадается на 
отдельные упорядоченные домены. 

Также было показано [2], что на основе ин-
формации о равновесных значениях параметров 
системы могут быть оценены значения ее кине-
тического коэффициента диффузии. 

С практической точки зрения построенная 
модель пригодна для описания свойств ансамб-
ля примесных частиц, на некоторой кристалли-
ческой поверхности либо в объеме физического 
кристалла. При этом блокированные узлы опи-
сывают дефекты кристаллической структуры и, 
в случае плоских решеток, микрозагрязнения 
кристаллических поверхностей. Помимо твер-
дотельных систем данная модель может с успе-
хом применяться и для описания биологиче-
ских объектов [3]. 

В настоящей работе представлены резуль-
таты применения КХП и МКМ для исследова-
ния равновесных свойств решеточного флюида 
с взаимодействием ближайших соседей на про-
странственной простой кубической (ПК) ре-
шетке. 

Квазихимическое приближение. В основе 
построения квазихимического приближения 
для определения равновесных характеристик 
рассматриваемой системы лежит рассмотрение 
наряду с исходной системой подобной ей ба-
зисной системы, которая определяется одно-
частичными средними потенциалами. В рамках 
данного приближения для таких величин, как 
свободная энергия F, химический потенциал μ, 
термодинамический фактор χТ и вероятность 
двум ближайшим узлам решетки быть заняты-
ми частицами F(1; 1), были получены следую-
щие аналитические выражения [1, 4, 5]:  

 ln (1 )ln(1 ) lnF c c c cβ = θ θ + − θ − − θ − + −   
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z z
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с и θ – концентрации частиц и заблокирован-
ных узлов соответственно; kB – постоянная 
Больцмана; T – температура; J – энергия взаи-
модействия двух примесных частиц, занимаю-
щих ближайшие решеточные узлы (J < 0 в слу-
чае системы с притяжением между частицами). 

Алгоритм моделирования. Компьютерное 
моделирование равновесных характеристик 
рассматриваемой решеточной системы по ме-
тоду Монте-Карло может быть выполнено в 
рамках стандартного алгоритма Метрополиса 
[6], применение которого к модели решеточно-
го флюида детально описано в работах [7]. 

Применительно к рассматриваемой решеточ-
ной системе вычислительный алгоритм, пред-
ложенный в [6], представляет собой следующее: 
первоначально рассматривается произвольное 
распределение некоторого числа частиц по ре-
шетке, содержащей N = Ld узлов (L – линейный 
размер решетки, d – размерность пространства). 
Затем произвольным образом выбирается неза-
блокированный узел решетки. Если этот узел 
занят частицей, то эта частица изымается, если же 
он вакантен, то частица добавляется, и определяет-
ся изменение энергии δЕN. Если δЕN ≤ 0, то новая 
конфигурация принимается, если δЕN > 0, то она 
принимается с вероятностью W = exp(–δЕN / kBT). 
Для этого случайным образом генерируется 
число W0 из интервала [0; 1], и если W ≥ W0 , то 
новая конфигурация принимается. В противном 
случае новая конфигурация отвергается, и сис-
тема возвращается в прежнее состояние. По-
вторение описанной процедуры n раз, где n – 
число частиц на решетке, формирует один шаг 
алгоритма Монте-Карло (МКШ). 

Поскольку первоначальное состояние моде-
лируемой системы является произвольным и 
может существенно отличаться от равновесно-
го, для перехода системы в состояние термоди-
намического равновесия требуется некоторое 
число МКШ. При определении средних значе-
ний термодинамических величин эти началь-
ные шаги не учитываются. 

При моделировании использовалась решет-
ка, содержащая 2,7 · 104 решеточных узлов. Для 
снижения влияния конечности размеров моде-
лируемой системы на получаемые результаты 
применялись периодические граничные условия. 

Полная длина процедуры моделирования состо-
яла из 70 000 МКШ. При этом, первые 10 000 МКШ 
отводились на процесс эквилибризации и не 
учитывались при дальнейшем усреднении. 
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Результаты моделирования. На рис. 1 и 2 
представлены зависимости от концентрации хими-
ческого потенциала системы при θ = 0,10, опре-
деленные при параметрах взаимодействия βJ = 
= –1,108; –0,933; –0,844; –0,739 и –0,443. В целом 
можно отметить, что при определении химическо-
го потенциала результаты КХП и МКМ находятся 
в хорошем как качественном, так и количественном 
соответствии друг с другом в достаточно широкой 
области изменения параметра взаимодействия. 

 
Рис. 1. Концентрационная зависимость химического 

потенциала решеточного газа с притяжением  
ближайших соседей на простой кубической  
решетке при θ = 0,10. Каждая группа кривых  

смещена относительно предыдущей на 5 единиц 
вдоль вертикальной оси (первоначальные  

положения кривых соответствуют μ / |J1| ≈ –2,7  
при c = 0,5). Линиями представлены  
результаты КХП, точками – МКМ: 

1 – β|J| = 1,108; 2 – β|J| = 0,933; 3 – β|J| = 0,844;  
4 – β|J| = 0,739; 5 – β|J| = 0,443 

 
Рис. 2. Концентрационная зависимость химического 

потенциала решеточного газа с притяжением  
ближайших соседей на простой кубической решетке 
при θ = 0,10 и β|J| = 1,108. Линией представлены 

результаты КХП, точками – МКМ 

Как и следовало ожидать, при температуре 
ниже критической квазихимическое приближе-
ние дает петлю Ван-дер-Вальса на изотерме 
химического потенциала (рис. 2), что позволяет 
сделать вывод о протекающем в системе при 
этих условиях фазовом переходе первого рода. 

Стандартное построение Максвелла по-
зволяет определять точки фазовых переходов, 
а исчезновение петли Ван-дер-Вальса – кри-
тическую температуру. Построенные указан-
ным образом фазовые диаграммы представ-
лены на рис. 3. 

 
Рис. 3. Фазовая диаграмма решеточного флюида  

с притяжением ближайших соседей  
на простой кубической решетке  
в квазихимическом приближении: 

1 – θ = 0,10; 2 – θ = 0,20; 3 – θ = 0,30 

Определенная указанным образом критиче-
ская температура зависит от числа заблокиро-
ванных узлов линейным образом: 

 
*

1,09 1,136
QChA

C

C

T

T
≅ + θ , (6) 

где TC
QChA – критическая температура в квази-

химическом приближении, TC
* – точное значе-

ние критической температуры для решетки, не 
содержащей заблокированных узлов 
(kBTC

*/|J| = 0,1277). 
Структурные свойства модели могут быть 

рассмотрены путем анализа ее термодинамиче-
ского фактора (3) и корреляционных функций 
g1(1; 1): 

 1 2
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g
c

=  (7) 

где функция F(1; 1) определена соотношением 
(4). Сопоставление результатов КХП и данных 
МКМ для указных величин представлено на 
рис. 4 и 5. 
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Анализ структурных свойств системы пока-
зал, что КХП позволяет корректно определить 
лишь корреляционную функцию для ближай-
ших соседей (см. рис. 4).  

В то же время результаты аналитического 
подхода и данные моделирования для корреля-
ционной функции ближайших соседей заметно 
расходятся даже при относительно высокой 
температуре (кривые 1, 2 и 3 на рис. 5).  

 
Рис. 4. Концентрационная зависимость  

термодинамического фактора решеточного газа  
с притяжением ближайших и отталкиванием  

третьих соседей на треугольной решетке. Линиями 
представлены результаты КХП, точками – МКМ:  

1 – β|J| = 0,844; 2 – β|J| = 0,739; 3 – β|J| = 0,443 

Вместе с тем необходимо отметить, что все 
результаты, приведенные в данной работе, со-
поставляются с данными моделирования при 
одинаковой абсолютной температуре (парамет-
ре взаимодействия). В то же время значение 
критической температуры, полученное в рам-
ках КХП, может заметно отличаться от его ис-
тинного значения. Так, например, в случае ре-
шеточного флюида на ПК-решетке, не содер-
жащей блокированных узлов, такое отличие, 
как следует из соотношения (6), приблизитель-
но равно 9%. Можно ожидать, что при перехо-
де к относительным температурам, измеренным 
в единицах критической, корреляция результа-
тов двух подходов улучшится. 

 
Рис. 5. Концентрационная зависимость  

корреляционной функции ближайших соседей.  
Линиями представлены результаты КХП,  

точками – МКМ: 
1 – β|J| = 0,933; 2 – β|J| = 0,844;  
3 – β|J| = 0,739; 4 – β|J| = 0,443 

Заключение. Подводя итог, можно сделать 
вывод, что ранее предложенное квазихимиче-
ское приближение позволило получить простые 
аналитические выражения для нахождения 
термодинамических и структурных характери-
стик рассматриваемых решеточных систем лю-
бых размерностей.  

Сопоставление полученных с его помощью 
результатов с данными МКМ показало, что оно 
может с успехом использоваться для оценки 
равновесных свойств трехмерных решеток с 
заблокированными узлами, по меньшей мере в 
случае решеточного флюида, не обладающего 
упорядоченной фазой, либо при температурах 
выше критической. 

В целом можно отметить, что качественный 
вид всех рассмотренных зависимостей равно-
весных характеристик решеточного флюида не 
изменяется при переходе к рассмотрению сис-
темы, содержащей блокированные узлы [8]. 

Публикация содержит результаты исследо-
ваний, выполненных при грантовой поддержке 
Министерства образования Беларуси, а также 
научной программы Евросоюза HORIZON-2020 
(проект AMD-734276-CONIN). 
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЗАРЯДА И ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОТЕНЦИАЛА 
В КЕРАМИЧЕСКИХ ЭЛЕКТРОЛИТАХ ПРИ НАЛИЧИИ 

ВНЕШНЕГО ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ 

Рассмотрена квазиодномерная модель легированной разновалентными примесями оксидной 
керамики, содержащей зерно и межзеренные прослойки. Выполнено моделирование распреде-
ления заряда по кинетическому методу Монте-Карло. Моделирование выявило появление двой-
ных электрических слоев на границах межзеренных областей. В равновесном состоянии или при 
слабом внешнем электрическом поле двойные слои появляются на обеих сторонах межзеренной 
области, а при более сильном поле единственный двойной слой образуется избыточными заря-
дами противоположных знаков на границах межзеренной области. Эти локальные отклонения от 
электронейтральности возникают вследствие затрудненного перехода ионов из объема зерен в 
межзеренную область и кулоновского межионного взаимодействия. В свою очередь, эти двой-
ные слои генерируют достаточно сильное электрическое поле, которое проталкивает ионы через 
межзеренную область и в результате подавляет сопротивление межзеренных областей. Все ио-
ны, которые попадают в область двойных слоев, быстро перемещаются через межзеренную об-
ласть в направлении внешнего приложенного поля так, что полное сопротивление системы 
практически полностью определяется сопротивлением объема зерен.  

Ключевые слова: оксидная керамика, межзеренная граница, двойной электрический слой, 
метод Монте-Карло, химический потенциал, электропроводность, коэффициент диффузии, 
плотность распределения заряда.  
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CHARGE AND ELECTRIC POTENTIAL DISTRIBUTION IN CERAMIC  
ELECTROLYTES AT THE EXTERNAL ELECTRIC FIELD PRESENCE 

A simple model of an oxide ceramics doped with aliovalent impurities containing grain and 
intergrain layers is considered. Modeling of the system was performed using the kinetic Monte Carlo 
method. The simulation revealed the appearance of double electric layers at the grain boundaries re-
gions. At the equilibrium state or with a weak external electric field, double layers appear on both sides 
of the grain boundaries region. At the stronger field a single double layer is formed by excess opposite 
charges on the grain boundaries region. These local deviations from electroneutrality arise from the im-
peded transitions of ions from the grain volume into the grain boundaries region and from the Coulomb 
interion interaction. In turn, these double layers produce a sufficiently strong electric field, which push-
es ions through the grain boundaries region and, as a result, suppresses the resistance of the grain 
boundaries. All ions that fall into the region of double layers move rapidly through the grain boundaries 
region in the direction of the external applied field so that the total resistance of the system is almost 
completely determined by the resistance of the grain volume.  

Key words: oxide ceramics, intergrain boundary, electric double layers, Monte Carlo method, 
chemical potential, electrical conductivity, diffusion coefficient, charge density distribution.  

Введение. Широкое использование порта-
тивных химических источников электрической 
энергии различного назначения требует непре-
рывного совершенствования их конструкции, 
повышения эффективности и безопасности их 
работы. Применение во многих современных 
источниках тока жидких электролитов сопря-
жено с опасностью появления их утечек и вос-
пламенения. Переход к электрохимическим 
элементам с твердотельными электролитами 

позволит повысить долговечность, экологич-
ность и безопасность источников энергии [1–3].  

Модель керамического оксидного элек-
тролита с учетом межзеренных прослоек. 
В работе [4] предложена модель стабилизиро-
ванного иттрием диоксида циркония (YSZ), на 
основе которой авторы смогли воспроизвести 
некоторые основные свойства твердооксидных 
топливных элементов. Модель состоит из квази-
одномерной последовательности укрупненных 
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кристаллических ячеек, каждая из которых со-
держит два иона иттрия и, в среднем, одну ней-
тральную вакансию в кислородной подрешетке, 
компенсирующую потерю положительного за-
ряда. Вакансия может обмениваться с двукратно 
заряженным отрицательным ионом кислорода в 
ближайшей ячейке. Таким образом, достаточно 
явно рассмотреть нейтральную вакансию по 
кислороду, дважды заряженный отрицательный 
ион кислорода и компенсирующий дважды за-
ряженный положительный ион на каждую ук-
рупненную ячейку. Остальные ионы кислорода 
и положительные заряды явно могут не учиты-
ваться. В процессе эволюции системы может 
случиться, что две вакансии по кислороду или 
два иона кислорода одновременно окажутся в 
одной укрупненной ячейке. Более сильные 
флуктуации концентрации не учитываются. 
Таким образом, приходим к модели решеточно-
го газа с возможностью двойного заполнения 
ячейки ионами кислорода или вакансиями по 
кислороду (рис. 1).  

 
Рис. 1. Модель решеточного газа  

с возможностью двойного заполнения ячейки 

Фиксированные положительно заряженные 
металлические ионы, обеспечивающие элек-
трическую нейтральность системы, на рисунке 
не показаны. Используемая модель противопо-
ложна обозначениям Крёгера – Винка [5], когда 
положительно заряженные кислородные вакан-
сии движутся на фоне отрицательно заряжен-
ных ионов иттрия, но соответствует той же фи-
зической ситуации и более удобна в интерпре-
тации, так как реально носителями заряда яв-
ляются именно ионы кислорода.  

В модели общее количество ионов кисло-
рода равно числу укрупненных ячеек. Общее 
количество ячеек модели равно L; l << L ячеек 
принадлежат межзеренной области в средней 
части системы. Благодаря возможности двой-
ного заполнения ячейки ионы кислорода могут 
опережать друг друга и, таким образом, не 
возникает известная проблема одномерной 
диффузии [6]. 

Предполагается, что жесткая подсистема 
положительных ионов циркония и иттрия соз-
дает потенциальный рельеф, так что ионы ки-
слорода выполняют термически активирован-
ные прыжки на вакантные позиции в ближай-
шие ячейки решетки, преодолевая потенциаль-
ные барьеры: 

 a g gb ,E E E= +  (1) 

где Eg – потенциальный барьер между узлами 
решетки в объеме зерна, Egb – в межзеренной 
области. Последний может варьироваться в за-
висимости от положения межузельной позиции 
по отношению к границам межзеренной про-
слойки. Возможные модели энергетических 
барьеров показаны на рис. 2. 

 
Рис. 2. Модели энергетических барьеров 

Модель является квазиодномерной. Пред-
полагается, что концентрация ионов и заряд 
равномерно распределены в плоскостях, пер-
пендикулярных оси, направленной вдоль ячеек. 
Плотность заряда определяется соотношением 
σj = –2c(j)e / a2, где c(j) = z(j) – 1, z(j) = 0, 1 или 2 
есть число ионов кислорода в j-й ячейке решет-
ки (число заполнения), е – заряд электрона, с(j) 
характеризует избыточный заряд в j-й ячейке 
решетки, j – номер ячейки и соответствующей 
плоскости. Таким образом, потенциальный 
барьер, который должен преодолеть ион кисло-
рода при переходе из j-й ячейки в ближайшую 
l-ю ячейку, может быть рассчитан следующим 
образом [4]: 

 a a C ,jl jlE E E= +  (2) 

 C s( ) ,jl jl j jE U E E= β + +  (3) 

 2 ,U eEa=  (4) 

 ( ) ( )
1/2

1 ( /2 1)

,
jL

j
i j i L

E E с i с i
−

= + =− −

 
= Δ −  

 
   (5) 

 s ( ( ) 1),jE E z j= Δ −  (6) 

 02 / ( ), 1 / 2,jlE e aΔ = εε β = ±  (7) 

где U учитывает вклад внешнего электрическо-
го поля Е, приложенного к системе, Ej является 
вкладом кулоновского взаимодействия иона 

E

Eg 

Egb 
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кислорода в ячейке j со всеми заряженными 
плоскостями, кроме j, и Esj учитывает взаимо-
действие с ионами в той же плоскости, ε0 – 
электрическая постоянная, ε – диэлектрическая 
проницаемость среды, L – количество ячеек в 
системе. Верхний/нижний знак для коэффици-
ента βjl, учитывающего положение седловой 
точки на поверхности потенциального рельефа 
между узлами ячеек j и l, берется для ионов ки-
слорода, перепрыгивающих в ближайшую пра-
вую/левую ячейку, выбираемую случайным 
образом, как объясняется ниже. 

Алгоритм моделирования. Для моделиро-
вания рассматриваемой системы по методу 
Монте-Карло случайным образом выбирается 
отрицательно заряженный ион, занимающий 
ячейку j. Затем случайным образом определя-
ется направление его возможного перехода. 
Если число заполнения ячейки-приемника k 
оказывается равным 2, то переход считается 
невозможным. Тем не менее, попытка этого 
перехода учитывается. Если число заполнения 
ячейки-приемника равно 0 или 1, то переход 
принимается с вероятностью, определяемой 
соотношением 

 a Bexp( / ).jl jw E k T= −  (8) 

Далее генерируется равномерно распреде-
ленное случайное число pr из диапазона [0; 1], 
которое сопоставляется с wij. Если wij ≥ pr, то 
переход считается произошедшим, если wij < pr, 
то переход отклоняется. Повторение описанной 
процедуры L раз (равному числу частиц) форми-
рует один шаг алгоритма Монте-Карло (МКШ). 

При моделировании использовались перио-
дические граничные условия: частица, поки-
дающая систему через правую границу, появ-
ляется на ее левой стороне, и наоборот, части-
ца, покидающая систему через левую границу, 
появляется справа, сохраняя электрическую 
нейтральность системы и постоянство числа 
подвижных частиц. Числа ионов, проходящих 
через левую и правую границы системы, раз-
личны из-за приложенного внешнего поля. Для 
обеспечения хорошей статистики по обеспече-
нию количества ионов, пересекающих границы 
системы, использовалось достаточно сильное 
внешнее поле E = 106 или 107 В/м, которое, тем 
не менее, с микроскопической точки зрения 
может рассматриваться как слабое. 

Время измерялось в шагах алгоритма Мон-
те-Карло (MКШ). Первые 2 ⋅ 104 MКШ исполь-
зовались для установления равновесного или 
стационарного состояния системы, а по после-
дующим 107 или 108 MКШ выполнялось усред-
нение требуемых характеристик. 

Результаты моделирования. Межзеренная 
область моделируется несколькими ячейками с 

отличающимися энергиями активации мигра-
ции частиц (см. рис. 2). Распределение избы-
точных чисел заполнения ионов кислорода по-
казано на рис. 3 при пяти межзеренных слоях и 
потенциальном рельефе с дополнительной 
энергией активации Egb = 0,3 эВ. Начало коор-
динат расположено в середине межзеренной 
области. Распределение концентрации слегка 
асимметрично из-за приложенного внешнего 
поля. Как видно из рисунка, с обеих сторон 
межзеренной области образуется по двойному 
электрическому слою. 

 
Рис. 3. Распределение концентрации ионов  

кислорода по отношению к электронейтральному 
состоянию (верхняя панель) и электрического  

потенциала (нижняя панель) вблизи межзеренной  
прослойки шириной 5 параметров укрупненной 
кристаллической решетки при E = 106 В/м, 

ε = 200, T = 1000 К, Egb = 0,3 эВ 

Барьер с дополнительной высотой 0,3 эВ 
при Т = 1000 К уменьшает вероятность перехо-
да иона более чем в 30 раз, и можно было ожи-
дать значительное увеличение полного элек-
трического сопротивления системы. Однако не 
наблюдалось существенных изменений чисел 
частиц, пересекающих границы системы в те-
чение одинакового числа MКШ для систем с и 
без межзеренной области. Более того, эти числа 
частиц не зависят от ширины межзеренной об-
ласти, а также от величины дополнительной 
высоты барьера. 

Чтобы понять такое поведение, было рас-
считано распределение локального электриче-
ского поля (нижняя панель рис. 3). Обращает 
на себя внимание большое значение электри-
ческого поля в межзеренной области, вызван-
ное структурами двойного слоя, созданных, в 
свою очередь, межионным кулоновским 

0,4

0,2

0,0

–0,2

–0,4

80

40

0

–40

–80

с

Е

–20        –10          0           10         20 
х 



48 Ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â êåðàìè÷åñêèõ ýëåêòðîëèòàõ 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2017 

взаимодействием. На левой стороне межзерен-
ной области, где концентрация ионов кислорода 
мала, большое электрическое поле компенси-
рует дефицит носителей заряда и поддерживает 
электрический ток, продуцируемый внешним 
полем в объеме зерен. Так как генерируемое 
внутреннее поле, обеспечивающее перенос но-
сителей заряда через межзеренную область, 
является ответом на неоднородности системы, 
можно говорить об определенной ее самоорга-
низации, когда большое межзеренное сопро-
тивление маскируется и не оказывает влияния 
на электрическое сопротивление системы в це-
лом, определяемое его вольтамперной характе-
ристикой. 

 
Рис. 4. Распределение концентрации ионов  

кислорода по отношению к электронейтральному 
состоянию (верхняя панель) и электрического  

потенциала (нижняя панель) вблизи межзеренной 
прослойки шириной 5 параметров укрупненной  
кристаллической решетки при E = 107 В/м,  

ε = 500, T = 1000 К, Egb = 0,2 эВ 

Воздействие внешнего электрического поля 
на распределение заряда в межзеренной области 
отображается асимметрией распределения. Эта 
асимметрия мала, так как внешнее поле в 1 В/мкм 
мало на микроскопическом уровне. При повышен-
ных значениях электрического поля (10 В/мкм) и 
диэлектрической проницаемости (ε = 500), 
уменьшающей эффективность кулоновского 
взаимодействия, влияние внешнего поля пре-
обладает, и распределение заряда становится 
антисимметричным, создающим единственный 
двойной слой (рис. 4). 

Очень большое значение локального элек-
трического поля инициируется по всей межзе-
ренной области, которое обеспечивает эффек-

тивный перенос ионов, доставляемых из объ-
емной части зерна. 

При большем значении энергии активации 
миграции в межзеренной области (Egb = 2 эВ) 
несколько ячеек, примыкающих к левой сторо-
не межзеренной области, становятся почти 
полностью занятыми ионами кислорода, тогда 
как на правой стороне несколько ячеек стано-
вятся почти полностью вакантными, что созда-
ет очень высокое электрическое поле в межзе-
ренной области. Ионы кислорода с левой сто-
роны проталкиваются электрическим полем 
через межзеренную область и выбрасываются в 
объем зерна на правой стороне. Таким образом, 
сопротивление области границ зерен подавля-
ется внутренним электрическим полем, и элек-
трическое сопротивление системы полностью 
определяется сопротивлением объема зерен. 

Заключение. Рассмотрена простая модель 
легированной разновалентными примесями 
оксидной керамики, содержащей зерно и 
межзеренные прослойки, и было выполнено 
моделирование по кинетическому методу 
Монте-Карло. 

Моделирование выявило появление двой-
ных электрических слоев на границах межзе-
ренных областей. В состоянии равновесия или 
при слабом внешнем электрическом поле двой-
ные слои появляются на обеих сторонах межзе-
ренной области, а при более сильном поле 
единственный двойной слой образуется избы-
точными зарядами противоположных знаков на 
границах межзеренной области. Эти локальные 
отклонения от электронейтральности возника-
ют вследствие затрудненного перехода ионов 
из объема зерен в межзеренную область и ку-
лоновского межионного взаимодействия. В свою 
очередь, эти двойные слои производят доста-
точно сильное электрическое поле, которое 
проталкивает ионы через межзеренную об-
ласть и в результате подавляет сопротивление 
межзеренных областей. Все ионы, которые 
попадают в область двойных слоев, быстро 
перемещаются через межзеренную область в 
направлении внешнего приложенного поля 
так, что полное сопротивление системы прак-
тически полностью определяется сопротив-
лением объема зерен. 
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ваний, выполненных при грантовой поддержке 
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Г. С. Бокун1, М. Ф. Головко2, В. С. Вихренко1 

1Белорусский государственный технологический университет 
2Институт физики конденсированных систем НАН Украины (г. Львов, Украина) 

ЭКРАНИРОВАНИЕ КУЛОНОВСКОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ  
В КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ МАТЕРИАЛАХ 

Для описания эффектов экранирования в твердом теле использован метод коллективных пе-
ременных. Куммулянтное разложение по перенормированным майеровским функциям исполь-
зовано для формирования свободной энергии в виде функционала плотности и ячеечных потен-
циалов средних сил. Из условия экстремальности остатка в представлении конфигурационного 
интеграла рядом получена замкнутая система уравнений для расчета потенциалов средних сил. 
Ядра этих уравнений представлены дополнительными корреляторами, учитывающими эффекты 
близко- и дальнодействия. Для вычисления последних осуществлено усреднение гиббсовской 
функции распределения кулоновской системы по базисным состояниям идеального кристалла. 
В результате интегральные уравнения представлены в форме, содержащей экранированные по-
тенциалы. Установлена связь между Фурье-образом экранированных потенциалов и моментами 
одночастичной функции распределения, содержащими потенциалы средних сил. Получено мо-
дифицированное выражение для радиуса Дебая. Рассмотрен переход к решеточной системе.  

Ключевые слова: твердое тело, эффективный потенциал, свободная энергия, радиус Дебая, 
интегральные уравнения, коррелятивные функции, решеточная теория.  

G. S. Bokun1, M. F. Holovko2, V. S. Vikhrenko1  
1Belarusian State Technological University 

2Institute for Condensed Matter Physics of NAS of Ukraine (Lviv, Ukraine) 

SCREENING OF THE COULOMB INTERACTION  
IN CRYSTALLINE MATERIALS 

To describe the screening effects in a solid, the collective variables method is used. The cumulant 
expansion in terms of renormalized Mayer functions was used to represent the free energy in the form 
of a density functional and cell potentials of mean forces. From the condition of extremity of the re-
mainder in the representation of the configuration integral, a closed system of equations for calculating 
the potentials of the mean forces is obtained. The kernels of these equations are represented by addi-
tional correlators that take into account the effects of short and long range interactions. To calculate the 
latter, the Gibbs distribution function of the Coulomb system is averaged over the basis states of an 
ideal crystal. As a result, the integral equations are presented in a form containing screened poten-
tials. A connection is established between the Fourier transform of the screened potentials and the mo-
ments of the one-particle distribution function, which contain potentials of the mean forces. The modi-
fied expression for the Debye radius is obtained. The transition to a lattice system is considered. 

Key words: solid, effective potential, free energy, Debye radius, integral equations, correlative 
functions, lattice theory.  

Введение. Широкое использование керами-
ческих твердотельных материалов в различных 
электрохимических системах, в частности, в 
высокотемпературных топливных элементах [1, 2], 
а также разработка полностью твердотельных 
электрохимических источников тока [3, 4] с 
целью повышения их безопасности путем ис-
ключения из их конструкций жидких электро-
литов и ионных жидкостей, определяют важ-
ность разработки надежных теоретических ме-
тодов описания таких материалов. Одним из 
проблемных факторов, усложняющих их опи-
сание, является наличие дальнодействующих 
межионных кулоновских взаимодействий, тре-
бующих разработки надежных методов учета 
экранирования таких взаимодействий.  

Предложенные ранее подходы к учету как 
дальнодействующих, так и короткодействую-
щих взаимодействий в конденсированных сре-
дах [5] могут быть перенесены на описание 
кристаллических ионных систем и токопрово-
дящих керамик, основные особенности кото-
рых хорошо воспроизводятся решеточной тео-
рией [6], к которой можно при определенных 
аппроксимациях свести метод условных рас-
пределений [7]. Свойства таких систем можно 
передать, совмещая модель идеального кри-
сталла с групповым разложением по перенор-
мированным майеровским функциям, с помо-
щью которых на свойства идеального кристал-
ла накладываются корреляции. Поэтому пред-
ставляется оправданным объединить подходы, 
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разработанные в [5–7], для учета эффектов 
дальнодействия в существенно неоднородных 
средах, к которым и относятся токопроводящие 
керамики, являясь ионными системами. Важной 
здесь является возможность описания фазовых 
переходов, предоставляемая подходом [6, 7], 
дополненная возможностью учета дальнодей-
ствия [5], так как на этих эффектах основана 
работа различных электрохимических систем. 

Конфигурационный интеграл идеального 
кристалла при наличии кулоновских взаи-
модействий. Сначала рассмотрим модель кри-
сталла, когда его объем разбивается на N – по 
числу ионов – молекулярных ячеек, и каждая 
ячейка системы занята одним ионом, и введем в 
рассмотрение базисную систему, определяе-
мую одночастичными потенциалами средних 
сил ( )j iϕ  [6, 7]. Представляя энергию системы 

парными межчастичными взаимодействиями 
( , )i jΦ  и ( , )V i j

 
близко- и дальнодействующих 

потенциалов, соответственно, для частиц в по-
ложениях iq  и jq , представим конфигурацион-

ный интеграл NQ  системы в форме [6] 

0
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0
NQ  – конфигурационный интеграл идеального 

кристалла, выраженный через одночастичные яче-
ечные потенциалы средних сил ( )j iϕ ; ( , )f i j  – 

перенормированная майеровская функция; уг-
ловые скобки 

0
...  означают усреднение по 

равновесным состояниям базисной системы. 
Последующее куммулянтное разложение 

выражения (1) по функциям (2) позволяет запи-
сать с точностью до второго вириального ко-
эффициента 
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Усреднение в соотношениях (3) и (4) осу-
ществляется произведением унарных функций 
распределения 0 ( )F i  и 0 ( )F j  [6, 7]: 

 ( )0
1

1
exp ( )k

ki

F i i
Q ≠

 
= −β ϕ 

 
  . (5) 

Особенностью соотношения (3) (в отличие 
от прежнего результата [6]) является то, что 
дальнодействующая часть взаимодействия в 
выражении (1) выделена в отдельные слагае-
мые. Поэтому перенормированная майеровская 
функция ( , )f i j  модулируется здесь бинарной 

функцией ( , )g i j  системы с кулоновским взаи-
модействием, последовательная схема расчета 
которой разработана в [5]. 

Применяя далее процедуру самосогласован-
ного расчета потенциалов ( )j iϕ  согласно [6], 

приходим к замкнутой системе уравнений вида 
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Система уравнений (6) отличается от ис-
пользованной ранее тем, что ее ядро, помимо 
точечного короткодействующего потенциала, 
содержит бинарную функцию для системы час-
тиц с кулоновским взаимодействием, выраже-
ние для которой имеет вид [5] 

 2 0 0( , ) ( ) ( ) ( , ),F i j F i F j g i j=  
 ( , ) exp( ( , ))g i j u i j= −β , (7) 

где ( , )u i j  – уже не кулоновский, а экраниро-
ванный потенциал, что решает проблему рас-
ходимости интегралов при вычислении свобод-
ной энергии (3) из-за дальнодействия. В ре-
зультате эффекты дальнодействия переносятся, 
в том числе и на перенормировку одночастич-
ных ячеечных потенциалов. 

В выражении (7) выписаны начальные чле-
ны ряда, соответствующие дебаевскому описа-
нию ионных систем. Более полное представле-
ние для соотношения (7) следует при вычисле-
нии функции распределения ( , )g i j  с помощью 
коллективных переменных [5]. Дополнительная 
особенность уравнений в рассматриваемом 
случае состоит в том, что функция ( , )g i j  опре-
деляется усреднением не по состояниям иде-
ального газа, а по состояниям идеального кри-
сталла, поскольку для перенормировки майе-
ровских функций  

 ( )( )( , ) exp , 1f i j i j= −βΦ −  (8) 

в выражении (2) использованы одночастичные 
ячеечные потенциалы. 
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Соответственно ( , ),g i j  например, при i = 1, 
j = 2, определяется выражением, имеющим вид: 

 ( )
3

1

(1,2) ... exp ,
N

N

l mv v

g V l m
< =

 
= −β × 

 
 

 
 ( ) ( ) ( )0 0 03 , 4 ... 3 4...F F F N d d dN× . (9) 

Есть основания полагать, что появление до-
полнительных гауссианов в (9), вносимых 
функциями F0, приведет к улучшению сходи-
мости ряда (7), полученного в рамках метода 
коллективных переменных [5], так как анало-
гичная процедура оказалась успешной при кон-
струировании описания с помощью эффектив-
ного потенциала [8]. 

Кристалл при наличии вакансий. При 
наличии вакансий средние значения чисел за-
полнения ячеек c = N / M < 1, N – число частиц 
в системе, распределенных по M ячейкам. Рас-
четы и окончательные результаты приведем 
для случая, соответствующего однородному 
распределению вакансий по объему системы. 
Используем подход [5], разработанный для 
случая, когда в качестве базисной системы ис-
пользуется система твердых сфер, для усредне-
ния по состояниям идеального кристалла. По-
вторяя процедуры, изложенные в [5], устанав-
ливаем, что все полученные результаты спра-
ведливы и для рассматриваемого случая, так 
что коррелятор  

 ( , ) exp[ ( , )](1 ...)g i j u i j= −β + .  (10) 

Здесь u(i, j) – экранированный кулоновский 
потенциал, Фурье-образ которого имеет вид  

 
2

1 ( )
( )

1 ( ) ( )

a k
u k

N a k m k
=

+
 , (11) 

где a(k) – Фурье-образ кулоновского потенциала 

 2( ) 1/a k k= ; (12) 

2 ( )m k – усредненное по базисному распределе-
нию произведение коллективных переменных 

 2 2 0ˆ ˆ( ) ( , ) ,k km k m k k −≡ − = < ρ ρ >  (13) 

 ,0
1

1
ˆ exp( ) ,

N

k i k
i

ikq N
N =

ρ = − δ  (14) 

где δk,0 – символ Кронеккера. 
В уравнениях (11)–(14) в качестве единицы 

длины используется параметр Бьерума 
2

0/ 4 ,Br e= β πεε  где e – заряд иона, β = 1 / kBT – 
обратная температура, ε и ε0 – диэлектрическая 
и электрическая постоянные, соответственно.  

Рассмотрим последовательно расчет от-
дельных членов, образующихся при подстановке 

соотношения (14) в m2(k1,k2), Поскольку 0ˆ 0,ρ =  
расчеты выполним при (k1,k2) ≠ 0: 

 1 2 0
1

exp( ( ) )
N

i
i

i k k q
=

< + > =   

 1 2 0
1

exp( ( ) ) ( )
l

M
l l l

l

c i k k q F q dq
= ϑ

= + . (15) 

Здесь и далее используются обозначения: 
ql – координата произвольной молекулы, ql – 
фиксированной. 

Учитывая периодичность функции F0(q), 
запишем 

 ,l
l lq R r= +  (16) 

где Rl – радиус-вектор l-го узла решетки, rl от-
считывается от центра l-й ячейки. 

Подставив (16) в (15), получим 

 

1 2 1 2( ) ( )
1 2

1 10

1 1
( ),i i

N M
i k k q i k k R

i l

e e f k k
N M

+ +

= =
= +   (17) 

где 

 0( ) ( ) .l

l

ikr
l lf k e F r dr

ϑ

=   (18) 

Поскольку k в уравнении (17) принадлежит 
первой зоне Бриллюэна, а Rl – вектор основной 
решетки, имеют место условия [9]: 

 ,0
1

,l

M
ikR

k
i

e M
=

= δ  (19) 

 

1 2( )

1 0

1
i

N
i k k q

i

e
N

+

=
=

 

 
1 2 ,0 1 2( ) (0).k k f k k f+= δ + =  (20) 

Действуя аналогичным образом, находим  

 1 2( )

1 0

1
i j

N N
i k q k q

i j i

e
N

+

= ≠
=   

 
1 21 2 ,0 ,0( ) ( ) k kMcf k f k= δ δ −   

 1 2 1 2( ) ( ) ( )c k k f k f k− δ + . (21) 

В результате находим  

 1 22 1 2 ,0 1 2( , ) ( ( )k km k k f k k+= δ + −
 

 1 2( ) ( ))cf k f k−  (22) 

или 

 2 2( , ) ( ) (0) ( ) ( )m k k m k f cf k f k− ≡ = − − . (23) 

Для дальнейшего расчета m2 (k) и описания 
системы в терминах радиуса Дебая рассмотрим 
разложение Фурье-образа одночастичной функ-
ции (18) в ряд по переменной k.  



Ã. Ñ. Áîêóí, Ì. Ô. Ãîëîâêî, Â. Ñ. Âèõðåíêî 53 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2017 

Так как F0(rl) нормирована на единицу и 
симметрична по переменной rl, можно записать  

 2 4( ) 1f k Jk Wk= − + , (24) 

где J и W – второй и четвертый моменты унар-
ной функции распределения, соответственно 

 
2

0

1
( ) ( ) ,

2
l

k l l
v

J l r F r dr= ⋅  (25) 

 
4

0

1
( ) ( )

4!
l

k l l l
v

W l r F r dr= ⋅ , (26) 

где /kl k k=


 – единичный вектор вдоль на-
правления k.  

Разложение (24) позволяет записать  

 2 2
2 ( ) (1 ) (2 (2 ))m k c k c J k W J= − + − + . (27) 

Теперь, подставив (27) и (12) в выражение 
(13), находим, что Фурье-образ экранированно-
го потенциала имеет вид 

 2(1 )
( ) (1 2 )

(1 2 )

c
u k Jc k

Jc

  −= + + −  +  

 

1

4 .
(1 2 )

c
k

c

−


− + α 
  (28) 

Из (28) следует, что при малых значениях k 
можно записать  

 

1

2 (1 )
( ) (1 2 ) .

(1 2 )

c
u k k Jc

Jc

−
  −= + +  +  

  (29) 

Из (29) находим, что радиус Дебая будет 
определяться формулой 

 
3

0
2

1 2
,      

(1 )D D D

hJc
r R R

c c e

εε+= =
− β

, (30) 

где h – параметр решетки. 
Из соотношения (30) следует, что при пре-

дельных значениях c = 0 или 1 Dr → ∞ , и экра-
нирование отсутствует из-за невозможности 
перемешивания частиц по объему системы в 
этих предельных случаях. С другой стороны, 
теория содержит эффекты экранирования при 
переходе к решеточному описанию, когда не 
учитываются колебания частиц относительно 
узлов решетки. Тогда при J = 0, согласно (29), 
находим 

 
2

1
( )

(1 )
u k

k c
β =

+ −
,  (31) 

что позволяет записать 

 
1

( ) exp( ),       b
ij ij

ij D

r c
u r r

r R

−β = −ν ν = ,  (32) 

где rij – расстояние между молекулами в i-й и 
j-й ячейках.  

Для перехода к решеточному описанию 
функции, зависящие от координат, заменяются 
их значениями в узлах решетки. Соответствен-
но интегральные уравнения для потенциалов 
средних сил переходят в алгебраические. При 
записи и решении этих уравнений удобно сис-
тему с вакансиями описывать как двухкомпо-
нентную, обозначая, как и ранее, сорта компо-
нентов греческими буквами. Система уравне-
ний, определяющая потенциалы средних сил, 
имеет такой же вид, как и рассмотренная ранее [6], 

но в данном случае параметры ijW γ  следует за-

менить на произведение ,ij ijW Vγ γ  где  

 exp( ),ij ijW γη γη= −βΦ  exp( )ij ijV uγη γη= −β . (33) 

В свою очередь, 

 ,1 ,1exp( ) .b
ij ij

ij

r
u R

R
γη

γ ηβ = −ν δ δ   (34) 

В формуле (34) Rij – расстояние между цен-
трами i и j ячеек, занятых соответственно час-
тицами γ и η сортов. Величины γ и η принима-
ют значения 1 либо 0, если соответствующий 
узел занят молекулой или вакантен. 

Однако более целесообразно в решеточных 
моделях учесть тепловые колебания частиц 
вблизи узлов кристаллической решетки. Одно-
частичные функции распределения могут быть 
вычислены в рамках других подходов, напри-
мер, на основе метода условных распределений 
[7], и в простейшем случае аппроксимированы 
гауссовыми зависимостями. Поэтому радиус 
экранирования кулоновского потенциала будет 
определяться зависимостью (30), и можно бу-
дет оценить влияние тепловых колебаний час-
тиц на параметры экранирования. С другой 
стороны, при моделировании диффузионных 
процессов по методу Монте-Карло в решеточ-
ном варианте можно будет использовать анали-
тическую оценку экранированного кулоновско-
го взаимодействия, что позволит существенно 
сократить затраты машинного времени на вы-
полнение моделирования. 

Заключение. Схема описания экранирова-
ния взаимодействия в конденсированном со-
стоянии перенесена на согласованный учет 
вкладов от коротко- и дальнодействующих сил 
в твердотельном состоянии вещества. Получена 
замкнутая  система  интегральных  уравнений
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для потенциалов средних сил, определяющих 
коррелятивные функции распределения. Ядра 
этой системы выражаются через точечный ко-
роткодействующий межмолекулярный потен-
циал и экранированный кулоновский потенциал. 
Получены соотношения, связывающие между 
собой Фурье-образ экранированного потенциала 
с Фурье-образом унарной функции распределе-
ния, выраженной через потенциалы средних 
сил, которые замыкают систему интегральных 
уравнений для последних. Выполнено разложе-
ние полученных выражений по волновому век-
тору, что позволило представить экранирова-

ние в дебаевской форме с модифицированным 
соответствующим образом выражением для 
радиуса Дебая.  

Публикация содержит результаты исследо-
ваний, выполненных при грантовой поддержке 
Фонда фундаментальных исследований Бе-
ларуси (конкурсный проект № Ф16К-614) и 
Государственного фонда фундаментальных 
исследований Украины (конкурсный проект 
№ Ф73/113-2017), а также научной программы 
Евросоюза HORIZON-2020 (проект AMD-
734276-CONIN) и Министерства образования 
Беларуси. 
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СТРУКТУРА И ФАЗОВЫЙ СОСТАВ ZrC-Ni-УДА-ПОКРЫТИЙ 
ФРЕЗЕРНОГО ИНСТРУМЕНТА 

Определены параметры синтеза и сформированы комбинированные ZrС-Ni-УДА-покрытия 
на твердосплавных ножах дереворежущего инструмента. ZrС-Ni-УДА-покрытия содержат от-
дельные фазы никеля, Ni-УДА, графитоподобные фазы ультрадисперсных алмазов, а также фазы 
карбида циркония ZrС. Поверхность покрытия неоднородна, содержит поры и включения 
(частицы). Структура нижнего слоя Ni-УДА влияет на морфологию поверхности ZrС-Ni-УДА-
покрытия: отдельные частицы УДА присутствуют в порах комбинированного покрытия. 

Ключевые слова: структура, покрытие, режущий инструмент, ультрадисперсные алмазы, 
никель, карбид циркония. 
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THE STRUCTURE AND PHASE COMPOSITION  
OF ZrC-Ni-UDD-COATINGS OF A MILLING TOOL 

The parameters of the synthesis of combined ZrС-Ni-UDD-coatings have been determined as well as 
the coatings have been formed on hard alloy knives of a woodcutting tool. The ZrC-Ni-UDD-coatings 
consist of separate phases of nickel, Ni-UDD, ultradisperse diamonds phases similar to the graphite phase 
and zirconium carbide ZrC-phase. The surface morphology of the coating shows a pattern with pits, pores, 
and dots (particles). The structure of the bottom layer of Ni-UDD affects the morphology of the surface of 
the ZrC-Ni-UDD coating: separated UDD particles are present in the pores of the combined coating. 

Key words: structure, coating, cutting tool, ultradisperse diamonds, nickel, zirconium carbide. 

Введение. Некоторые традиционные твер-
дые керамики, такие как нитриды, карбиды, 
бориды и оксиды переходных металлов (TiAlN, 
TiC, TiB2 и др.), которые применяются для за-
щиты твердосплавных (на основе карбида 
вольфрама WC, легированного кобальтом) ре-
жущих инструментов от повреждений в раз-
личных областях промышленности, обладая 
повышенной износостойкостью и химической 
стабильностью, не способны сохранять свои 
свойства при тяжелых условиях резания. Срок 
службы твердосплавных инструментов может 
значительно увеличиваться наноструктуриро-
ванными многослойными покрытиями, такими 
как TiCN, TiCrN, AlCrN, TiAlN, CrZrN и др., 
синтезированными методом физического осаж-
дения из паровой фазы с помощью катодно-
дугового испарения (CAE-PVD), и обладающи-
ми превосходными механическими свойствами 
[1–3]. Кроме того, использование ультрадис-
персных алмазов (УДА), получаемых детона-

цией взрывчатых веществ, в качестве компози-
ционного материала в электрохимических и 
химических металл-алмазных покрытиях при-
водит к повышению их износостойкости, суще-
ственной адгезии, значительному снижению 
коэффициента трения [4]. Было доказано, что 
обработка твердосплавных ножей комбиниро-
ванными гальваническим методом и методом 
CAE-PVD обеспечивает увеличение периода 
стойкости срока службы режущих инструмен-
тов с ZrN-Ni-Co-покрытием при фрезеровании 
ламинированных древесно-стружечных плит 
(ЛДСтП) [5]. 

В связи с этим целью данной работы было 
сформировать методами CAE-PVD и электро-
химического осаждения градиентные комбини-
рованные ZrС-Ni-УДА-покрытия на поверхно-
сти твердосплавных лезвий ножей из карбида 
вольфрама WC дереворежущего инструмента 
и исследовать структуру, фазовый и элемент-
ный состав сформированных слоев.  
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Основная часть. Гальванические Ni-УДА 
композиционные электрохимические покрытия 
наносили на подготовленную поверхность лезвий 
твердосплавных ножей фирмы Leitz (Германия) 
на экспериментальной установке с применением 
источника постоянного тока марки HY3005-3 при 
плотностях тока 1–24 А/дм2 в гальваностатиче-
ском и импульсном режимах электролиза из 
электролитов следующих составов: NiSO4 · 7H2O – 
300 г/дм3, NiCl2 · 6H2O – 40 г/дм3, Н3ВО3 – 
30 г/дм3, УДА – 2–5 г/дм3. Кислотность электро-
лита составляла рН = 4,5. В качестве дисперсной 
фазы использовали УДА (ТУ РБ 28619110.001-95), 
являющиеся продуктом детонационного пре-
вращения взрывчатых веществ размером 3–5 нм, 
развитой удельной поверхностью 200–450 м2/г. 
КЭП формировались при температуре 40–50°C 
и постоянном перемешивании электролита-
суспензии для поддержания частиц УДА во 
взвешенном состоянии. Толщина покрытий не 
превышала 10 мкм. 

Ионно-плазменные ZrС-покрытия осажда-
лись методом CAE-PVD на поверхность ножей 
с Ni-УДА-покрытием на установке ВУ-1Б «Бу-
лат» по стандартной методике [6]: с предвари-
тельной обработкой ионами циркония подлож-
ки в вакууме 10–3 Па при потенциале подложки, 
равном –1 кВ, и последующим нанесением по-
крытий при токе горения дуги катода –100 А и 
опорном напряжении, равном –100 В, в атмо-
сфере углеводорода СН4 при давлении 10–1 Па. 
Температура при осаждении соответствовала 
400–450°C. Толщина ZrС-покрытий не превы-
шала 1,5 мкм. 

Фазовый состав полученных покрытий ис-
следовался методом рентгеноструктурного ана-
лиза (РСА) при помощи дифрактометра Ultima IV 
(Rugaku, Япония) в Сu-Kα излучении. 

Морфология поверхности образцов изуча-
лась методами растровой электронной микро-
скопии (РЭМ) и сканирующей электронной 
микроскопии (CЭМ) с использованием микро-
скопа LEO-1455 VP, который также применял-
ся для определения элементного состава полу-
ченных покрытий методами СЭМ и рентгенос-
пектрального микроанализа (РСМА). 

Рентгенограммы ZrС-Ni-УДА-покрытия 
(рис. 1) показывают наличие отдельных фаз ни-
келя, Ni-УДА, графитоподобных фаз ультра-
дисперсных алмазов, а также фазы карбида 
циркония ZrС. Присутствие на рентгенограммах 
при касательных съемках ZrС-Ni-УДА-покрытия 
рефлекса алмаза С (111), характерного для УДА 
порошков, и рефлексов, соответствующих фазам 
ZrС, никеля, свидетельствует о наличии фазы 
Ni-УДА, а также об аморфизации и мелкокри-
сталличности структуры сформированной ZrС-
Ni-УДА-системы. Кроме того, наличие более ин-
тенсивного пика Ni (111) при 2Θ = 44° по сравне-
нию с пиком Ni (200) при 2Θ = 52° является харак-
терным для покрытий, содержащих Ni-УДА [7]. 

РЭМ-снимок поверхности покрытия, пред-
ставленный на рис. 2, показывает типичную 
морфологию для структур, сформированных 
методом CAE-PVD из-за характерной для него 
высокой скорости осаждаемого вещества: на-
личие следов капельной фазы металла (рис. 2, а), 
ям, пор и точек (частиц) (рис. 2, б). 

 

Рис. 1. Рентгенограммы ZrС-Ni-УДА-, Ni-УДА-покрытий 

И
нт
ен
си
вн
ос
ть

, и
м
п.

/с
 

Угол дифракции 2θ, ° 



58 Ñòðóêòóðà è ôàçîâûé ñîñòàâ ZrC-Ni-ÓÄÀ-ïîêðûòèé ôðåçåðíîãî èíñòðóìåíòà 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2017 

  
а б 

Рис. 2. РЭМ-снимки поверхности ZrС-Ni-УДА-покрытия 

Отсутствие никеля в поверхностном слое 
ZrC-Ni-УДА-покрытия согласно данным РСМА 
(таблица) свидетельствует, что слой ZrC плотно 
покрывает Ni-УДА-покрытие и основу. 

СЭМ-исследование поверхности покрытия 
показало (рис. 3), что в порах покрытия присут-
ствуют частицы, содержащие углерод, которые 
не взаимодействуют с цирконием (рис. 3, а, б, в) 
и не являются элементами твердосплавной ос-
новы WC (рис. 3, г). 

Элементный состав поверхности  
ZrС-Ni-УДА-покрытия 

Элемент 
Концентрация, 

вес. % 
Концентрация, 

ат. % 

C 14,88 52,38 

O 3,61 9,54 

Ni 1,13 0,82 

Zr 80,38 37,26 

 
а 

 
б 

 
в 

 
г 

Рис. 3. СЭМ-снимок поверхности покрытия (а), распределение концентрации элементов (Zr, Ni, С) (б)  
и спектр элементного состава (в) при сканировании вдоль линии AB 
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Рис. 4. СЭМ-снимок поверхности покрытия (а), распределение концентрации элементов (Zr, Ni) (б) 
при сканировании вдоль линии AB 

Кроме того, СЭМ-исследование дефекта в 
покрытии (рис. 4) выявило наличие Ni-УДА-
слоя (рис. 4, б). 

Наличие углерода в порах ZrС-Ni-УДА-покры-
тия (рис. 3) объясняется тем, что Ni-УДА-
покрытия имеют характерную структуру, фор-
мируемую кластерами наноалмазов [8]. Частицы 
наноалмазов адгезионно активны и могут фор-
мировать кластеры размером до 10 мкм. В ре-
зультате углерод (наноалмазы) распределяются 
по поверхности Ni-УДА-слоя в виде кластеров. 

Заключение. Комбинированные ZrС-Ni-
УДА-покрытия, осажденные на твердосплав-
ные из карбида вольфрама WC ножи дереворе-
жущего инструмента, обладают мелкокристал-
лической структурой и содержат отдельные 

фазы никеля, Ni-УДА, графитоподобную фазу 
УДА, а также фазу ZrС. Поверхность покрытия 
имеет характерную морфологию для структур, 
сформированных методом CAE-PVD. Структу-
ра нижнего Ni-УДА-слоя влияет на морфоло-
гию поверхности ZrС-Ni-УДА-покрытия: от-
дельные частицы УДА присутствуют в порах 
покрытия. 

Осажденные на твердосплавные ножи дере-
ворежущего фрезерного инструмента ZrС-Ni-
УДА-покрытия благодаря их специфической 
структуре (чередующиеся слои разного состава, 
мелкокристалличность, наличие твердого кар-
бида циркония ZrС) могут быть использованы 
для увеличения периода стойкости инструмен-
та при резании ЛДСтП на станках с ЧПУ. 
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Белорусский государственный технологический университет 

ПРИМЕНЕНИЕ ФУНКЦИЙ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ  
ДВУХУРОВНЕВОГО МОЛЕКУЛЯРНО-СТАТИСТИЧЕСКОГО ПОДХОДА  

ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ РЕШЕТОЧНЫХ БИНАРНЫХ СПЛАВОВ 

В работе используются статистические уравнения и формулы для неоднородных многоком-
понентных систем, полученные в рамках двухуровневого молекулярно-статистического подхо-
да, который базируется на одновременном применении метода коррелятивных функций Боро-
любова – Борна – Грина – Ивона (ББГКИ) и метода условных распределений Ротта, а также ме-
тода термодинамических функционалов плотности. В частности, в развиваемом статистическом 
подходе однокомпонентная система с тепловыми вакансиями рассматривается как гипотетиче-
ская двухкомпонентная, которая состоит из реальных частиц сорта а и фиктивных частиц сорта b. 
Фиктивные частицы используются для учета вкладов от тепловых вакансий в кристаллическом 
состоянии вещества. Выражения для унарной и бинарной функций распределения молекул не-
однородной системы, определяющие ее свободную энергию, в данной работе используются для 
изучения микроструктуры однородной бинарной системы, которая описывается в рамках клас-
сической решеточной модели с парным взаимодействием между атомами сортов а и b. Проведе-
но сопоставление выражения для чисел заполнения в двухуровневом молекулярно-
статистическом подходе с ранее полученными вероятностными функциями, которые описывают 
ближний порядок в решеточных однородных бинарных сплавах с учетом взаимодействия только 
ближайших соседей. 

Ключевые слова: двухуровневый молекулярно-статистический подход, потенциалы сред-
них сил, свободная энергия, числа заполнения, решеточный бинарный сплав, вероятностная 
функция ближнего порядка. 

E. V. Farafontova 
Belarusian State Technological University 

APPLICATION OF FUNCTIONS OF DISTRIBUTION OF SYSTEMS  
IN CASE OF USING TWO-LEVEL MOLECULAR-STATISTICAL APPROACH  

FOR RESEARCHING OF LATTICE BINARY ALLOYS 

In the work statistical equations and formulas for heterogeneous multicomponent systems are used, 
obtained in case of using two-level molecular-statistical approach, which is based on the simultaneous 
application of the Borolyubov-Born-Green-Yvon correlation method (BBGKI) and the Rott method of 
conditional distributions together with thermodynamics density functionals. In particular in developed 
statistical approach one-component system with thermal vacancies is considered as two-component 
one, which consists of real particles of a-type and fictitious particles of b-type. Fictitious particles are 
used for accounting for contributions of thermal vacancies in crystal state of the substance. Expressions 
for unary and binary distribution functions of molecules of one-component homogeneous system with 
vacancies, determining its free energy, in this work are applied for examining of binary alloy, which is 
described in a classical lattice model with pair interaction between atoms of types a and b. The match-
ing of expressions for two-celled occupation numbers of two-level molecular-statistical approach with 
probability functions of close-order in lattice homogeneous binary alloys is made only for conditions of 
close-members interaction. 

Key words: a two-level molecular-statistical approach, average power potential, free energy, occu-
pation numbers, lattice binary alloy, probability function of short-range order. 

Введение. В рамках двухуровневого моле-
кулярно-статистического подхода [1], который 
базируется на одновременном использовании 
метода коррелятивных функций Боголюбова – 
Борна – Грина – Кирквуда – Ивона (ББГКИ) (см., 
например, [2, 3]), метода условных распределе-
ний Л. А. Ротта [4] и метода термодинамиче-
ских функционалов плотности [5, 6], получены 

общие статистические уравнения и формулы, 
описывающие микро- и макроструктуру, а так-
же равновесные термодинамические характе-
ристики неоднородных конденсированных 
многокомпонентных молекулярных систем [1, 
7, 8]. В соответствии с методом условных рас-
пределений весь объем V системы делится на M 
равных микроячеек объемом ω (ω = V / M) так, 
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чтобы число ячеек было больше числа N моле-
кул системы (M > N). Эти ячейки могут быть 
заняты реальными молекулами разных сортов μ 
(μ = a, b,…), либо быть свободными (тепловые 
вакансии в кристаллах), которые в развиваемой 
статистической схеме считаются занятыми 
фиктивными частицами сорта l, невзаимодей-
ствующими между собой и с реальными моле-
кулами (μ и ν = a, b,…, l).  

После обрыва бесконечной цепочки интег-
ро-дифференциальных уравнений [1, 7] на вто-
ром уравнении (приближение бинарных корре-
ляций) получаются приближенные выражения 
для нормированных на единицу унарной 

)(1̂1
μ
iqF


 и бинарной ),(ˆ )1(
11

νμ
ji qqF


 функций рас-

пределения частиц сортов μ и v, которые со-
держат одночастичные потенциалы средних 

сил φik и φjk и парный потенциал μνΦ ij  для двух 

частиц сортов μ и ν, находящихся в двух раз-
ных ячейках с номерами i и j: 
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где μ
iq


 и ν
jq


 – радиус-векторы частиц сортов µ 

и ν, статистически распределенных в ячейках с 
одинаковыми объемами ωi и ωj соответственно 

(ωi = ωj); )( μϕ iik q
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– одночастичный потенциал 
средних сил взаимодействия частицы в ячейке 

ωi ( iiq ω⊂μ ) c частицей, распределенной в ячейке 

ωk, которая с определенной вероятностью может 
оказаться занятой молекулой либо вакантной, а 

потенциал )( νϕ jjk q
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 аналогичен )( μϕ iik q
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; θ = kT – 

приведенная температура; k – постоянная Больц-

мана. Нормирующие множители μ
iQ/1  и μν

ijQ/1  

определяются следующими выражениями: 
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Одночастичные потенциалы φ средних сил 
неоднородной многокомпонентной системы 
находятся из решения замкнутой системы инте-
гральных уравнений [1, 8, 9]: 
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Здесь inμ  – числа заполнения одиночных 
ячеек ωi частицами сорта μ (μ = а, b, …, l), ко-
торые определяют вероятность того, что в 
ячейке объемом ωi статистически распределена 

частица сорта μ; μν
ijn – двухъячеечные числа 

заполнения пар ячеек с номерами i и j, которые 
определяют вероятность того, что частица сор-
та μ находится в ячейке с номером i, а другая 
частица сорта ν находится в ячейке с номером j 
(i, j = 1, 2,…, M). 

Приведенные выше общие статистические 
соотношения в приближении бинарных корре-
ляций использовались ранее для описания 
свойств однокомпонентной системы с учетом 
наличия вакансий в кристаллическом состоя-
нии или исключенного объема во флюидном, 
т. е. жидком и газообразном состояниях [8]. 
Для этого предварительно была выполнена пе-
ренормировка одночастичных потенциалов [9], 
что позволило систему интегральных уравне-
ний (5) привести к виду, удобному для ее чис-
ленного решения методом итераций. В данной 
работе аналогичные преобразования проведены 
для статистического описания бинарной систе-
мы, состоящей из частиц (атомов или молекул) 
сортов a или b и имеющую идеальную кристал-
лическую структуру (без деформаций и вакан-
сий). Для такой системы ранее в работе [10] 
были получены явные выражения для вероят-
ностных функций Pµν (μ, ν = a, b), описываю-
щих ближний порядок в приближении регуляр-
ных твердых растворов, которые широко ис-
пользуются при построении микроскопической 
теории взаимной диффузии в металлах и спла-
вах [10, 11]. Например, функция Раb имеет сле-
дующий вид: 

 (1 ΔΦ )ab a b a bP c c c c /= + θ ,  (6) 

 aa ab aP P c+ = , bb ba bP P c+ = ,  (7) 

 ΔΦ Φ Φ 2Φaa bb ab= + − .  (8) 

Здесь MMc /μμ =  – концентрации атомов 

сортов μ = a, b однородного кристаллического 
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сплава (Mµ – число атомов сорта μ, aM M= +

bM+  – общее число атомов в системе, равное 
числу узлов в решетке), а величина ΔФ опреде-
ляет энергию смешения для твердого бинарно-
го раствора (Есм = ΔФ / 2), Фµν – потенциал 
взаимодействия атомов сортов µ и ν, располо-
женных в ближайших соседних узлах решетки 
(приближение ближайших соседей). 

Выражение для свободной энергии F систе-
мы, как известно из термодинамики, имеет вид 

 ,F U TS= −   (9) 

где U и S – внутренняя энергия и энтропия сис-
темы соответственно. 

В приближении центрального взаимодейст-
вия и при учете взаимодействия только с бли-
жайшими соседями (расположенными на пер-
вой координационной сфере радиуса r) внут-
ренняя энергия U бинарного сплава имеет вид 

 { }1
Φ Φ 2 Φ

2 aa aa bb bb ab abU ZM P P P= + + ,  (10) 

где Z – первое координационное число. 
Энтропия S такой системы представляется в 

виде [10, 11] 

 
≈Δ+= SSS ид  

 ).lnlnln( bbaa MMMMMMk −−≈   (11) 

Здесь Sид – энтропия идеальной бинарной 
системы (сплава), а величина ΔS = 0 для регу-
лярных твердых растворов. 

Поскольку атомы в описываемом прибли-
жении считаются фиксированными в узлах ре-
шетки (решеточная модель), то это означает, 
что амплитуды колебаний атомов малы, т. е. 
функции распределения сильно локализованы 
вблизи узлов и в общих статистических урав-
нениях и формулах (1)–(5) их можно заменить 
на дельта-функции. 

Основная часть. Учитывая вышеизложен-
ное, воспользуемся общим статистическим вы-
ражением для функционала свободной энер-
гии неоднородной двухкомпонентной системы 
частиц сортов a и b, которое получено в рам-
ках двухуровневого молекулярно-статисти-
ческого подхода с учетом вакантных ячеек 
(вакансий): 
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 µ, ν, ε =  а, b, l. (12) 

При описании однородного бездефектного 
бинарного твердого (кристаллического) рас-
твора примем во внимание, что числа заполне-
ния μ

in  и μ
iQ  для частиц сорта µ = а, b не зави-

сят от номеров ячеек ( μ
μ = nni ), а числа 0=l

in , 
т. к. отсутствуют вакансии. В этом случае в 
приближении ближайших соседей выражение (12) 
упрощается и принимает следующий вид: 
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где величины μ
μ ≡ QQi  и μν

μν ≡ QQij  для двух 
ближайших ячеек определяются по формулам (3), 
(4) при μ, ν = а, b, числа заполнения nna =  оп-
ределяют концентрацию частиц сорта а для од-
нородного бинарного кристаллического сплава, 
а двухъячеечные числа nµν заполнения соседних 
пар ближайших ячеек определяются следую-
щими соотношениями [7, 9]: 

 aa abn n n= − , 1bb abn n n= − − ,  

 1ba bbn n n= − − , (14)  

 ( )21 1 11
4

2 ijab a bn A A n n A− − − = − + − + 
 

,  (15) 

 1aa bb ab baA Q Q Q Q= − .  (16) 

Для однородной бинарной решеточной сис-
темы, в которой атомы сортов a и b статистиче-
ски распределены по узлам решетки, величины 

μνQ  удовлетворяют следующим условиям, ко-
торые вытекают из общих выражений (4) после 
усреднения с помощью дельта-функций:  

  Qμν ~
Φ ( 1) (0) ( 1) (0)

exp
Z Z

.μν μ ν+ − φ + − φ 
− θ   

(17) 

В результате бинарный коррелятор А с 
учетом условий (17) для решеточной системы 
в приближении ближайших соседей после 
соответствующих сокращений примет сле-
дующий вид: 

 
Φ Φ 2Φ

exp 1aa bb abA
+ − = − − = θ 

 

 
1

exp ΔΦ 1.
 = − − θ 

  (18) 

Выражение (15) для вероятности nab = nba 
заполнения пар соседних узлов перепишем в 
следующем виде: 
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 { }1
1 1 4

2ab а b
ij

n n n A
A

= − + + .  (19) 

Разложив квадратный корень в выражении 
(19) в ряд Маклорена по Annx ba4= , учтем 
первые три члена этого разложения: 

 
=−++−≈ )4211(

2

1 222 AnnAnn
A

n babaab
 

 .2 22 Annnn baba −=   (20) 

В выражении (18) для коррелятора А разло-
жим экспоненту в ряд Маклорена по θΔΦ= /x , 
и учтем первые два члена: 

 
1 1

1 ΔΦ 1 ΔΦA ≈ − − = −
θ θ

.  (21) 

В результате окончательные выражения для 
вероятностей μνn  заполнения пар соседних уз-
лов примут вид: 

 ( )1 ΔΦab a b a bn n n n n /= + θ ,  (22) 

 aa ab an n n+ = , bb ba bn n n+ = .  (23) 

Полученные в рамках двухуровневого мо-
лекулярно-статистического подхода выражения 
(22), (23) для вероятностей заполнения сосед-
них пар ячеек в случае однородной решеточной 
системы совпадают с соответствующими вы-
ражениями (6), (7) для вероятностных функций 
Рµν двух ближайших узлов в решеточной моде-
ли в приближении взаимодействия только с 
ближайшими соседями. 

Сопоставление термодинамических ха-
рактеристик бинарной системы в развивае-
мом подходе и решеточного бинарного спла-
ва. Проведем сопоставление выражения для 
свободной энергии бинарного бездефектного 
сплава, состоящего из атомов двух сортов а и b 
[10, 11], с аналогичным выражением, получен-
ным в рамках двухуровневого молекулярно-
статистического подхода для однородной сис-
темы без вакансий. Для этого рассмотрим би-
нарный сплав а–b, имеющий идеальную кри-
сталлическую решетку, в которой все M узлов 
заняты атомами. Учтем, что концентрации са и 
сb атомов сорта a и b, соответственно, опреде-
ляются выражениями: 

 a ac M / M= , b bc M / M= , 1a bc c+ = .  (24) 

Выражение (11) для энтропии S регулярно-
го бинарного сплава преобразуем с учетом со-
отношения (24):  

 =−−= ))ln()ln((ln MccMccMkMS bbaa  
 ( )a a b bkM c lnc c lnc= − + .  (25) 

В результате выражение для свободной 
энергии сплава с учетом выражений (9), (10), (25) 
примет следующий вид: 

 ≈−= TSUF  

 
( )1

[ Φ Φ 2 Φ
2 aa aa bb bb ab abM Z P P P≈ + + +

 
 ( ln ln )]a a b bkT c c c c+ + .  (26) 

Для сопоставления выражения (13) для сво-
бодной энергии однородной бинарной системы 
без вакансий, полученного в рамках двухуров-
невого молекулярно-статистического подхода, 
с выражением (26) учтем, что при понижении 
температуры амплитуды колебаний атомов 
вблизи узлов кристаллической решетки умень-
шаются, т. е. функции распределения становят-
ся сильно локализованными вблизи узлов. По-
этому, если соответствующие усреднения вы-
полнить с помощью дельта-функций, то для 
решеточной системы в приближении ближай-
ших соседей получим: 

 aQ ~ exp (0) ,a

Z − φ θ   

 
 bQ ~ exp (0) ,b

Z − φ θ 
  (27) 
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Тогда выражение (13) для свободной энер-
гии однородной бинарной системы примет сле-
дующий вид: 
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Заключение. Можно отметить, что выра-
жение (29) для свободной энергии, полученное 
в развиваемом двухуровневом молекулярно-
статистическом подходе, содержит величину  

 
, ,

1
Δ ln

2

M
ij

ij
j i a b i j

n
S n

n n

μν
μν

μ ν
≠ μ ν=

=   , 

которая для однородного регулярного бинарно-
го сплава равна нулю.  
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СОСТАВ И РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ ПО ГЛУБИНЕ В ПОКРЫТИЯХ, 
ПОЛУЧЕННЫХ ИОННО-АССИСТИРУЕМЫМ ОСАЖДЕНИЕМ ТИТАНА  

И КРЕМНИЯ НА СТАЛЬ МАРКИ 40Х 

На подложки из стали марки 40Х наносились тонкие пленки на основе титана и титана с 
кремнием методом ионно-ассистируемого осаждения в вакууме. Для реализации этого метода 
использовался ионный источник, создающий плазму вакуумного электродугового разряда, в ко-
торой одновременно генерируются положительные ионы и нейтральная фракция из материала 
электродов. Ионно-ассистируемое нанесение покрытий осуществлялось при ускоряющих на-
пряжениях 15 кВ. Плотность ионного тока составляла ∼3−5 мкА/см2, а интегральный поток об-
лучающих ионов (1−6) ⋅ 1016 ион/см2. В рабочей камере в процессе осаждения покрытий под-
держивался вакуум при давлении ~10−2 Па. Для дополнительного контроля элементного состава 
осаждаемого на мишень покрытия использовались образцы-свидетели из бериллия. 

Элементный состав и распределение элементов по глубине в сформированных на стали и 
бериллии покрытиях изучались методом резерфордовского обратного рассеяния ионов гелия в 
сочетании с компьютерным моделированием, методом резонансных ядерных реакций и методом 
резонансного упругого рассеяния ионов гелия. 

Установлено независимыми и взаимодополняющими методами, что в состав покрытий вхо-
дят атомы осаждаемого материала (10−30 ат. %), атомы железа из подложки (20−30 ат. %), ато-
мы технологических примесей кислорода (10−30 ат. %) и углерода (5−10 ат. %). 

Ключевые слова: ионно-ассистируемое осаждение, сталь, тонкие пленки, бериллий, крем-
ний, титан.  
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THE ELEMENTS COMPOSITION AND DISTRIBUTION BY DEPTH  
IN COVERINGS OBTAINED WITH THE USE OF ION-BEAM  

ASSISTED TITANIUM AND SILICON DEPOSITION ON STEEL 40X 

Thin films were applied on steel 40X substrates on the basis of titanium and titanium with silicon 
using the method of the ion-assisted deposition in vacuum. Ion-assisted deposits were prepared using 
15 kV ions irradiation during the deposition on beryllium neutral fraction generated from vacuum arc 
plasma. The density of ionic current at the deposition of the covering has changed in the range of 3 to 5 μA/cm2, 
and the ion flow has changed in the range of 1 ⋅ 1016 to 6 ⋅ 1016 cm–2. The deposition of the covering has 
occurred at the vacuum in the working chamber ~10–2 Pa. For additional control of the elemental com-
position of the coating deposited on the target, beryllium witness samples were used. 

Rutherford back scattering and computer simulation RUMP code, and resonant nuclear reactions, 
and method of resonant elastic scattering of helium ions were applied to investigate the elemental com-
position and distribution of elements along the depth of the formed covering. 

With the help of independent and complementary methods it was found that the covering composi-
tion includes atoms of the deposited material (10–30 at. %), atoms of Fe from the substrate (20–30 at. 
%), atoms of technological impurity oxygen (10–30 at. %) and carbon (5–10 at. %). 

Key words: ion-beam assisted deposition, steel, thin film, beryllium, titanium, silicon. 

Введение. Ионно-ассистируемое осаждение 
покрытий позволяет одновременно в процессе 
осаждения пленки облучать ускоренными ио-
нами поверхность формируемой структуры. 
При таком нанесении покрытий происходит 
перемешивание атомов поверхностного слоя 
мишени с атомами осаждаемого покрытия, в 
результате чего формируется покрытие с высо-

кой степенью адгезии к основе [1–3]. Для реа-
лизации этого метода использовался резонанс-
ный вакуумно-дуговой ионный источник [4]. 
При осаждении элементов из вакуумно-дуговой 
плазмы, в состав покрытия входят технологиче-
ские примеси − кислород и углерод [4–6]. Источ-
ником этих примесей является летучая фракция 
вакуумного масла паромасляного диффузионного 
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насоса, используемого для создания вакуума. 
Для определения элементного состава и рас-
пределения элементов по глубине в сформиро-
ванных структурах используется метод резер-
фордовского обратного рассеяния ионов гелия. 
В ряде случаев, когда подложка состоит из тя-
желых атомов (например, Fe, Mo, W и др.), оп-
ределение и количественный расчет легких 
примесей (С, О) затруднен из-за слабого сигна-
ла от этих элементов на фоне сигнала от под-
ложки. В данной работе для установления со-
держания технологических примесей С и О в 
сформированных покрытиях, использовались, 
помимо резерфордовского обратного рассея-
ния, и другие ядерно-физические методы ис-
следования твердых тел. 

Основная часть. В качестве материала под-
ложки использовалась сталь марки 40Х. Образцы 
для осаждения покрытий были изготовлены в 
виде цилиндров диаметром 12 мм и толщиной 2–
3 мм, которые шлифовались на наждачном круге 
разной зернистости, а затем подвергались поли-
рованию с применением окиси хрома и алмазных 
паст. После полировки образцы отжигались при 
t = 900°С в течение 1,5 ч и охлаждались на 
воздухе. Ионно-ассистируемое осаждение титана 
и титана с кремнием осуществлялось при уско-
ряющем напряжении U = 15 кВ. Плотность ионно-
го тока составляла ∼3–5 мкА/см2, а интегральный 
поток ассистирующих ионов – (1–6) ⋅ 1016 ион/см2. 
В рабочей камере в процессе осаждения под-
держивался вакуум при давлении ~10−2 Па. В экс-
перименте осаждались покрытия одновременно 
на стальные образцы и на образцы-свидетели из 
бериллия. Этот прием в силу малой массы ато-
мов бериллия позволит, применяя метод резер-
фордовского обратного рассеяния, контролиро-
вать состав осажденного на мишень покрытия 
по всем элементам (кроме водорода) [7].  

Изучение элементного состава сформиро-
ванных структур методом резерфордовского 
обратного рассеяния (РОР) ионов гелия прово-
дился при следующих параметрах: энергия ионов 
гелия Е0 = 1,5 МэВ, угол рассеяния θ = 145°, 
угол влёта θ1 = 40° и угол вылета θ2 = 80°. От-
носительная погрешность ε при определении 
слоевого содержания рассеивающих атомов 
составляла порядка 5%. Спектры РОР ионов 
гелия от образца из стали марки 40Х до и после 
ионно-ассистируемого осаждения титана пред-
ставлены на рис. 1. 

На спектре РОР для образца с осажденным 
покрытием наблюдается сдвиг сигнала от ато-
мов железа в сторону меньших номеров кана-
лов. Такой эффект свидетельствует о появле-
нии тонкой пленки на поверхности образцов. 
Этот сдвиг составляет ∼12 каналов, что соот-
ветствует толщине покрытия ∼10–11 нм. Также 

на сигнале от атомов железа наблюдается сту-
пенька, что свидетельствует о наличии в по-
крытии легких примесей. Стрелочками в ин-
тервале 70–100 каналов показаны области вы-
хода обратно рассеянных ионов гелия от ато-
мов углерода и кислорода соответственно. Как 
видно из спектра РОР (рис. 1), достоверно оп-
ределить сигналы от атомов углерода и кисло-
рода не представляется возможным. Для опре-
деления слоевых концентраций этих элементов 
было проведено моделирование эксперимен-
тальных спектров РОР с применением про-
граммы RUMP [8]. Полученные данные об эле-
ментном составе и распределении элементов по 
глубине представлены на рис. 2.  

 

Рис. 1. Спектры РОР ионов гелия от образца  
из стали марки 40Х до и после осаждения титана 

 

Рис. 2. Концентрационные профили распределения 
элементов по глубине в стали марки 40Х  

после осаждения  

Из рис. 2 видно, что в состав осажденного 
покрытия на образец из стали марки 40Х вхо-
дят атомы осажденного металла (титана), ато-
мы кислорода и углерода, а атомы железа – из 
подложки. Максимум профиля распределения 

-10 0 10 20 30 40

-10 0 10 20 30 40

0

20

40

60

80

100

гр
ан
иц
а 
ра
зд
ел
а

 Fe
 Ti
 O
 C

Глубина, нм

50 100 150 200 250
0

500

1000

1500

2000

Fe

Ti

 

Ч
ис
ло

 с
че
то
в,

 и
м
п.

Номер канала

 Ti/сталь 40Х
 сталь 40Х

Ч
ис
ло

 с
че
то
в,

 и
м
п.

 

–10           0          10          20          30          40 

–10           0          10          20          30          40 



68 Ñîñòàâ è ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ ïî ãëóáèíå â ïîêðûòèÿõ, ïîëó÷åííûõ îñàæäåíèåì òèòàíà è êðåìíèÿ 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2017 

титана находится на глубине в области меж-
фазной границы. Пространственное распреде-
ление кислорода имеет явно выраженный мак-
симум на поверхности и не согласуется с глу-
бинным профилем титана. Содержание кисло-
рода в приповерхностной области подложки 
толщиной 10 нм отвечает приблизительному 
составу Ме(Тi,Fe)O2. Распределение углерода 
характеризуется наибольшей концентрацией в 
области покрытия (∼8 ат. %), и последующим 
снижением концентрации в стальной подложке 
до 1 ат. % на глубине 20 нм. 

На рис. 3 представлены спектры РОР ионов 
гелия от образцов-свидетелей из бериллия, сня-
тые до и после ионно-ассистируемого осажде-
ния титана и титана с кремнием.  

 
Рис. 3. Спектры РОР ионов гелия  

от образцов-свидетелей из бериллия, снятые  
до и после осаждения покрытий  

на основе Ti и Ti + Si 

Соответствующие сигналы на спектрах РОР 
от бериллиевых образцов (рис. 3) свидетельствуют 
о том, что осажденные на бериллий покрытия 
содержат атомы материалов основы покрытия 
(Ti, Ti + Si), атомы технологических примесей 
О и С, атомы бериллия из подложки. Этот факт 
косвенно подтверждает данные о наличии в сфор-
мированных на стали марки 40Х покрытиях 
атомов углерода и кислорода, полученные при 
моделировании спектров РОР от стальных образ-
цов с осажденным покрытием (рис. 2). При об-
работке спектров от образцов из бериллия были 
рассчитаны слоевые концентрации элементов 
покрытия. Данные представлены в таблице. 

Из представленных данных следует, что на по-
верхности исходного бериллия содержатся кисло-
род и углерод примерно в равной слоевой концен-
трации, которая составляет (2,4−2,5) ⋅ 1016 ат/см2. 
Поэтому можно считать, что одним из источ-
ников углерода в осаждаемых покрытиях явля-

ется углерод на исходной поверхности матри-
цы, так как его содержание в покрытии по 
сравнению с исходными образцами практиче-
ски не изменяется (таблица). В то же время ус-
тановлено, что содержание кислорода в покры-
тии увеличивается с ростом интегрального по-
тока ассистирующих ионов. Поэтому можно 
считать, что дополнительным источником ки-
слорода в осажденных покрытиях являются ос-
таточные газы в вакуумной камере [4, 6]. 

Слоевые концентрации элементов в покрытиях, 
сформированных на Ве, при различных  

интегральных потоках ассистирующих ионов 

Образец 
Ф,  

1016 см−2 

Слоевые концентрации, 
1016 ат/см2 

С O Si Ti 
Be − 2,5 2,4 − −

Ti/Be 
1,0 2,5 9,1 − 1,1 
2,0 2,6 6,5 − 1,2 
6,0 2,3 5,3 − 2,8 

(Ti + Si)/Be
2,0 2,4 4,9 0,5 0,3 
3,0 2,9 6,8 0,9 0,5 
6,0 2,2 7,1 1,6 0,7 

 
Для непосредственного установления нали-

чия углерода в сформированных покрытиях 
были проведены эксперименты с применением 
метода резонансных ядерных реакций. Для этого 
использовалась резонансная ядерная реакция 
12С(p,γ)13N. Профиль концентрации углерода в мо-
дифицированном образце определялся с помощью 
измерения выхода γ-квантов с энергией 2,36 МэВ 
из резонансной ядерной реакции 12С(p,γ)13N при 
энергии протонов больше 0,4 МэВ.  

Экспериментальные результаты, получен-
ные от образца с осажденным (Тi + Si) покрытием 
на сталь марки 40Х, представлены на рис. 4.  

 
Рис. 4. Концентрационный профиль  

распределения углерода по глубине в стали марки 
40Х после осаждения титана с кремнием 

0 200 400 600 800
0

5

10

15

С
од
ер
ж
ан
ие

 у
гл
ер
од
а,

 а
т.

 %

Глубина, нм

40 80 120 160 200
0

50

100

150

Ti

Si

O

C

Be

 Be
 Ti/Be
 (Ti+Si)/Be

Номер канала

(Ti + Si)/Be 

Ч
ис
ло

 с
че
то
в,

 и
м
п.

 



Â. Â. Òóëüåâ, È. Ñ. Òàøëûêîâ 69 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2017 

Они подтверждают данные моделирования 
RUMP о наличии углерода в покрытии, осаж-
денном на сталь. Причем профиль распределе-
ния углерода по глубине в сформированном 
покрытии, полученный методом резонансных 
ядерных реакций, качественно подобен профи-
лю, полученному моделированием спектра РОР 
(рис. 2). 

Содержание кислорода в покрытии определя-
лось методом резонансного упругого рассеяния 
ионов He на ядрах 

16
О при энергии 3,047 МэВ. 

Эксперимент показал, что слоевая концентрация 
кислорода в покрытии составляет ∼5 · 1016 ат/см2, 
а толщина оксидного слоя ∼5 нм.  

Заключение. Исследования методами ре-
зерфордовского обратного рассеяния ионов ге-
лия в сочетании с компьютерным моделирова-

нием RUMP, резонансных ядерных реакций и 
методом резонансного упругого рассеяния ионов 
He показали, что при нанесении покрытий на ос-
нове титана и титана с кремнием на сталь марки 
40Х методом ионно-ассистируемого осаждения 
при ускоряющей разности потенциалов 15 кВ и 
c интегральными потоками (1–6) ⋅ 1016 ион/cм2, 
формируются тонкопленочные структуры тол-
щиной ∼10 нм, содержащие атомы осаждаемого 
материала Ti и Si, атомы технологических при-
месей С и О, атомы Fе из подложки.  

Установлено независимыми и взаимодопол-
няющими методами, что в состав покрытий вхо-
дят атомы осаждаемого материала (10−30 ат. %), 
атомы Fe из подложки (20−30 ат. %), атомы тех-
нологических примесей кислорода (10−30 ат. %) 
и углерода (5−10 ат. %). 
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УДК 537.633.2 

В. Р. Мадьяров 
Белорусский государственный технологический университет 

БЕСКОНТАКТНЫЕ ИЗМЕРЕНИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ 
ПОЛУПРОВОДНИКОВ В СВЧ-ДИАПАЗОНЕ 

Для исследования электронных свойств полупроводников применяются бесконтактные ме-
тоды на основе зондирования излучением сверхвысоких частот. Во многих бесконтактных мето-
дах определения подвижности или эффективной массы носителей заряда в полупроводниках 
(например, с помощью магнитооптических эффектов) необходимо знать удельную проводи-
мость и диэлектрическую проницаемость образца в постоянном поле или на низких частотах. 
Эти параметры следует измерять, не прибегая к формированию электрических контактов в об-
разце. В данной работе предложена методика определения удельной проводимости и диэлектри-
ческой проницаемости кремниевых пластин с помощью интерферометрических измерений фа-
зового сдвига и коэффициента пропускания зондирующего излучения. Измерения фазового 
сдвига проводились с использованием фазовращателя интерферометра. Удельная проводимость 
определялась по величине коэффициента пропускания излучения с учетом многократных внут-
ренних отражений от граней кристаллического образца. Коэффициенты отражения и затухания 
зондирующего излучения измерялись для двух образцов слаболегированного кремния с различ-
ной толщиной. Из-за конечной проводимости измеренное значение коэффициента отражения 
оказывается несколько выше значения, полученного путем расчета по формуле, обычно приме-
няемой для границы раздела с непроводящей диэлектрической средой. Зависимость коэффици-
ента отражения от температуры близка к линейно возрастающей. Измеренная зависимость 
удельной проводимости от температуры в диапазоне 290–350 К хорошо согласуется с расчетны-
ми данными в предположении больцмановского распределения носителей заряда с учетом внут-
ренних отражений от граней зондируемого образца.  

Ключевые слова: бесконтактные измерения, волны миллиметрового диапазона, удельная 
проводимость, коэффициент пропускания, диэлектрическая проницаемость.  

V. R. Madiarov 
Belarusian State Technological University 

CONTACTLESS MEASUREMENT OF ELECTRIC PARAMETERS  
OF SEMICONDUCTORS IN A MICROWAVE RANGE 

Contactless methods using microwave probing radiation are used to study the electronic properties 
of the semiconductors. In many such methods (for example, using magnetooptic effect) the specific 
conductivity and stationary or low frequency dielectric permeability data of the sample must be known 
to obtain the mobility or effective mass values of the semiconductor charge carriers. These parameters 
must be measured without forming ohmic contacts at the sample. In the present paper the technique is 
proposed to measure the specific conductivity and dielectric permeability of the silicon wafers based on 
the measurements of phase shift and transmission coefficient of the probing radiation. The phase shift has 
been measured using the waveguide phase shifter of the interferometer. Specific conductivity has been ob-
tained by transmission coefficient value of the probing radiation taking into account multiple internal re-
flections from both lateral sides of the crystal sample. The reflection coefficient and attenuation constant 
of probing radiation were measured using two samples of lightly doped silicon of different thickness. Be-
cause of finite conductivity of the sample the measured value of reflection coefficient appears to be slight-
ly above compared to that obtained by calculation using the usual formula for nonconducting dielectric 
medium interface. The dependence of reflection coefficient on temperature is found to be close to the line-
ar. The measured dependence of specific conductivity on temperature in temperatures range between 
290 and 350 K is in good agreement with the data calculated in the assumption of Boltzmann distribu-
tion of charge carriers taking into account multiple internal reflections from lateral sides of the sample.  

Key words: contactless measurements, microwave range, specific conductivity, transmission factor, 
dielectric permeability. 

Введение. Для измерения кинетических па-
раметров полупроводников, таких как время 
жизни и скорость поверхностной рекомбинации 
носителей заряда, применяются бесконтактные 
методы с применением СВЧ-излучения [1, 2]. 

Информацию о подвижности носителей заряда 
и времени релаксации дают методы, основан-
ные на применении магнитооптического эф-
фекта или на определении изменений характери-
стик электромагнитных волн после отражения 
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или прохождения волны через полупроводник. 
Для интерпретации данных таких измерений 
обычно необходимо знать удельную проводи-
мость и диэлектрическую проницаемость ис-
следуемого образца в стационарном поле или 
на частоте зондирующей волны. Эти параметры 
целесообразно измерять, не прибегая к форми-
рованию электродов на поверхности полупро-
водникового образца и не нарушая расположе-
ния образца по отношению к фронту падающей 
волны. В данной работе представлены результа-
ты измерений удельной проводимости, диэлек-
трической проницаемости и коэффициента от-
ражения для образцов n-Si с помощью зонди-
рования излучением СВЧ-диапазона.  

Основная часть. Для определения диэлектри-
ческой проницаемости использовались измерения 
сдвига фазы волны, прошедшей через образец. 
Удельная проводимость определялась из измере-
ний коэффициента пропускания в СВЧ-области.  

Модель, описывающая распространение СВЧ-
волны в полупроводнике с напряженностями 

электрического и магнитного поля E

и ,H


 осно-
вывается на дифференциальных уравнениях, учи-
тывающих токи проводимости и смещения [3]: 

 0
0

( )
rot ,

H
E i H

t

∂ μ
= − = − ωμ

∂

 
 

 0 0rot ,
E

H E i E E
t

∂= εε + σ = ωεε + σ
∂

   
  (1) 

где t – время; μ0 – магнитная постоянная; ω – 
частота зондирующего излучения; ε – диэлек-
трическая проницаемость полупроводниковой 
среды образца; ε0 – электрическая постоянная; 
σ – удельная проводимость.  

Удельная проводимость среды, в которой 
распространяется волна с частотой ω, определя-
ется соотношением, полученным в приближении 
сферических энергетических поверхностей:  

 0
2

,
1 ( )

σ
σ =

+ ωτ
  (2) 

где τ – время релаксации носителей заряда. В об-
ласти частот до ~100 ГГц выполняется условие 
(ωτ)2 << 1. Поэтому в данном диапазоне можно 
пренебречь зависимостью удельной проводимости 
и диэлектрической проницаемости от частоты, а 
поглощение зондирующей волны обусловлено 
главным образом свободными носителями [4].  

В измерениях коэффициента пропускания 
использовался плоский образец, на который 
направлялась волна H10, распространяющаяся в 
прямоугольном металлическом волноводе. Из-
меряемыми параметрами являются изменение 
фазы волны Δϕ, зависящее от ε, и результи-

рующее затухание β при прохождении образца 
толщиной d. Изменение фазы определялось с 
помощью фазовращателя интерферометра, а 
значение β – из измерений коэффициента зату-
хания α. Изменение фазы волны Δϕ и затухание 
волны β выражаются формулами: 

 0( ) ,  .k k d dΔϕ = − β = α   (3) 

В формулах (3) k и k0 – соответственно вол-
новые числа для волны, распространяющейся в 
плече интерферометра, содержащем полупро-
водник, и в свободном плече (где σ ≈ 0). Выра-
жение для постоянной распространения γ, ко-
торое следует из решения уравнений (1), со-
держит комплексную проницаемость ε*: 

 
2

,
2c a

∗ω λ γ = ε −  
 

  (4) 

где λ – длина волны зондирующего излучения; 
a – ширина волновода.  

Для большинства полупроводников (Si, Ge, 
GaAs, CdS и др.) значения ε лежат в пределах 
от 12 до 20, а отношение λ / 2a < 1, так как λ < λс, 
где λс = 2a – критическая длина волны H10. По-
этому можно считать ε >> λ / 2a, а формулу (4) 
можно упростить и после выделения вещест-
венной и мнимой частей γ получить следующие 
соотношения для k и α: 

 ( ),  ( ),
2 2

k F s F s
с с+ −
ω ε ω ε= α =   (5) 

где параметр 1
0( )s −= σ εε ω , c – скорость света в 

вакууме. С учетом первого из соотношений (3) 
формула для фазового сдвига Δϕ волны, про-
шедшей полупроводник толщиной d, примет вид 

 ( )( ) 1 .
2

d
F s

с +
ω εΔϕ = −   (6) 

Из соотношений (5) следует система урав-
нений относительно σ и ε:  

 2 2( ) ( ) 2,  ( ) ( ) . F s F s F s F s s+ − + −− = =  (7) 

Решая систему уравнений (7) и используя 
(6), можно получить соотношения, устанавли-
вающие связь между измеряемыми значениями 
фазового сдвига и коэффициента затухания с 
удельной проводимостью и диэлектрической 
проницаемостью: 

 

2 2
1 2 1
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2 2

c c

d
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  (8) 
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Рис. 1. Схема экспериментальной установки:  

1 – СВЧ-генератор (Г4-142); 2 – разветвитель; 3 – образец; 4 – аттенюатор;  
5 – образцовый фазовращатель; 6 – приемник (термопара); 7 – микровольтметр Ф136 

На рис. 1 представлена схема основных уз-
лов экспериментальной установки.  

Зондирующая волна через волновод пода-
валась в разветвитель, а после него – на секцию 
с образцом и на фазовращатель. Выравнивание 
амплитуд прошедшей волны в обоих плечах 
обеспечивалось с помощью аттенюатора. Про-
шедшее излучение регистрировалось полупро-
водниковой термопарой, подключенной к мик-
ровольтметру Ф136 с предельной чувствитель-
ностью 100 нВ/дел. Значение диэлектрической 
проницаемости рассчитывалось по измеренно-
му фазовому сдвигу Δφ прошедшей волны по 
формулам (8). Значение Δφ определялось по 
шкале фазовращателя при появлении мини-
мального сигнала с детектора. Точность опре-
деления фазового угла составляла около 0,5о. 
Измерения проводились на образце кремния n-
типа толщиной d = 0,5 мм.  

Коэффициент затухания α в формулах (8) 
для однократного прохождения волной образца 
определялся по измеренному значению коэф-
фициента пропускания χ, т. е. отношению ин-
тенсивности зондирующего излучения, про-
шедшего через образец, к интенсивности излу-
чения, падающего на образец: 

 
1 1

ln .
d

α =
χ

  (9) 

Расчет коэффициента пропускания с учетом 
многократных отражений зондирующей волны 
от граней образца приводит к формуле [5]: 

 
2

2

(1 )
,

d de eα −α
− ρχ =

− ρ
  (10) 

где ρ – коэффициент отражения зондирующего 
излучения от поверхности образца. Решая урав-
нение (10) относительно α и учитывая, что для 
полупроводников в области частот 10–100 ГГц 
справедливо неравенство ρ2e–αd << 1, получим:  

 
1

2ln .d
− ρα =
χ

  (11) 

Для определения коэффициентов α и ρ 
применялся дополнительно образец с толщиной 

2d = 1,0 мм. Оба исследуемых образца выреза-
лись из одной заготовки. Для образцов с тол-
щиной d и 2d согласно (11) составим систему 
уравнений относительно коэффициентов α и ρ, 
решение которой дает:  

 
2
1 1

2 1 2

1
1 ,   = ln ,

d

χ χρ = − α
χ χ

  (12) 

где χ1 и χ2 – коэффициенты затухания, изме-
ренные для образцов с толщиной d и 2d, со-
ответственно.  

На рис. 2 представлена зависимость изме-
ренной диэлектрической проницаемости от 
температуры. Значение ε при комнатной темпе-
ратуре согласуется с известными данными для 
кремния (ε = 12,4). Наблюдаемое уменьшение 
диэлектрической проницаемости можно объяс-
нить на основе классической модели электрон-
ного переноса носителей заряда. В приближе-
нии сферических энергетических поверхностей 
диэлектрическая проницаемость в области час-
тот ωτ << 1 определяется выражением  

 
0

,  s

στε = ε −
ε

  (13) 

где εs – диэлектрическая проницаемость образ-
ца в постоянном поле. Слагаемое, содержащее 
произведение (στ) в формуле (13), растет с тем-
пературой. Увеличение удельной проводимости 
с ростом температуры несколько компенсиру-
ется уменьшением времени релаксации.  

 
Рис. 2. Зависимость диэлектрической  
проницаемости n-Si от температуры,  

полученная из измерений фазового сдвига  
на частоте 60 ГГц 
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На рис. 3 приведена зависимость удельной 
проводимости образца от температуры. Значе-
ние σ рассчитывалось по формуле (8) для двух 
значений коэффициента затухания α, получен-
ных для однократного прохождения излучения 
через образец (d = 1,0 мм) по формуле (9), и с 
учетом многократных внутренних отражений, 
рассчитанных с использованием (12).  

 
Рис. 3. Зависимость удельной проводимости n-Si  

от обратной температуры, полученная  
из измерений коэффициента пропускания  
зондирующей волны на частоте 60 ГГц:  
 – данные получены без учета внутренних  

отражений волны от граней образца;  – с учетом 
многократных внутренних отражений; сплошная 

линия – расчет с использованием  
больцмановского распределения 

Данные, полученные с использованием зна-
чений коэффициента затухания, найденного по 
формуле (12) с учетом многократных внутрен-
них отражений, лучше согласуются с темпера-
турной зависимостью, рассчитанной с исполь-
зованием больцмановского распределения по 
формуле 

 1 2 1

2 1 2 2

( )1
ln ln ,

( ) ( )

T T T

T T T T T

σσ = −
σ − σ

  (14) 

где T1 и T2 равны 290 и 350 К, соответственно. 
Коэффициент отражения ρ от обеих крем-

ниевых пластин определялся по формуле (12). 
Зависимость коэффициента ρ от температуры в 
диапазоне 290–350 К на частоте зондирующего 
излучения 60 ГГц близка к линейной (рис. 4).  

Данные, полученные для коэффициента ρ, 
оказываются несколько выше значения, полу-
ченного путем расчета по формуле для отраже-
ния от границы раздела с непроводящей ди-
электрической средой (ρ = 0,31). Для частоты 
60 ГГц наблюдается возрастание ρ с повыше-

нием температуры, которое составляет пример-
но 15%. Такая же зависимость наблюдалась во 
всем исследуемом диапазоне частот (от 50 до 
75 ГГц) и на образце толщиной 1 мм. Анало-
гичное увеличение коэффициента отражения в 
СВЧ-области и его соответствие с теоретиче-
скими оценками концентрации свободных но-
сителей заряда отмечалось в работе [6] для час-
тоты 150 ГГц. Очевидно, что наблюдаемое уве-
личение коэффициента отражения с температу-
рой обусловлено повышением проводимости 
образца.  

 
Рис. 4. Зависимость коэффициента отражения n-Si 

от температуры, полученная из измерений  
коэффициента пропускания на двух образцах  

(частота 60 ГГц, толщина образца 0,5 мм) 

Заключение. Предложена методика изме-
рений удельной проводимости и диэлектриче-
ской проницаемости полупроводников с удель-
ной проводимостью при комнатной температу-
ре около 100 См/м, в основе которой использу-
ется определение коэффициента пропускания и 
сдвига фазы зондирующего излучения в облас-
ти частот 50–70 ГГц. Установлено, что в дан-
ном диапазоне частот на результаты измерений 
удельной проводимости заметно влияют внут-
ренние отражения от граней образца n-Si с 
толщиной порядка 0,5 мм. Измеренные зависи-
мости удельной проводимости и диэлектриче-
ской проницаемости от температуры объясня-
ются классической моделью электронного пе-
реноса в полупроводниках в приближении сфе-
рических энергетических зон. Значения коэф-
фициента отражения от слаболегированных 
кремниевых пластин несколько выше предска-
зываемых по классической формуле для ди-
электрических сред. С повышением температу-
ры коэффициент отражения полупроводнико-
вого образца увеличивается вследствие роста 
его удельной проводимости.  
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ИНФОРМАТИКА И ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ 
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È ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ 

 
 
 
 
УДК 681.53 

Н. М. Олиферович, Д. А. Гринюк, И. О. Оробей 
Белорусский государственный технологический университет 

АЛГОРИТМЫ ГАРМОНИЧЕСКОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ  
ДЛЯ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ  

И ИХ АПРОБАЦИЯ НА ТЕПЛОВОМ ОБЪЕКТЕ 

В статье анализируются возможности использования непрерывной частотной идентифика-
ции технологических объектов. Отмечается, что алгоритмы работы системы идентификации мо-
гут варьироваться в зависимости от скорости изменения параметров динамики объектов управ-
ления. При малых скоростях изменения параметров объекта наиболее стабильно будет давать 
результат решение с использованием многопериодного усреднения.  

В случае, если изменения достаточно быстры, а вычислительные ресурсы микропроцессор-
ной системы управления ограничены, то хорошим решением может быть формирование после-
довательной серии контрольных гармоник. Для данного решения проанализированы различные 
варианты формирования серий и их влияние на точность определения. Доказано, что понижение 
частот контрольных гармоник позволяет уменьшить погрешность идентификации параметров 
объекта. При переходе на новый цикл измерения для самой высокочастотной гармоники требу-
ется выдержка 6–10 периодов для обеспечения доверительности результатов. 

Еще быстрее можно получать данные о параметрах объекта, если формировать воздействие 
ансамбля контрольных гармоник. Для данного подхода предложены алгоритмы использования с 
кратными и некратными периодами. На основании численного моделирования сделан вывод о 
преимуществе использования гармонической идентификации с использованием ансамбля из 
контрольных гармоник с кратными периодами. 

Приведены результаты апробации гармонической идентификации для воздушного теплооб-
менника с использованием метода гармонической идентификации. 

Ключевые слова: объект управления, амплитудно-частотная характеристика, квадратурный 
демодулятор, идентификация, гармоническая идентификация. 

N. M. Oliferovich, D. A. Hryniuk, I. O. Orobei 
Belarusian State Technological University 

HARMONIC IDENTIFICATION ALGORITHMS  
FOR TECHNOLOGICAL OBJECTS AND THEIR APPROBATION  

ON A THERMAL OBJECT 

The possibilities of using continuous frequency identification of technological objects are analyzed 
in the article. It is noted that the algorithms of the identification system can vary depending on the rate 
of change in the parameters of the dynamics of control objects. At low rates of change in the parameters 
of the object, the solution with multiperiod averaging using will be most stable. 

If the changes are fast enough, and the computer power of the microprocessor control system is 
limited, then a formation of series of control harmonics can be a good solution. For this solution, differ-
ent variants of series formation and their influence on the accuracy of the determination are analyzed. It 
is proved that lowering the frequencies of the control harmonics makes it possible to reduce the error in 
identifying object’s parameters. When switching to a new measurement cycle for the highest-frequency 
harmonic, an exposure of 6–10 periods to ensure the confidence of the results is required. 
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It is possible to receive data about the parameters of the object even faster, if the effect of the group 
of control harmonics is formed. For this approach, algorithms for use with multiple and non-multiple 
periods are proposed. On the basis of numerical modeling, the conclusion about the advantage of using 
harmonic identification with using of reference harmonic’s group with multiple periods is made. 

The results of approbation of harmonic identification for air heat exchanger using the method of 
harmonic identification are presented. 

Key words: control object, amplitude-frequency characteristic, quadrature demodulator, identifica-
tion, harmonic identification. 

Введение. При построении систем управле-
ния реальными технологическими процессами 
актуальной является задача идентификации ди-
намики каналов регулирования и возмущения. 
Основные вопросы постановки задачи иденти-
фикации были сформированы в 70-х годах [1].  
С прикладной точки зрения задачей идентифи-
кации является получение параметров модели, 
которая устанавливает связь между основными 
переменными, характеризующими динамические 
и статические свойства объекта управления. Су-
ществует много типов моделей. Для решения во-
просов, связанных с управлением производст-
венным процессом, оператор должен знать пара-
метры модели. Для применения современных 
систем и теории управления необходимо исполь-
зовать математические модели, описывающие 
взаимосвязи между системными переменными в 
терминах разностных или дифференциальных 
уравнений. Идентификация системы (процесса) – 
это область математического моделирования из 
тестовых или экспериментальных данных.  

Основная часть. В работе [2] были показа-
ны существенные преимущества использования 
активной частотной идентификации в сравне-
нии с меандровой в условиях ограничения на 
отклонения выходного параметра. Сравнение 
методов проводилось в условиях вычислитель-
ного эксперимента в пакете MatLab. Частотная 
идентификация была реализована с использо-
ванием нескольких контрольных гармоник 
(КГ), параметры которых выбирались исходя из 
критерия минимизации взаимного влияния КГ 
вследствие прохождения через квантователь. 
Для выделения параметров модели применя-
лось классическое решение – усреднение путем 
использования фильтра низкой частоты с 
большой постоянной времени. Методика, ис-
пользованная в [2], применима для объектов, у 
которых скорость изменения параметров моде-
ли значительно меньше, чем полоса пропуска-
ния усредняющих фильтров. С другой стороны, 
фильтры с большой постоянной времени по-
зволяют нивелировать влияние возмущений на 
объект управления.  

Для объектов с быстрой динамикой надо 
использовать другие подходы. Программируе-
мые логические контроллеры (ПЛК) и другие 
микропроцессорные средства позволяют в пол-

ной мере воспользоваться достоинствами циф-
ровой обработки данных. 

Алгоритмы гармонической идентифика-
ции. Последовательная гармоническая иденти-
фикация (ПГИ). Для объектов со сравнительно 
быстроменяющимися свойствами могут быть 
предложены различные подходы. Ограничение 
на время усреднения не позволяет просто на-
прямую нивелировать влияние одной кон-
трольной гармоники на другую, как это дела-
лось в [2]. Одним из простых решений может 
быть формирование последовательности гар-
моник одной за другой и разделение идентифи-
кации по частоте. Для обеспечения точности 
идентификации и уравнивания влияния кванто-
вателя требуется осуществлять выбор амплиту-
ды на каждой частоте таким образом, чтобы на 
выходе при разных частотах значения амплитуд 
не отличались более чем на 10–15%. 

Это уменьшит требования по вычислитель-
ной мощности для реализации алгоритмов. 
Данное решение легко реализуется с помощью 
ПЛК средней мощности. 

Метод имеет некоторые особенности. При 
переходе с одной частоты на другую будет на-
блюдаться переходной процесс. Для объекта с 
передаточной функцией 
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где T1 и T2 – постоянные времени; p – оператор 
дифференцирования d / dt.  

Расчеты для T1 и T2 со значениями 100 и 500 с 
показали следующую зависимость погрешно-
сти в определении амплитуды на разных пе-
риодах после перестройки частоты (рис. 1–2). 
Для получения графиков использовалось усло-
вие, что значение амплитуды после прохожде-
ния должно оставаться одинаковым.  

Графики показывают, что при использова-
нии данного алгоритма лучше начинать с низ-
кой частоты. Для большинства технологиче-
ских решений определять коэффициент пере-
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дачи можно уже на первом периоде. Наиболь-
шая погрешность наблюдается при кратности 
частот 1,6–1,7. При начале нового цикла изме-
рения амплитуд, фиксировать коэффициент пе-
редачи на наиболее высокочастотной КГ можно 
будет только на 6–9 периоде. 

 
Рис. 1. Зависимость относительной погрешности γ 

от отношения частот до f2 и после f1  
при их ступенчатом повышении  

на разных периодах N определения амплитуды 

 
Рис. 2. Относительная погрешность γ  
от отношения частот до f2 и после f1  

при ступенчатом понижении  
на разных периодах N определения амплитуды 

Произведено моделирование системы с ПГИ 
с повторением после каждого изменения часто-
ты двух (рис. 3) и одного периодов при повыше-
нии частоты и семи периодов перед повышени-
ем. Коэффициент передачи определялся по по-
следнему периоду перед изменением частоты. 
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Рис. 3. Переходной процесс 

 при перестройке частот 

Из-за переходных процессов при перестройке 
частоты относительное отклонение амплитуды и 
фазы от исходного значения на двух периодах 
максимально при переходе от самой высокочас-
тотной к следующей – 0,7%, и менее 0,02% –  
во всех остальных случаях. При одном периоде в 

ССИ погрешность возрастает до 3,6% при пере-
ходе от самой высокочастотной к следующей и 
меньше 1% – во всех остальных случаях. 

Смешанная гармоническая идентификация 
(СГИ). Другим решением будет использование 
процедуры разложения в ряд Фурье для всех 
гармоник по периоду самой медленной. Однако 
следует учитывать, что при выборе контроль-
ных гармоник с некратной частотой для сниже-
ния эффекта квантования потребуется коррек-
тировка результатов на каждом периоде для 
уменьшения влияния одной контрольной гар-
моники на другую.  

Так для объекта второго порядка при ис-
пользовании пяти контрольных гармоник на 
активном изменении амплитудночастотных ха-
рактеристик (АЧХ) погрешность может дости-
гать до 30% (рис. 4). Больше всего этому под-
вержены высокочастотные гармоники. При ус-
реднении по большому количеству тактов 
идентификации значение сходится. Для ниве-
лирования данной погрешности следует рас-
считывать поправочные коэффициенты путем 
одновременного моделирования и разложения. 
Алгоритм работы данной процедуры похож на 
известное решение – управление по модели. 
Другим решением может быть использование 
контрольных гармоник с кратными периодами.  

 
Рис. 4. Вариации амплитуд КГ  

на различных тактах определения  

Постановка вычислительного экспери-
мента. Для сравнения двух последних решений 
произведено моделирование в пакете MatLab 
при работе в одинаковых условиях. Для дина-
мической системы с близкими к тепловому 
объекту свойствами установлено влияние на 
точность определения амплитудно-фазовой 
частотной характеристики (АФЧХ) при различ-
ных значения уровня квантования. Объект иден-
тификации представлял апериодическое звено 
второго порядка с постоянными времени 500 и 
100 с. Соответственно, для первого решения 
(V1) периоды гармоник были A2 = [8784 4184 
1992 1020 460] с, а для варианта два (V2) A1 =  
= [T T/2 T/4 T/8 T/16], где Т – период самой мед-
ленной КГ (рис. 5). Во втором случае фазы КГ бы-
ли различными, соответственно [0, π, π/2, π/4, π/8].  
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Рис. 5. Модельный объект с выбранным КГ 
 
Отличия в фазах контрольных гармоник по-

зволяют исключить большие отклонения при 
идентификации. В вычислительном экспери-
менте это позволяет обеспечивать максимально 
одинаковые условия прохождения сигнала че-
рез квантователь (рис. 6). Амплитуды были по-
добраны с учетом коэффициента передачи объ-
екта, чтобы на выходе они были одинаковыми. 
Уровень квантования Z задавался исходя из 
полного размаха исходного сигнала. 

Моделирование проводилось на протяжении 
20 периодов самой медленной КГ. На каждом пе-
риоде определялись параметры амплитуды и фа-
зы гармоник. Относительная ошибка γ определя-
лась на каждом периоде для объекта с передаточ-
ной функцией (1) как разница между значением 
амплитуды на выходе до и после квантователя, 
отнесенная к истинному. Для вычисления резуль-
тирующего значения γ и дисперсии (рис. 7–10) 
использовалось среднее значение за все периоды, 
за вычетом первого, для исключения влияния пе-
реходных процессов, указанного ранее. 
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Рис. 6. Выходные тренды 
до и после квантователя  

для двух вариантов формирования КГ 

 
Рис. 7. Зависимость γ амплитуды  
от уровня квантования для КГ 

 
Рис. 8. Дисперсия ошибки  

определения амплитуды от уровня квантования 

 
Рис. 9. Зависимость ошибки определения фазы  

от уровня квантования 

 
Рис. 10. Дисперсия ошибки определения фазы  

от уровня квантования  
 
Результаты и обсуждение математиче-

ских экспериментов. Уменьшение количества 
разрядов квантователя на амплитуду сигналов 
приводит к увеличению ошибки. При этом кри-
вые хорошо аппроксимируются функцией вида  

 ( ) ( ).lnexp bZkZ +=γ  (3) 

Это следует учитывать при проведении 
идентификации на реальных объектах. Одним 
вариантом может быть совместное моделирова-
ние с использованием квантователя и учет через 
минимизацию рассогласования. Второй вариант – 
определение коэффициентов k и b заранее.  

Квантование по уровню в меньшей степени 
оказывает влияние на самую высокочастотную 
и низкочастотную КГ. При этом влияние уров-
ня при непропорциональных периодах более 
существенно по сравнению с другими вариан-
тами. Еще больше отличий наблюдается при 
рассмотрении дисперсии отклонений амплиту-
ды и фазы. Отличие в значениях между двумя 
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вариантами достигает нескольких порядков. 
Однако следует отметить, что такие отличия 
наблюдаются только в условиях вычислитель-
ного эксперимента. Шумовые составляющие в 
измерительном тракте, которые всегда присут-
ствуют на реальных объектах, практически 
уравнивают различия между алгоритмами. 

Но в целом, следует констатировать, что 
для практического использования лучше реко-
мендовать контрольные гармоники с пропор-
циональными периодами. 

Проверка на тепловом объекте. Тестиро-
вание метода гармонической идентификации 
предполагалось осуществить на базе учебного 
стенда. Он представляет собой модель воздуш-
ного теплообменника. Выходным параметром 
является температура, а каналом управления – 
изменение расхода воздуха. Для изменения рас-
хода воздуха используется частотный привод. 
Объект обладает нелинейными свойствами как 
по статическому коэффициенту передачи, так и 
по динамическим свойствам. Интеграция систе-
мы управления объектом с пакетом Matlab позво-
лила проводить анализ предложенных алгорит-
мов. Помимо частотной идентификации (рис. 11), 
были проведены измерения путем формирова-
ния меандрового сигнала (рис. 11–13).  
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Рис. 11. Тренд частотной идентификации 
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Рис. 12. Тренд идентификации  
при периоде меандра 8368 с 

В процессе эксперимента стенд подвергался 
неконтролируемым возмущениям: изменение 
гидродинамических и теплофизических пара-
метров воздуха вокруг стенда (отопление, про-
ветривание, изменение погоды).  

 
Рис. 13. Тренд идентификации  
при периоде меандра 14 400 с 

При определении параметров передаточных 
характеристик (1) по тренду (рис. 12) разброс 
значений составил более 40%. Параметры k, T1, 
T2 находились путем минимизации среднеквад-
ратического отклонения экспериментальных 
данных от теоретического. АЧХ передаточных 
функции объекта, которые получены при удли-
нении периода меандра до 14 400 с, представ-
лены на рис. 14. Увеличение длительности пе-
риода переходного процесса позволило умень-
шить разброс параметров передаточной функ-
ции объекта.  
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Рис. 14. АЧХ теплового объекта,  

определенного гармонической идентификацией 
(ГИ) и с помощью меандра (MИ) 

При обработке ГИ доступными были только 
два такта идентификации ввиду ограничения на 
время работы. Как и при МИ, кривая имеет ус-
тойчивый повышающий тренд (рис. 11). Это, 
вместе с помехами, нашло отражение при оп-
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ределении низкочастотных составляющих па-
раметров АЧХ. Высокочастотные КГ, которые 
для разработанного алгоритма имеют много-
кратное усреднение, обладают небольшим раз-
бросом. Низкочастотные составляющие (КГ2 и 
КГ3) имеют максимальное отклонение по от-
ношению к результирующей АЧХ, которое по-
лучено по результатам эксперимента. Резуль-
тирующее АЧХ (рис. 14) получалось, как и для 
МИ, путем минимизации отклонения от задан-
ного вида в соответствии с (1).  

АЧХ ПГИ дали несколько лучшие результа-
ты по низкочастотной части спектра в сравне-
нии с ГИ и значительно худшие для высокочас-
тотной. Доступное время работы эксперимен-

тальной установки позволяло провести только 
один цикл идентификации.  

Следует отметить, что из-за ограничения 
на управляющее воздействие для МИ и ГИ не 
было возможности для обеспечения равноцен-
ных мощностей тестовых сигналов, как это 
было в [2]. 

Заключение. 1. Доработаны и опробованы 
на практике различные алгоритмы гармониче-
ской идентификации, показана их работоспо-
собность. 

2. В случае подверженности объекта влия-
нию помех, сравнимым с периодом самой низ-
кочастотной контрольной гармоники, следует 
увеличивать время идентификации. 
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Белорусский государственный технологический университет 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ АЛГОРИТМОВ АППРОКСИМАЦИИ  
ДЛЯ СГЛАЖИВАНИЯ ТРЕНДОВ ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕЙ 

Статья посвящена вопросам адаптивной фильтрации при измерении сигналов со сложной ди-
намикой. Примерами таких сигналов могут служить: преобразователь измерения скорости капил-
лярного впитывания; величина протечки при диагностике запорной арматуры. Для данных случаев 
предлагается изменять тип сглаживания в зависимости от динамики. Динамика оценивается с по-
мощью аппроксимации текущих значений линейной, параболической или другой зависимостью.  

Представлены результаты математического моделирования работы цифрового фильтра, бе-
гущего среднего, а также сглаживания с помощью линейной и параболической зависимости при 
различных частотах полезного сигнала, проведенного с помощью пакета MatLab. Эффектив-
ность фильтра оценивалась по среднеквадратическому отклонению от исходного синусоидаль-
ного сигнала. Проведенные исследования показали, что применение локальной линейной или 
параболической аппроксимации позволяет существенно улучшить сглаживание. Их использова-
ние также позволяет одновременно следить за динамикой и строить адаптивные схемы; одно-
временно контролировать параметры шума, бороться с импульсными помехами. По результатам 
предложен алгоритм адаптации для измерительного преобразователя впитывания.  

Ключевые слова: адаптивная фильтрация, сглаживание, измерительный преобразователь.  
 

D. A. Hryniuk, I. G. Suhorukova, N. M. Oliferovich 
Belarusian State Technological University 

THE USE OF ALGORITHMIC APPROACHES FOR SMOOTHING  
OF MEASUREMENT INFORMATION 

The article is devoted to adaptive filtering in signal’s with complex dynamics measurement. Exam-
ples of such signals are: the wetting speed of the capillary soaking time converter; the leakage value 
during the stop valve diagnosing. For these cases, it is suggested to change the type of smoothing de-
pending on the dynamics. The dynamics is estimated by approximating current values by linear, para-
bolic or other dependencies. 

The results of mathematical modeling of a digital filter’s operation, a running average filter, and 
smoothing by linear and parabolic dependence at various frequencies of a useful signal, carried out with 
the help of MatLab, are presented. The filter efficiency was estimated from the root-mean-square deviation 
from the original sine signal. The conducted researches have shown, that application of local linear or para-
bolic approximation allows essentially to improve smoothing. Their use also allows to simultaneously moni-
tor the dynamics and build adaptive schemes; one-time to control the noise parameters, to deal with impulse 
noise. Based on the results, an adaptation algorithm for the soaking measuring transducer is proposed.  

Key words: adaptive filtering, smoothing, measuring transducer. 

Введение. На сегодняшний день на практи-
ке применяется ряд устройств, принцип работы 
которых основан на преобразовании физиче-
ских параметров во временные характеристики 
напряжения (тока). Помимо полезного сигнала, 
первичные преобразователи генерируют слу-
чайный. Для его устранения в измерительных 
схемах применяют различные варианты сгла-
живания и фильтрации. 

Существуют два подхода в идентификации 
первичной информации: параметрический и 
непараметрический. Параметрические методы 
основаны на знании с определенной точностью 
модели восстанавливаемой зависимости. Непа-
раметрические методы идентификации не ис-
пользуют такую модель. Другими словами, для 
преобразователей с информативным сигналом 

синусоидальной формы не возникает сложно-
стей с интерпретацией результатов параметри-
ческой и непараметрической фильтрации. Вре-
менной сдвиг в этом случае можно легко учесть. 
При сложных моделях динамики сигнала могут 
возникать погрешности. 

Основная часть. Измерительные преобразо-
ватели скорости капиллярного впитывания [1] и ве-
личины протечки [2] характеризуются сложной 
динамикой. При использовании конструкции из-
мерительного бумажного конденсатора [3] с чере-
дованием металлизированных и неметаллизирован-
ных колец динамика может оказаться еще более 
сложной (рис. 1–2). Также бумага имеет стохасти-
ческий характер расположения каналов движения 
жидкости, и динамику измерительного пре-
образователя впитывания трудно прогнозировать.  
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Одним из эффективных методов непараме-
трической фильтрации может быть метод ло-
кальной аппроксимации (МЛА) [4]. Суть этого 
метода состоит в использовании скользящих 
локально-параметрических моделей. Для обес-
печения максимального качества сглаживания 
требуется определить порядок локальности и 
выбрать локально-параметрическую модель.  

неметал-
лические
зоны

 

Рис. 1. Геометрия измерительного конденсатора 
 

 

t
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C 

а б  
Рис. 2. Динамика изменения емкости 
измерительного преобразователя: 

a – при наличии неметаллических полос разной 
ширины; б – фрагмент вариации динамики около 

полосы от флуктуации фронта пропитки;  
(──) – идеальная динамика;  
(─ ─ ─; - - - - ) – динамика  

при флуктуации фронта пропитки 

Наиболее часто на практике для сглажива-
ния применяются фильтры бегущего среднего и 
низких частот. Практика их реализации хорошо 
отработана. Фильтры бегущего среднего ис-
пользуются как простейшие формулы 
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так и как формулы с весовыми коэффициентами 
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при условии 

 a1 + a2 + ... + aN–1 + aN = N,  
где yi – выход; xi – текущее измерение; N –по-
рядок (диапазон) усреднения. 

Методы локальной аппроксимации могут 
иметь различные варианты весовых функций. 
Однако это сопряжено с большими требова-
ниями по мощности вычислений. Для примене-
ния в автономном режиме в реальном времени 
с невысокими требованиями по мощности, при-
емлемым вариантом является использование 
прямоугольных финитных функций. В качестве 
локальных моделей предлагается использовать 
линейную и квадратичную аппроксимации:  

 y(t) = c1 + c2t; (3) 
 y(t) = d1 + d2t + d3t

2, (4) 

где  
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 wj = (t1)
 j – 1 + (t2)

 j – 1 + ... + (tN) j – 1;  (7) 
 bj = (t1x1)

 j – 1 + (t2 x2)
 j – 1 + ... + (tN xN) j – 1; (8) 

  tk = [0  Δt  2Δt … (N – 2)Δt  (N – 1)Δt ] , (9) 

Δt – время квантования. 
Система уравнений (5)–(6) является резуль-

татом применения метода наименьших квадра-
тов. В отличие от других весовых функций, не 
требует большого количества вычислений. 

Для формирования выходного значения yi 
может быть использовано любое значение t = tS 
в диапазоне аппроксимации [0 (N – 1)Δt]. В за-
висимости от величины N и особенности шу-
мов tk имеет свое оптимальное значение. Про-
веденные исследования показали, что 

 ⏐yi(tS) − yS⏐ (10) 
имеет параболическую зависимость, минимум 
которой находится в первой половине диапазо-
на аппроксимации, где yS – истинное значение 
параметра. При использовании (3) и значении 
tS, равном половине диапазона аппроксимации, 
сглаживание будет соответствовать методу бе-
гущего среднего (2). 

Зачастую после аналогово-цифрового пре-
образователя в измерительных данных вместе с 
шумом первичного преобразователя возникают 
значения с большими отклонениями. Это явля-
ется следствием либо внешних импульсных 
помех, либо наличия паразитивных связей в 
измерительной схеме. Для борьбы с такими яв-
лениями обычно используют медианный 
фильтр и т. д. Путем локальной аппроксимации 
можно также бороться с импульсными помеха-
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ми типа шпоры. Сравнивая величины отклоне-
ния xi … xi–N+1 от результатов аппроксимации с 
некоторыми значениями, можно существенно 
уменьшить влияние данного типа помех на 
сглаживание. Впервые обнаруженные плохие 
значения можно фиксировать и не использовать 
в последующих аппроксимациях.  

Моделирование проводилось с помощью 
математического пакета MatLab. Генерирова-
лись синусоидальный сигнал с разными значе-
ниями частоты [0 0,0001 0,001 0,01 0,05] Гц. 
Значение времени квантования составляло 1 с. 
Первичный сигнал смешивался с шумами раз-
личных типов. Сглаживание проводилось с по-
мощью фильтра бегущего среднего, фильтра 
низких частот, и аппроксимации (3) и (4). В ка-
честве фильтра низких частот (ФНЧ) использо-
вался фильтр Баттерворта 3-го порядка. Частота 
среза для каждого случая определялась отдель-
но путем минимизации среднеквадратического 
отклонения 

 ⏐yi − yS⏐ → min. (12) 

Диапазон для бегущего среднего и аппрок-
симации выбирался из значений N = [3, 5, 9, 11, 
15, 21, 25].  

Некоторые из полученных результатов 
сглаживания различных типов фильтров можно 
видеть на рис. 3–8. На графиках представлены 
варианты работы фильтров с лучшими на-
стройками. Так при минимальной частоте луч-
шие параметры по сглаживанию дает фильтр 
низких частот (рис. 3). 

 
Рис. 3. Сглаживание на частоте 0 Гц для различных 

фильтров при наилучших параметрах: 
1 – линейная аппроксимация; 2 – параболическая 

аппроксимация; 3 – исходные данные;  
4 – бегущего среднего; 5 – фильтр низких частот 

Но при заметной динамике среднеквадрати-
ческое отклонение для параболической аппрок-
симации становится сравнимым с результатом 
фильтра низкой частоты (рис. 4). При дальней-
шем увеличении частоты параболическая ап-
проксимация дает лучшее сглаживание. При 
компенсации временной задержки отличия от 

других вариантов становятся значительными.  
С ростом частоты уменьшается оптимальное 
окно аппроксимации. Результат линейной ап-
проксимации дает лучшие результаты на высо-
ких частотах исследованного диапазона и вы-
соком уровне шумов в измерительном канале.  

 

 
Рис. 4. Сглаживание на частоте 0,0001 Гц  
при высоком (а) и низком (б) уровне шума  

для различных фильтров:  
1 – линейная аппроксимация (N = 15, 25);  

2 – параболическая аппроксимация (N = 25, 15);  
3 – исходные данные;  

4 – бегущего среднего (N = 25); 5 – ФНЧ 

Дисперсия отклонения от синусоидальной 
формы для параболической и линейной ап-
проксимаций имеет меньшее значение, начиная 
с частоты 0,001 Гц. 

При произведении вычислений использо-
вался алгоритм решения системы уравнения с 
помощь метода Гаусса. При его реализации на 
микроконтроллерах следует учитывать сущест-
вующие ограничения при выполнении опера-
ций умножения и деления, которые могут ока-
зывать влияние на точность результатов. 

Автономная работа адаптации предполагает 
проведение постоянных расчетов по линейной 
или параболической аппроксимации. Результа-
ты моделирования показали, что окно аппрок-
симации N не стоит увеличивать более чем 
на 20. Слежение за коэффициентами d2 и с2 по-
зволяет определять текущую динамику и в за-
висимости от этого осуществлять выбор вида и 
параметров сглаживания.  
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Рис. 5. Сглаживание на частоте 0,001 Гц  
при высоком (а) и низком (б) уровне шума  

для различных фильтров:  
1 – линейная аппроксимация (N = 15, 21);  

2 – параболическая аппроксимация (N = 15, 21);  
3 – первичный сигнал; 4 – исходные данные;  

5 – бегущего среднего (N = 15); 6 – ФНЧ 

 

Рис. 6. Сглаживание на частоте 0,01 Гц  
при высоком (а) и низком (б) уровне шума для раз-

личных фильтров:  
1 – линейная аппроксимация (N = 11, 15);  

2 – бегущего среднего (N = 11); 3 – параболическая 
аппроксимация (N = 11, 15); 4 – первичный сигнал;  

5 – исходные данные; 6 – ФНЧ 
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Рис. 7. Сглаживание на частоте 0,05 Гц  

при высоком (а) и низком (б) уровне шума  
для различных фильтров:  

1 – линейная аппроксимация (N = 3, 5); 2 – ФНЧ;  
3 – первичный сигнал; 4 – исходные данные;  

5 – параболическая аппроксимация (N = 9, 11);  
6 – скользящее среднее (N = 5) 
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Рис. 8. Сглаживание на частоте 0,05 Гц  

при низком уровне шума для различных фильтров 
(увеличенный фрагмент):  

1 – линейная аппроксимация (N = 3, 5);  
2 – ФНЧ; 3 – первичный сигнал;  

4 – исходные данные;  
5 – параболическая аппроксимация (N = 9, 11);  

6 – скользящее среднее (N = 5) 

По причине флуктуации параметров d2 и с2 
переход на новый вид или параметры фильтра 
лучше осуществлять с использованием триг-
герных алгоритмов. 

Вычисление величины дисперсии отклоне-
ния значений от аппроксимированных кривых 
не является сложной задачей. Слежение за ней 
позволяет характеризовать текущие параметры 
шумов в измерительном канале. Это позволит 
осуществлять выбор между линейной и квадра-
тичной аппроксимацией и их параметрами.  
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Алгоритм борьбы с импульсными поме-
хами был представлен выше. Данный алго-
ритм хорошо применим для измерительного 
преобразователя скорости капиллярного впи-
тывания. 

Кроме метода наименьших квадратов могут 
быть применены другие функции метода МЛА. 
Использование экспоненциальных и логариф-
мических зависимостей потребует еще большей 
вычислительной мощности. Для уменьшения 
вычислительной мощности может быть исполь-
зована квадратичная или линейная аппрокси-
мация по методу средних. 

Принцип использования расчетных формул 
для проведения вычислений по методу сред-
них не отличается от метода наименьших 
квадратов. Матрицы для вычислений могут 
иметь различный вид. С учетом того, что в 
цифровых системах есть ограничения на вы-
числительную точность, следует рекомендо-
вать разбивать исходные уравнения на при-
близительно равные группы.  

Пусть r, n, m  – натуральные числа, равные 
r ≈ N / 3, n ≈ N / 3, m ≈ N / 3 при r + n + m = N, 
тогда для квадратичной зависимости 
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где 
 ry =1 ;  ny =4 ; my =7 ; (13a) 
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При линейной зависимости 
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где 
 zv =1 ;  zNv −=3 ;  (16a) 
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Значение z должно быть натуральным чис-
лом и равным примерно половине N.  

Заключение. 1. Использование локальной ли-
нейной или параболической аппроксимации по-
зволяет существенно улучшить сглаживание. При 
этом временная задержка контролируется и мо-
жет быть исключена при любой форме сигнала.  

2. Инструмент линейной или параболиче-
ской аппроксимации позволяет одновременно 
следить за динамикой и строить адаптивные 
схемы. 

3. Линейная или параболическая аппрокси-
мации позволяют одновременно контролиро-
вать параметры шума, бороться с импульсными 
помехами. 
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INFORMATION CENTRIC NETWORKING  
FOR WEB-BASED CONTENT DISTRIBUTION AND MANIPULATION  

Modern Internet architecture is based on the model of interaction with the host-center, which was 
convenient at the initial stage of the Internet development. However, today most users are interested in 
receiving (often it is huge amounts) information, regardless of its physical location. This shift paradigm 
in the Internet model, as well as the need to improve security and mobility support, led to a radical revi-
sion of the future Internet architecture. In this connection а lot of researches have appeared. In particu-
lar, these are some models with an information-centric network (ICN) organization. There are a lot of 
open questions in ICN. Some of which are discussed in this article. First, these are the basic functional 
capabilities of ICN architectures. Secondly, it is naming and data routing organization. Thirdly, these 
are issues of security and caching. 

Key words: web-content, Information-Centric networks, architecture, model, naming, routing, 
caching. 

Introduction. At the recent years, the field of 
Internet networking has replenished with a new 
paradigm – Content-Centric (CCN) or Information-
Centric networks (ICN). While the architecture of 
packet-switching networks was based on a host-to-
host communication path, the architecture of the 
ICN is based on making a connection between us-
ers and contents (or information) [1]. The term 
“content” means video, audio, web pages, software 
and the like. In a content-centric information world, 
what the user wants is becoming more important 
than where the server is located. In this case, the 
content becomes the starting point.  Information is 
named, addressed and delivered regardless of location 
(it can be located anywhere in the network [2–6]). 
Instead of host specifying, the information name is 
indicated. As a result of the transformation from the 
host naming model to the information naming 
model, the receiver searches for information (in the 
existing Internet architecture, the sender controls 
the data exchange). In ICN, after sending a request, 
the network is responsible for finding the best 
source that can provide information. So, the infor-
mation routing request seeks the best source of in-
formation based on a location-independent name. 
For example, communication in ICN is initiated by 
receivers that request for Named Data Objects 
(NDOs). The senders, on the other side, provide the 
required NDOs for receivers by means of publishing 
the objects. The ICN can identify the users’ requests 
from any resource having a copy of the object. This 
ability enables caching [2, 7].  

So, the main aims of ICN networking architec-
ture are providing better services regarding content 

distribution, improving mobility of the network, 
while the networks are more resistant against dis-
ruptions and breakdowns [8–9].  

Theoretical base. The related projects with the 
ICN are: Data Oriented Network Architecture 
(DONA) project; Publish-Subscribe Internet Tech-
nology (PURSUIT); Publish-Subscribe Internet 
Routing Paradigm (PSIRP); Scalable and Adaptive 
Internet solutions (SAIL); 4WARD architecture (as 
the ancestor of SAIL); Content Mediator architec-
ture for content-aware networks (COMET); CON-
VERGENCE; Named Data Networking (NDN); 
Content Centric Networking (CCN); Mobility; 
ANR Connect. The above-mentioned projects and 
architectures are still under development, and they 
all share a number of major functionalities. 

DONA is one of the first complete ICN archi-
tectures. Each piece of information (or services) is 
associated with the “principal”. Names consist of a 
cryptographic hash, is flat, self-certifying (they 
allow the subscriber to verify that the received data 
matches the requested name) and uniquely identi-
fying information. Name resolution in DONA is 
provided by specialized logical servers – Resolu-
tion Handlers (RHs) (Fig. 1).  

Publisher (principal) sends a “Register” mes-
sage with the object’s name to its RH, who stores a 
pointer to the principal. The RH then propagates 
registration to the other RHs, following the estab-
lished routing policies. Subscriber sends a “Find” 
message to RH, until a matching registration entry 
is found. When a “Find” message reaches an ap-
propriate publisher, the “Data” can be directly sent 
to the subscriber using IP routing and forwarding 
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(Fig. 1). DONA supports on-path caching via the 
RH infrastructure (data will be cached there). 

 

 
Fig. 1. DONA architecture 

 
NDN provides for the rebuilding of the Internet 

protocol stack. In NDN a “strategy” layer mediates 
between the named “data” layer and the underlying 
network technologies, while a “security” layer ap-
plies security functionalities directly on “named” 
data. Names in NDN are hierarchical and may be 
similar or not to URLs. In NDN subscribers send 
“Interest” messages to request information objects 
which arrive in the form of “Data” messages 
(Fig. 2).  

 

 
Fig. 2. NDN architecture 

 
All messages are forwarded by Content Rout-

ers (CRs). Each “Data” message contains a signa-

ture (name and the information included in the 
message) and information about the public key (to 
produce the signature). This allows any node and 
CRs to verify that the information comes from an 
authorized source. NDN supports on-path caching. 

Information objects in PURSUIT are identified 
by a unique pair of IDs: the “scope” ID (related 
information object) and the “rendezvous” ID 
(identity for a particular piece of information). 
PURSUIT can support both on-path and off-path 
caching and the Packet Level Authentication 
(PLA) technique for encrypting and signing indi-
vidual packets.  

The SAIL architecture combines elements pre-
sent in the NDN and PURSUIT approaches and can 
even operate in a hybrid mode. Information object 
names in SAIL provide structure and can be hierar-
chical, but they do not carry location or organiza-
tional information. Hash values are included in 
names, which allows self-certification. In addition to 
on-path caching at the Content Routers (CRs) SAIL, 
has the deployment of large scale information object 
caching and replication mechanisms. 

The core component of the COMET architec-
ture is a Content Mediation Plane (CMP) which 
mediates between the network providers and the 
information servers. Information names are provid-
ed by a Content Resolution System (CRS) when the 
information is registered by the publishers. COMET 
adopts security techniques from other ICN architec-
tures and on-path and off-path caching. 

In CONVERGENCE object names consist of a 
“namespace ID” and a “name part”, whose format 
is determined by the “namespace ID”. The default 
format of CONVERGENCE names is similar to 
DONA, hierarchical names may also be used as in 
NDN or URLs. Each “Data” message contains a 
digital signature. 

 
Functionalities implementation in ICN architectures 

Functionali-
ties / ICN 

DONA NDN PURSUIT SAIL COMET CONVERGENCE 

Naming Flat Hierarchical Flat/hierarchical Flat Unspecified Flat/hierarchical 

Caching On-path caching at resolu-
tion handlers 
Off-path caching requires 
additional registrations 

On-path caching 
Off-path caching requires additional registrations 

On-path caching at 
content routers 
Offpath caching relies 
on unspecified name 
resolution system 

Mobility Subscriber mobility via new requests Specialized mo-
bility-aware con-
tent routers at 
access network 

Subscriber mobility via 
new requests 

Security Principal is 
hash of pub-
lic key 

Signatures 
included in 
packets 

Packet level 
authentication 
Names can be 
self-certifying 

Names can be 
self-certifying

Unspecified Signatures included in 
objects 

Content 
router 
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router 
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packet 
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Data Interest  
packet 

Interest  
packet 

Router 
 
 

Register 

SubscriberPublisher 

Router 
 
  RH  RH 

Register 

Find 

Find 

Data 
Data 

Data 

Find 

Data 



90 Information centric networking for web-based content distribution and manipulation 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2017 

The ICN architectures have similarities and 
differences, as shown in Table.  

Naming. One of the major characteristics of all 
ICN architectures is the structure of name for a 
content that makes content communicable over the 
network. The common point among all the ICN 
architectures is that the content names are all inde-
pendent of location. On the other side, the point of 
difference among the ICN architectures is that the 
names can be flat or hierarchical; or the names can 
be human-redeable or not [3].  

Name resolution and data routing. The concept 
of name resolution is process of finding a provider 
or source that would be able to supply the request-
ed named information. Data routing includes build-
ing a path from the provider to the requested in-
formation deliver. The major issue here is that 
whether name resolution and data routing are inte-
grated or decoupled. If these two functions are in-
tegrated, the request for information will be routed 
to the information provider first. Then, the provid-
er sends the information to the host asking for in-
formation by going through the reverse path on 
which the request has been forwarded. On the oth-
er hand, the first function that is name resolution 
does not define or limit the path over which the 
data will be delivered from the provider to sub-
scriber [3–4].  

Caching. There is a difference between on-path 
caching and off-path caching. If on-path approach 
for caching is used, the network employs cached 
information as well as the path through which 
name resolution request is delivered. On the other 
hand, the network in off-path caching uses the in-
formation that is cached outside the path. If name 
resolution and data routing are decoupled in the 
ICN architectures, the name resolution system (that 
is responsible for managing caches as normal pub-

lishers of information) must be able to support off-
path caching method. If integrated name resolution 
and data routing are utilized in the network, off-
path caching is needed to be supported by the rout-
ing system [4] Mobility. Mobility of subscriber is a 
matter that is naturally supported by all ICN archi-
tectures. The reason is that mobile subscribers are 
only able to send new information subscriptions 
after a handoff. It is more troublesome to support 
mobility of publisher because if the integrated 
name resolution and data routing is used, the name 
resolution system must be updated; and if the de-
coupled approach is used, the routing tables are 
needed to be updated [5–7]. 

Security. The issue of security is highly in rela-
tion with naming structure. If human-readable 
names are used, an entrusted agent (or a trust asso-
ciation with the name resolution system) is re-
quired to ensure that returned content matches the 
requested name. On the other hand, if flat names 
are used, self-certification is supported. However, 
flat names are no human-readable. As a result, an 
entrusted system is needed to map human-readable 
names into flat one [5–7]. 

Conclusion. In modern Internet architecture, 
there are certain problems that require a funda-
mental rethinking of how the Internet should 
work. Several ICN architectures have already 
been proposed, to address such issues as infor-
mation delivery and mobility support. Although 
the field of ICN-related research is still being 
formed, a set of core ICN functionality has been 
defined, such as naming, name resolution and da-
ta routing, caching, mobility, and security, which 
compared the functionality of ICS projects. Thus, 
ICN is a promising research area that requires 
further research to assess potential benefits and 
productivity. 
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ЗАЩИТА И ПЕРЕДАЧА ТЕКСТОВОЙ ИНФОРМАЦИИ 
НА ОСНОВЕ ИЗМЕНЕНИЯ КЕРНИНГА  

Описан и проанализирован новый метод текстовой стеганографии для скрытой передачи 
данных и охраны прав интеллектуальной собственности на текстовые документы (контейнеры). 
Метод основан на модификации одного из пространственно-геометрических параметров текста-
контейнера – кернинга. Метод предусматривает изменение значения кернинга любых кернинго-
вых пар символов в документе-контейнере. Модификация указанных параметров позволяет оса-
ждать тайное сообщение (авторскую информацию) в процессе прямого стеганографического 
преобразования защищаемого текста-контейнера либо передавать эту информацию по стегока-
налу. В первом случае решается задача защиты права интеллектуальной собственности, во вто-
ром – обеспечения повышенного уровня конфиденциальности передаваемых сообщений между 
абонентами. Учитывая специфическую особенность процессора MS Word, состоящую в том, что 
кернинг применяется к символам, размер (кегль) которых не ниже заданного специальной опци-
ей в диапазоне от 1 до 1638 пт, и такая опция может применяться независимо к любым парам 
знаков и даже единичным знакам текста, предложены два варианта практической реализации 
метода. Метод характеризуется более высокой эффективностью в сравнении с другими метода-
ми текстовой стеганографии. 

Ключевые слова: текстовая стеганография, авторское право, параметры шрифта, кернинг. 
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PROTECTION AND TRANSFER OF TEXT INFORMATION  
ON THE BASIS OF KERNING CHANGING  

A new method of text steganography for hidden data transmission and protection of intellectual prop-
erty rights for text documents (containers) is described and analyzed. The method is based on the modifi-
cation of one of the spatial-geometric parameters of the text-container – kerning. The method involves 
changing of the kerning value of any kerning pairs of characters in the document-container. Modification 
of these parameters allows to embed a secret message (author's information) during the process of direct 
steganographic transformation of the protected text-container or transmit this information by a 
stegochannel. In the first case, the problem of protection of intellectual property rights is solved, in the se-
cond one – ensuring of an increased level of confidentiality of transmitted messages between abonents. 
Considering the specific feature of the MS Word processor, which consists in the fact that kerning is ap-
plied to symbols whose size (font size) is not lower than specified by a special option in the range from  
1 to 1638 pt, and such option can be applied independently to any pairs of characters and even single 
characters of the text, two variants of practical implementation of the method are proposed. The method is 
characterized by a higher efficiency in comparison with other methods of text steganography. 

Key words: text steganography, copyright, font parameters, kerning.  

Введение. Проблема защиты информации и 
защиты авторских прав на текстовые докумен-
ты приобретает все большую актуальность. Ос-
новными объектами авторского права, относя-
щимися к информационным технологиям, в том 
числе издательским, являются: бумажные и 
электронные версии различных текстовых или 
иных документов, базы данных, компьютерные 
программы. Это означает, что объекты интер-
нета также относятся к интеллектуальной соб-
ственности. Среди множества предлагаемых 
методов защиты текстовой информации ни 
один не дает полной гарантии. В последние го-
ды предпринимаются попытки создания инст-

рументов защиты контента от несанкциониро-
ванного использования, особенно через глобаль-
ные информационные сети, на основе стегано-
графии [1–2]. При этом защита или передача 
информации производится путем ее тайного 
размещения (осаждения) в текстовый документ, 
называемый контейнером. Процесс осаждения 
подразумевает изменение одного или несколь-
ких параметров контейнера. В случае решения 
задачи по защите авторских прав именно этот 
документ-контейнер и является объектом ав-
торского права, т. е. объектом защиты. А разме-
щенная в нем информация используется для до-
казательства авторского права.  
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В настоящей статье предлагается и анали-
зируется метод текстовой стеганографии, осно-
ванный на осаждении/извлечении тайной ин-
формации в документ-контейнер путем моди-
фикации кернинга. 

Сущность метода. Для понимания сущно-
сти метода кратко поясним специфику исполь-
зуемого здесь параметра шрифта.  

В текстовых документах встречаются такие 
сочетания знаков, которые образовывают визу-
альные «дыры» либо «сгущения». Например, в 
текстах на основе кириллицы – это такие соче-
тания: ГА, TA, ATA, ЬТ и т. п., на основе лати-
ницы – AY, AV, T, ff, а на основе греческого 
алфавита – ΘΑ, ΔΟ, λκ. Под кернингом обычно 
понимается межсимвольное расстояние между 
отдельными парами символов (именно фактор 
парности отличает кернинг от апроша). Таким 
образом, технология кернинга, появившаяся в 
полиграфии после внедрения фотонабора (а за-
тем и компьютерного набора), включает подбор 
межбуквенных интервалов для конкретных пар 
букв с целью улучшения внешнего вида и удо-
бочитаемости текста. Такой избирательный 
подбор позволяет компенсировать неравномер-
ности визуальной плотности текста, получае-
мой при использовании стандартных апрошей 
для каждой буквы. 

На рис. 1 приведен пример применения 
кернинга для некоторых пар символов. Созда-
ется визуальное впечатление, что промежуток 
между «A» и «W» гораздо больше, чем между 
«W» и «E» (в первом случае), хотя формально 
они одинаковы.  

 

 
Рис. 1. Пример применения кернинга 

 
В данном случае сочетание «AW» как раз и 

является кернинговой парой. После примене-
ния автоматического (во втором случае) и руч-
ного (в третьем случае) кернинга визуальное 
восприятие текста улучшилось. 

С появлением цифрового фотонабора стало 
возможным хранить такие критические сочета-
ния знаков (кернинговые пары) для некоторого 

условного шрифта, общее число которых мы 
обозначим Nk, в памяти компьютера с указани-
ем величины (σ), на которую необходимо сдви-
нуть символы, чтобы визуально выровнять бук-
венные просветы.  

Как правило, текстовые редакторы или про-
цессоры содержат встроенные средства на-
стройки кернинга, которые определяют стан-
дартный межбуквенный интервал для того или 
иного шрифта. При этом σ устанавливается в 
соответствии со значениями из таблицы кер-
нинговых пар, встроенной в вышеуказанный 
файл со шрифтом. Такая настройка позволяет 
выровнять шрифт и является стандартной.  
В некоторых шрифтах сейчас количество пар 
доходит до нескольких тысяч. Считается, что 
для качественного набора достаточно учиты-
вать 300–700 пар [3]. 

Значение кернинга может быть как положи-
тельным (когда знаки раздвигаются, разрежи-
ваются, σ > 0), так и отрицательным (когда 
сдвигаются, σ < 0). Эта величина в программах 
верстки устанавливается в процентах от шири-
ны символа пробела используемого шрифта. 

Кернинг, как параметр, измеряется в тысяч-
ных долях круглой шпации (Em) – единицы из-
мерения, которая определяется относительно те-
кущего размера шрифта и равна ширине симво-
ла «М». Например, для шрифта размером 6 пунк-
тов одна круглая шпация равна 6 пунктам, а для 
шрифта размером 10 пунктов – 10 пунктам. Та-
ким образом, размер кернинга σ строго про-
порционален текущему размеру шрифта. Сдви-
ги букв относительно автоматически установ-
ленного межсимвольного расстояния (измеряе-
мого, например, апрошем) можно производить 
с различным шагом: от 0,01 до 0,04 величины 
Em, в зависимости от нужной точности. 

На основе анализа общих принципов зада-
ния размера кернинга и управления этим раз-
мером, предлагаемый метод основывается на 
принудительном применении кернинга, не за-
висящем от установок параметров текста-кон-
тейнера, созданных средствами текстового про-
цессора или иного специализированного тек-
стового редактора. Здесь есть одна важная осо-
бенность. Изменять значения кернинга можно 
лишь в программах верстки (например, таких, 
как InDesign) или в программах, предназначен-
ных для работы с векторной или растровой 
графикой (например, CorelDraw, Photoshop).  
В текстовом процессоре MS Word значения 
кернинга автоматически установлены в табли-
цах кернинговых пар каждого шрифта, доступа 
к которым нет.  

Поскольку нас в большей степени интере-
сует MS Word, как основная среда работы с 
текстовыми документами, и возможности мо-

Без кернинга 

Автоматический кернинг 

Ручной кернинг 
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дификации кернинга значительно ограничены, 
наш дальнейший анализ будет привязан именно 
к MS Word. Здесь возможности пользователя 
практически связаны лишь с указанием мини-
мального размера шрифта, для которого можно 
применять кернинг. Это означает, что, если 
текст набран на основе шрифта размером, на-
пример, 14 пт, а мы в специальной опции 
(Главная/Шрифт) установили минимальный 
размер в 15 пт, при котором будет выполняться 
кернинг (см. поясняющую иллюстрацию на 
рис. 2), то для нашего текста эта процедура не 
будет выполнена. 

 

 

Рис. 2. Пример установки параметров 
для применения кернинга в MS Word 

 
Таким образом, предлагаемый метод может 

быть интерпретирован так, что само значение 
кернинга мы программно не изменяем, а изме-
няем лишь размер символов, к которым будет 
применен кернинг в результате осаждения сек-
ретной информации. 

Следует принять во внимание также сле-
дующую важную особенность. Текстовый про-
цессор MS Word позволяет изменять параметры 
кернинга для знаков определенного размера. 
Размер символов, к которым может быть при-
меним кернинг, должен быть в диапазоне меж-
ду 1 и 1638 пт; в частном случае этот размер 
может быть указан в последней строке окна на 
рис. 2 (а сам размер шрифта можно устанавли-
вать с точностью до 0,5 пт). Исходя из приве-
денных возможностей и ограничений, предла-
гается реализация стеганографического метода 
в двух вариантах. 

Вариант 1. Предполагает осаждение в одной 
кернинговой паре одного бита сообщения Мi, 
переведенного в двоичный вид при соответст-
вующем объеме N2c: например, «0», если кер-
нинг для этой пары не применяется, и «1» – 
если применяется. Идея основывается на том, 
что автоматическое установление кернинга 
приводит к изменению определенного меж-
символьного расстояния на величину Δσ для 
шрифта с установленным размером (кеглем) 
Em (например, 14,5 пт; см. опцию на рис. 2) не 
будет применяться процессором по отноше-
нию к любым парам символов меньшего раз-

мера (Em – (ΔEm)). Таким уменьшенным разме-
ром шрифта будет написан текст Мi (например, 
это будет размер 14 пт). Отклонение размера в 
0,5 практически визуально не заметно (сред-
няя часть – «аметн» – последнего слова набрана 
размером 14,5 пт, основной текст – 14 пт; здесь 
ΔEm = 0,5 пт). Приведенный простой пример оз-
начает, что если мы устанавливаем в соответст-
вии с рис. 2 кернинг для знаков размером 14,5 
пт, то эта операция не будет распространяться 
на основной текст. 

Отклонение размера (Em)t некоторой t-й кер-
нинговой пары символов на величину ΔEm от 
установленной Em означает, что в ней осажден 
«0» (кернинга нет) и «1» – в противном случае: 

Δσt = 0; при Em – (Em)t = ΔEm,           (1) 

Δσt ≠ 0; при Em – (Em)t = 0,            (2) 

где t = 1, 2,…, Zk, Zk – количество кернинговых 
пар в документе-контейнере. 

Таким образом, для данного метода стега-
нографические ключи [4] определяют методы 
выбора очередности кернинговых пар символов 
текста-контейнера и метод применения либо 
неприменения кернинга для выбранной пары 
символов.  

Легко заметить, что максимальный объем 
(бит) осажденного сообщения в анализируемом 
варианте не может превысить число выявлен-
ных кернинговых пар в тексте-контейнере Zk. 

Вариант 2. Отличается от предыдущего ва-
рианта методом кодирования осаждаемого со-
общения. С учетом того, что, как отмечено вы-
ше, размер символов, к которым может быть 
применим кернинг, должен быть в диапазоне 
между 1 и 1638 пт, наша идея основывается на 
том, что сам факт применения или непримене-
ния кернинга значения не имеет, как не имеет 
значения и размер шрифта документа. Имеет 
значение лишь указанный для произвольной 
(t-й) кернинговой пары текста-контейнера па-
раметр (Em)t, который может выбираться из 
указанного диапазона.  

Такой «индивидуальный подход» применен 
для примера к следующей последовательности 
символов «ГАTAATAЬТ»: для первых двух 
символов Em = 11 пт, для двух последующих  
Em = 72 пт, для 5–7 символов Em = 1000 пт, для 
двух последних Em = 1 пт. Понятно, что собст-
венно кернинг применен к двум первым и двум 
последним символам. 

Принимая во внимание число 1638 (макси-
мально возможное значение Em), отмечаем, что 
достаточно просто в любой кернинговой паре 
осаждать до 10 бит сообщения Мi; для этого 
нам достаточно иметь и Emmax = 1024 пт. Таким 
образом, по определению данный вариант, с 
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точки зрения информативности, на порядок 
превышает предыдущий. Исходя из этого, зна-
чению (Еm)t = 1 пт может соответствовать оса-
ждаемая последовательность 0000000001, а 
(Еm)t = 15 пт – 0000001111 и т. д. 

Как видно из выполненного анализа, пред-
лагаемый метод по уровню сложности алго-
ритма его реализации сопоставим с известными 
алгоритмами текстовой стеганографии, напри-
мер, Line-Shift Сoding или Word-Shift Сoding. 

Если выполняется условие Zk ≥ Nc, где Nc – 
число символов в исходном сообщении Мi, и, 
если исходное сообщение не подвергается до-
полнительным преобразованиям, то целесообраз-
но принять Еmmax = 28 = 256 пт, что даст возмож-
ность осаждать в любой кернинговой паре по 
одному символу (в кодах ASCII) сообщения Мi.  

В других случаях нужно предусматривать 
возможность удлинения последней осаждаемой 
последовательности до стандартного размера 
(например, 10 бит). 

Заключение. Предложенный и проанали-
зированный на примерах метод тайной переда-
чи информации в тексте-контейре или защиты 
авторского права на этот текстовый документ 
основан на реализации текстовой стеганогра-
фии путем изменения такого пространственно-
геометрического параметра текста-контейнера, 
как кернинг. По уровню сложности сопоставим 
с методами на основе модификации между-
строчного интервала (Line-Shift Сoding) и про-
бельного расстояния между словами (Word-
Shift Сoding), если принять, что в последних 
может применяться псевдослучайный выбор 
модифицируемых элементов.  

Вместе с тем, предлагаемый метод характе-
ризуется большей эффективностью, поскольку 
число символов и их кернинговых пар в текстах 
всегда значительно превышает число строк или 
число слов. Необходимо также отметить, что 
стегознаками являются все символы документа, 
в том числе специальные знаки и символы.  
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПРИНЦИПОВ ЮЗАБИЛИТИ  
ДЛЯ ОПТИМИЗАЦИИ ПРОЦЕССА ВОСПРИЯТИЯ  

ЭКРАННОГО ПРОСТРАНСТВА  

Статья посвящена рассмотрению использования принципов юзабилити проектирования ин-
терфейсов пользователя. 

Описаны наиболее важные особенности восприятия интерфейсов пользователем и сформи-
рованы правила юзабилити с точки зрения организации экранного пространства. Визуальное 
восприятие экранного пространства основано на психофизических законах. В следствии этого, 
чтобы создать экранный интерфейс, соответствующий принципам юзабилити, необходимо знать 
психологию восприятия человеком компьютера.  

Проектирование интерфейса пользователя должно выполняться по принципам юзабилити с 
использованием законов психологии восприятия, теории передачи информации, а также психо-
физиологии человека. Это позволяет удовлетворить потребности пользователя, снизить когни-
тивную нагрузку на пользователя, уменьшить время для поиска нужной информации, нивелиро-
вать риск ошибок при работе на компьютере. 

Материал, представленный в статье, может быть использован в образовательной практике 
студентов ИТ-специальностей. 

Ключевые слова: интерфейс пользователя, экранное пространство, юзабилити. 
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USE OF USABILITY PRINCIPLES  
FOR OPTIMIZATION OF THE PROCESS 

OF PERCEPTION OF THE SCREENING SPACE 

The article is devoted to the consideration of using usability principles of designing user interfaces. 
The most important features of the perception of user interfaces are described and rules of usability 

from the point of view of screen space organization are formed. The visual perception of the screen 
space is based on psychophysical laws. Thus, in order to create a screen interface, consistent with the 
principles of usability, it is necessary to know the psychology of human perception of the computer. 

The design of the user interface should be performed according to the usability principles using the 
laws of psychology of perception, the theory of information transfer, as well as human psycho-
physiology. This allows you to meet the needs of the user, reduce the cognitive load on the user, reduce 
the time to find the right information, and eliminate the risk of errors when working on a computer. 

The material presented in the article can be used in the educational practice of students of IT  
specialties. 

Key words: user interface, screen space, usability. 

Введение. При разработке пользователь-
ских интерфейсов словом юзабилити обозна-
чают общую концепцию их удобства при ис-
пользовании программного обеспечения, ло-
гичность и простоту в расположении элементов 
управления. 

В современном мире понимание основ юза-
билити является необходимостью. Раньше, ко-
гда технологии онлайн-взаимодействия нахо-
дились в зачаточном состоянии, не слишком 
много внимания уделялось тем, для кого созда-
валось приложение. Пользователям приходи-
лось немало времени тратить на изучение ин-
терфейса, чтобы в итоге найти то, что нужно. 
Но теперь, когда число сайтов постоянно рас-

тет, а мобильные устройства и планшетные 
компьютеры используются повсеместно, поль-
зователи не слишком расположены к «обуче-
нию». Большинство из них быстро теряют ин-
терес, если чувствуют, что продукт, приложе-
ние или веб-сайт выполнены некачественно –  
и это справедливо. 

Основная часть. Разработать дизайн ин-
терфейса согласно собственным вкусам и пред-
почтениям всегда заманчиво. Но, если набор 
предпочтений и потребностей пользователей 
отличается от вашего, это не поможет им вы-
полнять задачи на сайте или в приложении. 

На самом деле не бывает абсолютной вещи, 
удобной для всех. Она удобна сейчас для реше-
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ния конкретной задачи конкретным человеком. 
Но как только какая-то переменная изменится, 
то появляется другой человек, на которого не 
рассчитывали. Например, рассчитывали на 
мужчин, а пришла блондинка или наоборот, 
сделали для блондинки, а пришел инженер, и 
данный продукт не соответствует его менталь-
ным моделям. Поэтому необходимо достигать 
золотой середины.  

В юзабилити известен так называемый 
Принцип Парето, или правило 80/20. Это пра-
вило основывается на том, что 80% эффекта 
является результатом 20% действий. Если при-
менить это правило к веб-дизайну, то его суть 
можно определить следующим образом: для 
того, чтобы улучшить отдачу сайта, особое 
внимание нужно обратить на 20% пользовате-
лей, процессов, действий, товаров, услуг, кото-
рые дают 80% прибыли.  

Чтобы создать экранный интерфейс, соот-
ветствующий принципам юзабилити, необхо-
димо знать психологию восприятия человеком 
компьютера. 

Визуальное восприятие экранного про-
странства основано на психофизических зако-
нах, изучением которых занимались многие 
ученые. 

Это и американский психолог, считающий-
ся одним из известнейших когнитивных психо-
логов, Джеймс Гибсон, который так определял 
восприятие: «Восприятие – это активный и 
непрерывный процесс извлечения информа-
ции» [4]. И Клод Э́лвуд Ше́ннон [1], основатель 
теории информации. Он предложил для психо-
логов теорию коммуникации (с использованием 
компьютера), которая тесно связана с теорией 
зрительного восприятия экранного пространст-
ва. Также следует отметить американского пси-
холога Рудольфа Арнхейма (Rudolf Arnheim), 
использовавшего принципы и методологию 
гештальт психологии [3], в которой показано, 
что проявление любого элемента зависит от его 
места и функции в модели целого.  

Исходя из этих работ и были определены 
особенности восприятия интерфейсов пользо-
вателем и сформированы правила юзабилити. 

Интерфейс должен снижать когнитивную 
нагрузку на пользователя. Она должна быть 
минимальной. Здесь, прежде всего, следует 
учитывать нагрузку на основные психические 
процессы: память, внимание, воображение.  

Когнитивная нагрузка относится к общему 
количеству информации, с которой может 
справиться память человека. Когнитивная пере-
грузка происходит, когда память получает 
больше информации, чем она может свободно 
обработать, что приводит к проблемам при 
принятии решений. 

Но что это означает с точки зрения органи-
зации экранного пространства? Интерфейс сай-
та должен быть интуитивно понятным пользо-
вателю. «Не заставляйте меня думать», – пер-
вый закон юзабилити, о котором говорит в своей 
книге Стив Круг. 

Поскольку память пользователя фокусиру-
ется на достижении конкретных целей, ненуж-
ные действия заставляют пользователя прило-
жить больше усилий, что влечет за собой до-
полнительную когнитивную нагрузку на него.  

Чаще всего такими виновниками являются 
вычурные или заумные названия, торговые 
марки, фирменные наименования и незнакомые 
технические термины. Ссылки и кнопки, вид 
которых не всегда ясно показывает, что на них 
можно нажать (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Пример неочевидного решения  

для названия кнопки 
 
Для того, чтобы интерфейс был эффектив-

ным, необходимо сделать его ясным, простым 
или, по крайней мере, понятным (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Пример простого решения  

для названия кнопки 
 
Этот принцип означает, что в той мере, на-

сколько этого можно достичь, интерфейс дол-
жен быть максимально простой, понятный и 
«самоочевидный». Это главный и основной 
принцип юзабилити, который является решаю-
щим при оценке того, что и как работает (или 
не работает) в интерфейсе. 

Визуальный шум является одним из основ-
ных препятствий для получения легко воспри-
нимаемого интерфейса. В интерфейсе не долж-
но быть перегруженности. 

Интерфейс должен быть запоминающимся, 
не только по внешним характеристикам, но и 
по принципам работы в нем. В нем не должно 
присутствовать слишком большое количество 
объектов, отвлекающих внимание пользовате-
ля от восприятия основной информации. Та-
кими, например, являются мигающие, дви-
гающиеся, всплывающие баннеры, которые в 
большинстве случаев пользователь пытается 
игнорировать или совсем исключить из поля 
зрения. Этот принцип в юзабилити называется 
баннерной слепотой. 

Парадигматика 

Выбор 
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Для решения этой задачи необходимо изба-
виться от всего, что не является существенным 
и оставить только то, что необходимо. Это по-
зволит также сократить время загрузки веб-
страницы. 

Изображения, видео, инфографика и другие 
элементы должны гармонично располагаться на 
странице и быть понятными и легкими для вос-
приятия пользователем.  

Так же, как и проблема визуальной пере-
груженности, когнитивную нагрузку на память 
пользователя будет вызывать большое количе-
ство контента. 

В юзабилити существует правило 7 + 2.  
В соответствии с результатами исследования, 
которое было проведено Джорджем Миллером, 
кратковременная память может содержать од-
новременно от 7 до 9 сущностей. Этот факт 
часто используют, чтобы доказать необходи-
мость сокращения числа элементов в навигаци-
онном меню до 7.  

Если у вас есть слишком много информа-
ции, вы должны научиться так организовать ее, 
чтобы не напрягать пользователей. 

Для этого необходимо создать ясную визу-
альную иерархию: 

• более важный элемент должен быть са-
мым заметным на экране; 

• элементы, логически связанные между 
собой, также должны быть связаны визуально; 

• элементы, которые представляются в 
виде вложений, должны являться частями 
друг друга. 

Кроме этого, необходимо разделять веб-
страницы на четкие области. 

При написании текстов для веб-сайтов не-
обходимо придерживаться принципа перевер-
нутой пирамиды. Этот принцип соблюдает сам 
гуру юзабилити, Якоб Нильсен. Статья должна 
начинаться с итогового вывода, за которым 
следуют ключевые моменты, а завершаться 
наименее важной для читателей информацией. 
Это оптимально для веб-сайта, где пользова-
тель хочет получить информацию максималь-
но быстро. 

Самой большой проблемой в когнитивной 
перегрузке является неоднозначный интерфейс. 

Пользователь никогда не должен тратить много 
времени на выяснение того, как выполнить то 
или иное действие, либо задумываться о том, 
что обозначает тот или иной значок. Необхо-
димо использовать принятые условности и об-
щие правила.  

В графических интерфейсах используется 
метод метафор. Он позволяет пользователю 
не создавать новую модель, а воспользоваться 
готовой моделью, которую он ранее построил 
по другому поводу. Самая известная метафо-
ра, применяемая и в Windows и в Macintosh, – 
это метафора «десктоп» (рабочий стол). Еще 
один пример метафоры в интерфейсе – уст-
ройство программ для проигрывания звуков 
на компьютере. Исторически сложилось, что 
вся аудиотехника имеет почти одинаковый 
набор кнопок. 

Не нужно изобретать колесо, лучше исполь-
зовать визуальные подсказки, которые пользо-
ватели уже знают из других веб-сайтов. Если 
что-либо нельзя сделать «самопроизвольно» 
понятным, всегда можно сделать это везде оди-
наково, чтобы пользователи обучались только 
один раз. Например, кран с горячей водой все-
гда маркируют красным цветом, а кран с хо-
лодной – синим. 

Основные программы пакета Microsoft 
Office – Word и Excel – разрабатывались с нуля 
программистами компании. Другие же были 
куплены на стороне: FrontPage, например, у 
Vermeer, или Visio – у Visio. Что у этих про-
грамм общего? Дизайн обеих создавался с са-
мого начала так, чтобы они выглядели и рабо-
тали как приложения Microsoft Office. 

Последовательность в реализации интер-
фейса есть первое условие качества результата. 

Заключение. Разрабатывать интерфейс 
пользователя необходимо по принципам юза-
билити, т. е. с использованием законов психо-
логии восприятия, теории передачи информа-
ции, а также психофизиологии человека. Это 
даст возможность удовлетворить потребности 
пользователя, снизить когнитивную нагрузку 
на пользователя, уменьшить время для поиска 
нужной информации, нивелировать риск оши-
бок при работе на компьютере 
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ГРАФИЧЕСКАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ УСЛОВИЙ РАБОТЫ  
ПРОИЗВОДСТВЕННОГО КОМПЛЕКСА НА ОСНОВЕ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ 

Виртуальный производственный комплекс представляет собой компьютерную программную 
системную математическую модель, которая воспроизводит основные функциональные воз-
можности реального прототипа в режиме реального времени. Многообразие условий работы 
производственного комплекса определяют 16 параметров окружения, 9 параметров для опера-
тивного управления, 6 параметров результатов, оценивающих качество и себестоимость продук-
ции, загрязнение окружающей среды. Работа осуществляется в режиме реального времени и со-
провождается фиксацией условий и результатов в базе данных, которая содержит информацию 
по 26 столбцам. Системным временем является время выработки одной тонны продукции. Раз-
мерность базы данных для анализа составляет 500–1000 строк и 26 столбцов. Интерпретировать 
результаты очень сложно. Нейронные сети оказываются мощным средством не только для клас-
сификации данных, но и для графического решения оптимизационных задач в разнообразных 
формулировках. По простоте и гибкости настройки этот метод оптимизации превосходит клас-
сические и градиентные методы. Поскольку в данном случае используются не традиционные 
математические модели, а базы данных результатов наблюдений за длительный период времени, 
то предлагаемый метод обладает наибольшей оперативностью и экспрессностью в подстройке 
задач при изменении текущих условий функционирования производственного комплекса. 

Ключевые слова: графическая оптимизация, имитационное моделирование, программное 
средство, нейронные сети. 
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GRAPHIC OPTIMIZATION OF WORKING CONDITIONS  
FOR INDUSTRIAL ENTERPRISE ON THE BASIS OF NEURAL NETWORKS 

The virtual industrial enterprise is a computer program, based on a system mathematical model that re-
produces the basic functionality of a real prototype in real time. The variety of working conditions of the vir-
tual industrial enterprise is determined by 16 environmental parameters, 9 parameters for operational control, 
6 parameters of results, assessing the quality and cost of production, environmental pollution. The work is 
carried out in real time and is accompanied by fixing the conditions and results in the database, which con-
tains information on 26 columns. System time is the time taken to produce one ton of product. The size of the 
database for analysis is 500–1000 rows and 26 columns. To interpret the results is a very difficult task. Neu-
ral networks are a powerful tool not only for data classification, but also for graphical optimization tasks in a 
variety of formulations. By the simplicity and flexibility of the setting, this method of optimization is superi-
or to classical and gradient methods. Since in this case, not traditional mathematical models are used, but da-
tabases of results of observations over a long period of time, the proposed method has the greatest efficiency 
and speed in adjusting tasks in changing current conditions of the virtual industrial enterprise. 

Key words: graphic optimization, simulation, software tool, neural networks. 

Введение. В предыдущих работах авторов 
разработано интерактивное программное сред-
ство, имитирующее все основные условия 
функционирования реального предприятия [1]. 
Виртуальный производственный комплекс пред-
ставляет собой компьютерную программную 

системную математическую модель, которая 
воспроизводит основные функциональные воз-
можности реального прототипа в режиме ре-
ального времени [2]. 

Многообразие условий работы производст-
венного комплекса определяют 16 параметров 



Â. Ë. Êîëåñíèêîâ, À. È. Áðàêîâè÷ 101 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2017 

окружения, 9 параметров для оперативного 
управления, 6 параметров результатов, оцени-
вающих качество и себестоимость продукции, 
загрязнение окружающей среды. Работа осу-
ществляется в режиме реального времени и 
сопровождается фиксацией условий и резуль-
татов в базе данных, которая содержит ин-
формацию по 26 столбцам. Системным време-
нем является время выработки одной тонны 
продукции. Таким образом, размерность базы 
данных для анализа составляет 500–1000 строк 
и 26 столбцов.  

Основная часть. В предлагаемом примере 
снижена размерность решаемой задачи. Коли-
чество признаков, характеризующих условия, 
уменьшено до 9. Задача классификации данных 
этого примера методом нейронных сетей реша-
ется быстро и просто. Интерпретировать ре-
зультаты очень сложно. Только парных взаи-
модействий придется рассмотреть 36, а с уче-
том взаимовлияния различных значений внутри 
признаков это количество возрастает до 630.  

В таких случаях эффективным оказывается 
применение метода прогрессивной централиза-
ции. Для снижения размерности решаемой за-
дачи можно, например, сосредоточиться на 
проблеме коррекции технологического режима 
для различных сезонных условий.  

Для моделирования накопления результатов 
длительных наблюдений за работой комплекса 
мы использовали возможность генерирования и 
фиксации сочетаний всевозможных случайных 
значений природных сезонных погодных усло-
вий, ценовой ситуации на рынке сырья, хими-
катов, воды, энергии, возмещения ущерба, на-
несенного окружающей среде производствен-
ной деятельностью, значений управляющих 
воздействий с синхронным вычислением каче-

ства получаемой продукции, загрязнения атмо-
сферы и проточного водоема, суммы удельных 
энерготехнологических затрат (рис. 1). 

База данных, приведенная на рис. 2, служит 
просто одним из возможных примеров накоп-
ленной информации. Подобных плохо структу-
рированных сведений скапливается немало на 
каждом предприятии из журналов ОТК и лабо-
ратории, синоптических карт, бухгалтерских 
отчетов и других источников. 

В среде JMP SAS можно заказать получить 
ответ в виде оптимальных значений расхода 
волокна и степени помола (главные управляю-
щие параметры), при которых обеспечивается 
минимум загрязнения (рис. 3, 4). Тем самым мы 
уходим от необходимости рассматривать все 
остальные парные взаимодействия. Перемеще-
ниями ползунков мы добиваемся такого их по-
ложения, при котором на графике отмечается 
минимальное значение загрязнения. Переме-
щения оказываются целенаправленными, и от-
падает надобность в их полном переборе. Пе-
ремещение ползунка Response Greed Slider син-
хронно перемещает решетку значений апплика-
ты (загрязнение водоема), а галочка в окошке 
фиксирует минимальное значение (0.17886). 

Альтернативным инструментом для прове-
дения аналогичных вычислений является над-
стройка Microsoft Excel «Интеллектуальный 
анализ данных с помощью SQLServer» (рис. 5). 

На рис. 5 остались только два незаданных 
атрибута – «Допустимо Al» и «Расход полиме-
ра». Оказалось, что для выпуска продукции за-
данного качества (прочность 4,78–6,28) при 
расходе волокна 104,3–132,2 и степени помола 
21,7–27,2 расход полимера должен быть в пре-
делах 63,5–110,1, а содержание сульфата алю-
миния не должно превышать 0,093. 

 

Рис. 1. Архитектура нейронной сети 
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Рис. 2. Автоматическая запись накапливаемой информации 
 

 

Рис. 3. Определение рекомендательного режима получения  
заданного качества продукции в сезонных условиях 
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Рис. 4. Определение рекомендательного режима получения  
минимального загрязнения водоема в сезонных условиях 

 

 
 

Рис. 5. Реализация рабочего примера в Microsoft Excel 
 

Здесь просматриваются сюжеты интересных 
вычислительных экспериментов. Обычно ос-
новными подстраивающими параметрами явля-
ются «Расход полимера», «Расход волокна», 
«Степень помола», а главным «возбудителем 
спокойствия» выступает «Допустимое содержа-

ние сульфата алюминия». Значит, если закре-
пить на среднем уровне значения всех входных 
атрибутов, кроме «Расход полимера», «Расход 
волокна», «Степень помола», а «Допустимое со-
держание сульфата алюминия» закрепить на 
нижнем уровне, то для заданных требований по 
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качеству мы получим оптимальный технологи-
ческий режим по трем управляющим воздейст-
виям. Фиксируем его и далее, последовательно 
изменяя значения входного атрибута «Допусти-
мое содержание сульфата алюминия», мы полу-
чим необходимые коррекции оптимальных зна-
чений параметров технологического режима в 
различных условиях солевого состава речной 
воды. Те же самые действия можно повторить 
для разных требований к качеству продукции. 

Заключение. Нейронные сети оказываются 
мощным средством не только для классифика-
ции данных, но и для графического решения 

оптимизационных задач в разнообразных фор-
мулировках. 

По простоте и гибкости настройки этот ме-
тод оптимизации превосходит классические и 
градиентные методы. 

Поскольку в данном случае используются 
не традиционные математические модели, а ба-
зы данных результатов наблюдений за дли-
тельный период времени, то предлагаемый ме-
тод обладает наибольшей оперативностью и 
экспрессностью в подстройке задач при изме-
нении текущих условий функционирования про-
изводственного комплекса. 
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УДК 004.853 

Н. И. Гурин, Я. А. Жук 
Белорусский государственный технологический университет 

АЛГОРИТМ ПОДГОТОВКИ ТЕКСТА  
ОБУЧАЮЩЕЙ ИНФОРМАЦИОННОЙ СИСТЕМЫ  

К СЕМАНТИЧЕСКОМУ АНАЛИЗУ 

Статья посвящена описанию алгоритма подготовки текста информационной системы к се-
мантическому анализу. Основными блоками данного алгоритма являются морфологический 
анализ слов, синтаксический анализ предложений и формирование базы типов семантических 
связей. С целью оптимизации в алгоритме предусмотрено параллельное выполнение процессов 
синтаксического анализа и формирования запроса на вставку типов семантических связей, полу-
ченных на основании морфологического анализа, в таблицу реляционной базы данных. Резуль-
татами алгоритма являются база типов связей дуг и набор подготовленных к семантическому ана-
лизу предложений. Морфологический анализ необходим как для составления базы типов связей 
семантической сети, так и для синтаксического анализа. В рамках синтаксического анализа пред-
ложений предлагается преобразовать текст в соответствии с рядом правил. Первое правило состо-
ит в удалении предложений и оборотов, не несущих смысловой нагрузки. Второе – в разрешении 
анафор в исходном тексте, т. е. замене местоимений на обозначаемые ими информационные еди-
ницы. Третье – в преобразовании сложносочиненных предложений и предложений с однородными 
сказуемыми в набор самостоятельных простых предложений. Выполнение данных правил обеспе-
чивает эффективность выявления связей семантической сети информационной системы. 

Ключевые слова: морфологический анализ, синтаксический анализ, обработка естествен-
ного языка, семантические сети.  

 
N. I. Gurin, Ya. A. Zhuk 

Belarusian State Technological University 

ALGORITHM OF THE PREPAIRING E-LEARNING SYSTEM  
FOR SEMANTIC ANALYSIS  

The article describes the algorithm for preparing text information system for semantic analysis. The 
main blocks of this algorithm are morphological analysis of words, parsing sentences and building a 
base of semantic relations types. The algorithm includes parallel execution of the processes of parsing 
sentences and the formation of the insert request for semantic relations types, obtained on the basis of 
morphological analysis, into a table of a relational database. Results of the algorithm are the database of 
semantic relationships types and the set of prepared for the semantic analysis sentences. Morphological 
analysis is required both for generating semantic relationships types database and for parsing sentences. 
The base of the parsing sentences consists of three rules. The first rule is to remove parts of sentences, 
that does not bear semantic load. The second rule is to resolve anaphor in the source text, i. e. make the 
replacement of pronouns on the referred information items. The third rule is to convert compound sen-
tences and sentences with homogeneous predicates in the set of independent simple sentences. These 
rules provide the further identification of semantic network relations. 

Key words: morphological analysis, syntax analysis, natural language processing, semantic net-
works. 

Введение. Создание диалоговой информа-
ционной системы, способной точно отвечать на 
поставленные вопросы одиночными предложе-
ниями, требует составления базы знаний, со-
держащей понятия предметной области и связи 
между ними. Качественное извлечение знаний 
из текстов информационных систем остается 
актуальной задачей для разработчиков интел-
лектуальных систем. Общими чертами сущест-
вующих алгоритмов извлечения знаний является 
выделение этапов морфологического, синтак-
сического и семантического анализа [1]. Нали-
чие подготовительных этапов морфологическо-

го и синтаксического анализа обусловлено не-
способностью алгоритмов семантического ана-
лиза обрабатывать предложения произвольной 
структуры и необходимостью предварительной 
подготовки базы типов семантических связей, 
которая будет использоваться при выявлении 
новых связей семантической сети. 

Существующие программные средства 
морфологического анализа, построенные на 
анализе псевдоокончаний слов, позволяют дос-
таточно точно определить морфологические 
признаки слов [2]. В связи с фактически произ-
вольным порядком слов в предложениях на 
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русском языке, синтаксический анализ пред-
ложений является более сложной задачей [3]. 
Однако, в рамках русского языка существует 
научный функциональный стиль, который от-
личается подчеркнутой логичностью и точно-
стью, достигаемыми путем использования чет-
кой структуры предложений и специальной 
терминологии. Учет данных особенностей сти-
ля позволил определить ключевые правила для 
подготовки текста обучающей информацион-
ной системы, составленного в научном функ-
циональном стиле, к преобразованию в семан-
тическую сеть диалогового модуля. 

Основная часть. Для выполнения задач 
подготовки текста к семантическому анализу 
был разработан соответствующий алгоритм. Он 
включает в себя блоки морфологического ана-
лиза, формирования запроса на вставку типов 
связей в таблицу реляционной базы данных и 
преобразования сложных предложений, харак-
терных для научного функционального стиля, в 
простые предложения, над которыми можно 
будет выполнить операцию актуального члене-
ния предложения в ходе дальнейшего семанти-

ческого анализа. Следует отметить возмож-
ность параллельного выполнения процессов 
формирования запроса на вставку типов семан-
тических связей в базу данных и подготовки 
текста к актуальному членению предложений. 
Блок-схема алгоритма подготовки текста к се-
мантическому анализу показана на рис. 1. 

Нами обнаружена в текстах научного сти-
ля высокая встречаемость особой структуры 
предложений, используемая с целью обеспе-
чения недвусмысленности высказываний. Дан-
ная структура состоит из трех частей: подле-
жащего с относящимися к нему дополнениями 
и определениями, сказуемого и других допол-
нительных членов предложения, связанных со 
сказуемым, а не с подлежащим. Важно отме-
тить, что подлежащее с набором связанных с 
ним вспомогательных членов предложения в 
тексте научного стиля образует единый тер-
мин. Таким образом, сказуемое в таких пред-
ложениях находится между двумя информаци-
онными единицами, что позволяет автоматизи-
ровать выявление смысловых единиц после на-
хождения сказуемых.  

 
Рис. 1. Блок-схема алгоритма подготовки текста к семантическому анализу
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Поскольку в текстах научного стиля встре-
чаются предложения и с другой структурой, 
целесообразно создать список всех структур 
предложений, включив в него универсальные 
для всех текстов типы связей, для последующе-
го выявления информационных единиц в ходе 
семантического анализа. Примером таких уни-
версальных семантических связей являются 
причинно-следственные связи, которым соот-
ветствуют шаблоны предложений «если [A], то 
[Б]» и «[A] потому, что [Б]». Важно отметить, 
что части таких предложений, соответствую-
щие тегам [А] и [Б], часто следует рассматри-
вать отдельно как самостоятельные предложе-
ния, для которых нужно создавать шаблон при 
помощи описанного алгоритма. Определить 
случаи, когда такое распознавание необходимо, 
можно по наличию в данных частях предложе-
ний сказуемых, выявляемых по морфологиче-
ским признакам. 

Благодаря принадлежности большинства 
сказуемых к определенным частям речи и мор-
фологическим формам существует возмож-
ность автоматической генерации списка шаб-
лонов предложений. В основе данных шабло-
нов лежат сказуемые с обрезанными псевдо-
окончаниями. Согласно нашим наблюдениям, в 
качестве сказуемых в текстах научного стиля 
наиболее часто выступают глаголы в форме 
третьего лица, краткие причастия и краткие 
прилагательные. Для обозначения псевдоокон-
чаний глаголов используются теги [Г1], [Г2] в 
соответствии со спряжением. Также использу-
ется тег [Г3] для обозначения псевдоокончаний 
глаголов, у которых при спряжении изменяется 
последняя буква основы, например, «может» –
«могут». Для окончаний кратких причастий и 
прилагательных используется тег [О].  

Разрабатываемая диалоговая информацион-
ная система, нацеленная на формулирование 
точных ответов на поставленные вопросы оди-
ночными предложениями, ориентирована на 
выражение семантических связей определенно-
го типа пар из шаблонов вопросительного и ут-
вердительного предложений. Шаблон вопроси-
тельного предложения представляет собой тег 
вопросительного слова [В], сказуемое с тегом 
псевдоокончания и тег подлежащего [А]. Таким 
образом, обнаружение сказуемых при помощи 
морфологического анализа позволяет составить 
базу типов связей и соответствующих им шаб-
лонов предложений. Важно отметить, что от-
сутствие шаблонов предложений для прочтения 
семантической связи в обратном направлении 
требует коррекции модулей семантического 
анализа и диалога с пользователем.  

Выявленные закономерности были исполь-
зованы в специальном программном средстве, 

выполняющем генерацию базы типов связей 
семантической сети по исходному тексту. Так, 
из предложения «Уравнение Нернста является 
чрезвычайно полезным уравнением, т. к., помимо 
расчёта электродных потенциалов, позволяет 
проводить вычисления различных термодина-
мических характеристик веществ и реакций, 
протекающих в гальванических элементах» 
были выявлены два сказуемых: «позволяет» и 
«является». После замены окончаний данных 
глаголов на соответствующие теги и добавле-
ния тегов, обозначающих положение других 
членов вопросительного и утвердительного 
предложений относительно сказуемого, был 
составлен следующий запрос на вставку в таб-
лицу типов связей семантической сети:  

INSERT INTO шаблоны VALUES  
("[В] позволя[Г1] [А]", "[А] позволя[Г1] 

[Б]", "_", "_", "_", "", "", "_", "_", "_"), 
("[В] явля[Г1]ся [А]", "[А] явля[Г1]ся [Б]", 

"_", "_", "_", "", "", "_", "_", "_") 
В ходе ручной подготовки текстов научного 

стиля к семантическому анализу был вырабо-
тан ряд правил преобразования предложений 
для их корректного актуального членения.  

Первое правило заключается в удалении 
вводных и вставных конструкций. Данные кон-
струкции не несут собственной смысловой на-
грузки и используются только для связи семан-
тически нагруженных фрагментов в единый 
текст. При формировании диалоговой системой 
точечных ответов из одного предложения в 
данных оборотах нет необходимости. Так, в 
предложении «К тому же величина Eдиф суще-
ственно зависит от структуры пограничного 
переходного слоя, в котором распределяется 
диффузионный поток электролита; а струк-
тура слоя, в свою очередь, определяется спосо-
бами создания и стабилизации жидкостного 
соединения двух растворов» в соответствии с 
данным правилом удаляются обороты «к тому 
же», «а» и «в свою очередь». В результате база 
знаний будет пополнена семантическими свя-
зями, соответствующими частям предложения 
«величина Eдиф существенно зависит от струк-
туры пограничного переходного слоя, в кото-
ром распределяется диффузионный поток 
электролита» и «структура слоя определяет-
ся способами создания и стабилизации жидко-
стного соединения двух растворов». 

Кроме общих для всех текстов конструк-
ций, к вспомогательным оборотам следует от-
носить некоторые обороты, включающие спе-
цифические для конкретного текста глаголы. 
Отличить глаголы во вспомогательных конст-
рукциях от глаголов, выражающих семантиче-
ские связи, можно по морфологическим при-
знакам: глаголы во вспомогательных оборотах, 
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как правило, стоят в первом лице, а глаголы, 
выражающие семантические связи, – в третьем. 
Вспомогательными оборотами могут быть це-
лые предложения, в которых сказуемым явля-
ется глагол в форме первого лица. На рис. 2 
приведены результаты реализации данного пра-
вила в разработанном приложении.  

 

 
Рис. 2. Результаты поиска  

вспомогательных конструкций в тексте 
 

Как видно из рисунка, реализованная функ-
ция выявления вводных и вставных конструк-
ций обладает достаточно высокой скоростью 
обработки текста (порядка 280 символов в се-
кунду) и успешно выявила вводное предложе-
ние по наличию в нем глагола в форме первого 
лица множественного числа «рассмотрим». 
Данное предложение является примером ис-
пользования распространенного в текстах на-
учного стиля приема «авторское мы». В таких 
случаях в предложениях невозможно выявить 
подлежащее, а значит и семантическую связь, 
поэтому такое предложение исключается из 
текста при семантическом анализе. 

Второе правило заключается в разрешении 
анафор, т. е. местоимений и других оборотов, 
которые обозначают информационные едини-
цы, встречавшиеся в тексте ранее. При форми-
ровании диалоговой системой точечных отве-
тов из одного предложения применение анафор 
недопустимо, т. к. перед ответным предложе-
нием отсутствует необходимый контекст. В ва-
рианте текста для семантического анализа ана-
форические обороты, выступающие в роли ин-
формационных единиц, должны быть заменены 
на полные наименования информационных 

единиц. Например, в соответствии с данным 
правилом во втором предложении пары «Если 
имеется обратимо работающий ГЭ, то для 
него Е > 0 по определению (см. подразд. 2.4). 
Такой элемент способен произвести макси-
мальную по величине полезную работу по пере-
носу электрического заряда» следует заменить 
оборот «такой элемент» на выражение «обра-
тимо работающий гальванический элемент» 
из первого предложения.  

Третье правило заключается в преобразова-
нии сложных предложений и предложений с 
однородными сказуемыми, характерных для 
текстов научного стиля, в простые предложе-
ния с одним сказуемым. Именно благодаря 
данному правилу каждая связь семантической 
сети будет отвечать на конкретный вопрос, не 
затрагивая информационные единицы, стоящие 
в одном сложном предложении, а также выби-
рая связь конкретного типа из предложений, 
выражающих несколько семантических связей. 
При форматировании текста в соответствии с 
данным правилом фрагменты предложений, 
стоящие в скобках и являющиеся частями 
сложносочиненных предложений, будут нуж-
даться в дополнении подлежащим, а иногда и 
сказуемым. Для уточнений в скобках нужно 
подбирать глагольное сказуемое из универ-
сальных для всех текстов слов в зависимости от 
контекста, а не искать в тексте. Для случаев, 
когда в скобках находится один термин, ис-
пользуется глагол «называется», а при наличии 
в скобках перечисления – глагол с предлогом 
«состоит из». Так, предложение «Знак Qобр 
совпадает со знаком ΔS реакции, протекающей 
в гальваническом элементе: если энтропия уве-
личивается, то теплота поглощается из ок-
ружающей среды» следует разбить на два по 
двоеточию. 

Важно отметить отсутствие необходимости 
в преобразовании сложноподчиненных пред-
ложений в простые. Например, в предложении 
«Все химические гальванические элементы 
(ХГЭ) составлены из электродов, различаю-
щихся по своей химической природе» выраже-
ние «из электродов, различающихся по своей 
химической природе» следует рассматривать 
как единую информационную единицу, т. к. 
благодаря причастному обороту выявляется но-
вая информационная единица, отличная от тер-
мина «электроды». 

Заключение. Описанная обработка текста 
позволяет приступить к автоматической гене-
рации семантической сети [4]. Разработано 
программное средство, позволяющее составить 
базу типов связей семантической сети на осно-
вании результатов морфологического анализа. 
Для подготовки текста к семантическому ана-
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лизу выработаны правила, позволяющие при-
вести исходные предложения в соответствие с 
созданными или универсальными типами свя-

зей. Реализован автоматический поиск вспомо-
гательных конструкций, не содержащих семан-
тических связей, для их дальнейшего удаления. 
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THE CLASSIFICATION AND BRIEF ANALYSIS OF EXISTING DEVELOPMENTS  
FOR THE SEARCH OPTIMIZATION IN DATABASES 

The article is devoted to the classification and brief analysis of existing developments, which can 
be used to optimize the search database in the cloud. The growing demand for service providers offer-
ing a broad range of cloud computing services for large numbers of users all over the world, leading to 
increase in the number of applications, the purpose of which is to process large data sets. The operation 
of the database in the cloud leads to the need to find new search instruments. The present level of de-
velopment of information technology makes real-time information resources available. In the article the 
description of query optimization in the cloud SQL type database, NoSQL type and architecture-
specific solutions are given. For all methods advantages and disadvantages are presented. Common to 
all methods is the lack of synthetic nature of the results, that is, that the introduction of statistics ob-
tained in artificial systems created just for testing approach. However, relatively to large number of 
studies for a fairly young field suggests that the problem is urgent and the optimization of such devel-
opments in the near future will be in demand. 

Key words: database, information technologies, optimization, cloud computing, information re-
sources, forms and methods. 

Introduction. The present level of develop-
ment of information technology makes available 
real-time information resources of different vol-
ume and content. To facilitate the handling of large 
volumes of information are developed a variety of 
forms and methods, of its presentation, as well as 
search techniques, which is expressed, for exam-
ple, in the creation of proprietary standards and 
systems, individually configurable by the user. 

Widely used the notion of “information sys-
tem” has virtually no single conceptual definition. 
Most often this concept is treated as a “complex of 
information collection and procedures: manage-
ment, updates, information retrieval and post-
processing – which allows to accumulate, store, 
update and provide information”.  

Such user-utilitarian definition of information 
systems is associated with a well-established and 
already familiar, but, nevertheless, a special form 
of purposeful human activity – processing of in-
formation as the information about something ma-
terial presented in the form of traditional paper doc-
uments or computer readable media. That is, the 
“system” reflects the essence of the functional rela-
tionship: the composition and structure of the infor-
mation system is determined based on the require-
ments for the efficiency of the service the information 
needs of end-users, especially in terms of being in ac-
cumulated arrays of those documents, which are sus-
pected to contain necessary information.  

However, the crucial factor in determining the 
direction of developing modern information sys-
tems, is that the user interaction with information 
resources takes place in the informational self-
service, when a user is substantially no longer di-
vides his activities on information and basic one. It 
is especially important in the processes of infor-

mation support of scientific research, where the 
search object can not be clearly defined in ad-
vance, and when the originally defined search tar-
get may change in the course of the search. For ex-
ample, when reading the documents found, and the 
fact of changing the target may not be compre-
hended researcher clearly, that in the end can lead 
to an incomplete search results. 

In addition, using information resources, along 
with original author's presentation of the material 
in the majority are characterized by high systemat-
ic-dosing as well as almost obligatory presence of 
background information. Also it should be noted 
that the search tools and technologies used for the 
implementation of information requirements, de-
pend on the type and condition of the problem to 
be solved by the user operations: the relation of his 
knowledge and ignorance about the object. 

The functioning of modern information re-
trieval system is based on two assumptions:  

– documents needed by a user, are united by the 
presence of some feature or combination of features;  

– a user is able to specify this feature.  
Both of these assumptions are not fulfilled in 

practice, and we can only talk about the likelihood 
of their implementation. Therefore, the information 
search process is typically a sequence of steps 
leading to the system by means of some results, 
and its completeness. In this case user's behavior as 
organizing principle of management search pro-
cess, motivated by the need of not only infor-
mation, but also of a variety of strategies, technol-
ogies and tools provided by the system. Concepts 
such as strategy and search technology, tools, and 
methods, models and algorithms are enough to 
consume, but different authors use these terms in 
different contexts [1].  
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Main part.  For solving the problem of query 
optimization in the cloud storage system should be 
taken into account network topology. 

Query optimization in the cloud SQL type data-
base. Request handling is reduced to transform the 
high-level inquiry into the equivalent of a low-level 
form, and the main difficulty in this case is to ensure 
the efficiency of the conversion-specific cloud stor-
age. Standard SQL statements use the connection, a 
selection, projections, groups (group-by). The key 
principles of this architecture are as follows: 

– all files are stored in the local file system 
(e. g., file system Windows, Linux, etc.); 

– cloud database is designed to store and manage 
huge amounts of index files and metadata. It should 
be noted that the cloud database and all its contents is 
deployed on top of a distributed file system; 

– enter the query and get the results performed 
by the web user interface; 

– upon receipt of a user request is executed the 
current semantic search query plan in the global 
scheme (as a subset). 

The results of the pilot implementation of the 
architecture show four times performance increase, 
indicating the efficiency of the algorithms. 

Query optimization in cloud databases NoSQL 
type. Programming model map-reduce (MR) is a 
popular platform for cloud computing, which al-
lows analysis of large amounts of data in the cloud. 
MR facilitates parallel execution of special, long-
term problems of the analysis of large data vol-
umes in a cluster with a shared-nothing architec-
ture. The basic idea of MR model is simple. Each 
task is represented as a map and reduce tasks. Tar-
get map indicating how to be processed key or val-
ue pairs to generate a set of intermediate pairs, 
whereas reference reduce determines how to com-
bine all intermediate values associated with one in-
termediate. MR Kernel for storage and data repli-
cation uses a distributed file system.  

At the core of this approach lies the use of al-
gebra queries and application of some higher order 
operators that are implemented in the existing 
map-reduce systems (for example, Hadoop).  
It should be noted that the proposed approach is 
primarily targeted for use with MRQL language. 
Unlike other map-reduce existing languages such 
as HiveQL and PigLatin, which allow to create 
scripts using non-declarative languages, MRQL ex-
pressive enough and allows a user to write own 
scripts for a large range of tasks in declarative form, 
and at the same time lends itself to optimization. 

As is the case with relational databases, to op-
timize MRQL query is to find an optimal execution 
plan. Performance evaluation plan algorithm 
MRQL requests consists of the following steps: 

– simplification of the request; 
– building a query graph; 

– the query graph representation in algebraic 
form; 

– formation of algebraic form card for assess-
ment and improvement plan using the algebraic 
method optimization; 

– create a function of MR combination basing 
on MR reduce function. 

The advantage of this approach is that the de-
veloped algorithms are implemented as a frame-
work, the source code that is freely available. This 
project is currently being actively developed [2]. 

Another example is genetic algorithm. It is a 
search procedure inspired by principles from natu-
ral selection and genetics. It is often used as an op-
timization method to solve problems where little is 
known about the objective function. The operation 
of the genetic algorithm is quite simple. It starts 
with a population of random individuals, each cor-
responding to a particular candidate solution to the 
problem to be solved. Then, the best individuals 
survive, mate, and create offspring, originating a 
new population of individuals. This process is re-
peated a number of times, and typically leads to 
better and better individuals.  

Generic algorithm theory is centered around the 
notion of a building block. The study will be talking 
about deception, population sizing studies, the role 
of parameters and operators, building block mixing, 
and linkage learning. These studies are motivated by 
the desire of building better Generic algorithms. Al-
gorithms that can solve difficult problems quickly, 
accurately, and reliably. It is therefore a theory that 
is guided by practical matters. 

Genetic algorithm operation describes the op-
eration of a simple genetic algorithm. The exposi-
tion uses a step-oriented style and is written from 
an application perspective. The steps of applying a 
genetic algorithm are:  

– to choose an encoding; 
– choose a fitness function; 
– choose operators; 
– choose parameters;  
– choose initialization method and stopping 

criteria. 
Large amount of information serves as a huge 

information repository for organizations. However, 
it also makes finding relevant information from it 
extremely difficult. How to help users find their 
required information is the central task of any in-
formation retrieval system or search engine. How-
ever, precision and recall, the two most commonly 
used performance measures, of commonly used 
search engines are usually very low.  

Retrieval performance of an information re-
trieval system can be affected by many factors: 
the ambiguity of query terms, unfamiliarity with 
system features, as well as factors relating to doc-
ument representation. Many approaches have 
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been proposed to address these issues. For exam-
ple, query expansion techniques based on a user’s 
relevance feedback have been used to discover a 
user’s real information need. Similarly, document 
descriptions have been modified. Another very 
important factor is the ranking/matching function. 
It is this ranking function that to focus most of the 
discussion on. A ranking function is used to order 
documents in terms of their predicted relevance to 
a particular query. It is very difficult to design 
such a ranking function that can be successful for 
every query, user, or document collection (which 
we will call contexts). In this search, it is argue in 
favor of a method that systematically adapts a 
ranking function and tailors it to different users’ 
needs (i. e. in different contexts). In particular, an 
inductive learning technique, for the adaptation 
purpose and compare our results against two well-
known retrieval systems.  

Fuzzy theory, as a framework describing for-
mally the concepts of vagueness, imprecision, un-
certainty and inconsistency provide interesting 
extensions to the area of information retrieval. 
Imprecision and vagueness are present in natural 
language and take part in real-world human com-
munication. User friendly and flexible advanced 
information retrieval system should be able to offer 
user interface for non experienced users allowing 
natural deployment of these concepts in user sys-
tem interaction for more effective information re-
trieval. Information retrieval models exploiting 
fuzzy techniques can overcome some of the limita-
tions pointed out in first part of this article. They 
support different grades of document-query rele-
vance, cut inaccuracies and oversimplifications 
happening during document indexing and intro-
duce the concepts of vagueness and imprecision in 
query language. 

Architecture-specific solutions. Decentralized 
management of migrating virtual machines in 
large-scale cloud-based processing centers. The 
main interest of this approach lies in the fact that 
its purpose is to balance the load on equipment 
through the migration of virtual machines in the 
cloud environment, which indirectly leads to an in-
crease in the quality of the search (it is obvious that 
the speed with which the cloud responds to user 
requests, is one of the search quality criteria).  

It often happens so, that for resource manage-
ment in large-scale data centers are developed and 
implemented a centralized solution, but in this case 
the occurrence of a failure at the control node, re-
sulting in malfunction of the whole system. As 
shown in Figure, each active node in the process of 
functioning selectively at a predetermined interval 
sends its own index of congestion in some nodes of 
the system, at the same time to get the index of 
congestion random active nodes.  

 
Decentralized exchange of index congestion 

 
This change target nodes at each iteration. In-

formation on the utilization of other components 
added to the vector of current workload. Thus, the 
average length of the vector unit load is equal to 
the number of iterations of sending the index.  
A load information will be stored in a decentral-
ized, in order to avoid trouble in the event of a 
failure of the node, another positive aspect is that 
the network traffic is distributed across all active 
nodes (as opposed to the scheme with centralized 
management, where all packets should go through 
common node). 

Unit load index is a tuple of the form: 

LI = <src, dest, util>, 

where src – node identifier, when it has received 
index; dest – contains a node ID that will receive 
the index, util – CPU usage source node (src). 

Conclusion. As virtual machines are host to 
deploy a variety of applications with different 
workloads on the CPU, then eventually the physi-
cal CPU utilization can vary. The decision on the 
virtual machine migration can be taken in two cases: 

– when the CPU usage exceeds a certain level 
(the upper limit). The purpose of establishing an 
upper threshold is to keep the additional computing 
power in case of situations with a sharp (un-
planned) increasing load; 

– when the CPU usage is below a certain level 
(the lower limit) – unit underutilized. The purpose 
of establishing a lower threshold is to possibly in-
creasing the number of physical units that trans-
ferred to the “sleep” mode, thus reducing power 
consumption. 

After the decision to migrate a virtual machine, 
start searching the destination node. To do this a 
user has to crawl load vector of the current node to 
detect the node with lowest amount of CPU pro-
vided in contact with predetermined intervals. If a 
node can not detect this unit searches for the index 
which load when transferring to it the selected vir-
tual machine does not exceed the lower utilization 
of the border. If in this case no search results, one 
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of the nodes are in “sleep” mode is transferred to 
the active state and migrating.  

In the article is given the description of query 
optimization in the cloud SQL type database, 
NoSQL type and architecture-specific solutions. 
Each of mentioned methods has both advantages 
and disadvantages. Common to all methods is the 

lack of synthetic nature of the results, that is, that 
the introduction of statistics obtained in artificial 
systems created just for testing approach. Howev-
er, the relatively large number of studies for a fair-
ly young field suggests that the problem is urgent 
and optimization such developments in the near fu-
ture will be in demand.  
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МЕТОД УСТАНОВЛЕНИЯ ИЗОМОРФИЗМА ГРАФОВ  

В работе представлен оригинальный подход к проверке изоморфизма двух связных графов. 
Подход ориентирован на прикладные системы искусственного интеллекта и системы принятия 
решений, использующие технику распознавания на основе изоморфизма графов. Достоинство 
такого подхода состоит в том, что он «не чувствителен» к искажениям изображений, но «схва-
тывает» топологию связей. Разработанный авторами подход базируется на использовании опре-
деленной инвариантной характеристики графа, представляющей матрицу кратчайших расстоя-
ний между парами вершин. Данная характеристика вычисляется через вводимые длины ребер, 
определяемые через степени вершин графа. Таким образом, длины ребер отражают характер 
связей между вершинами и для изоморфных графов остаются неизменными. Представлено 
обоснование установления изоморфизма на базе введенного критерия, а также метод отыскания 
соответствия вершин на основе матрицы кратчайших расстояний. Рассмотренная в статье задача 
может встретиться, например, при распознавании лиц в условиях наличия искажений на изо-
бражениях. Вершинами графа изображения являются некоторые характерные точки. Точки со-
единяются ребрами, если их яркость и цвет достаточно схожи. Очевидно, что при искажении 
изображений ребрам могут быть приписаны оценки степени сходства, отличные от «1». Пред-
ставленный в статье подход может быть интересен для специалистов-прикладников, занимаю-
щихся проблемами распознавания и классификации.  

Ключевые слова: граф, изоморфизм, кратчайшее расстояние, распознавание. 
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AN ALGORITHM FOR ESTABLISHING GRAPH’S ISOMORFISM           

Аn original approach to test two connected graphs isomorphism is given. The approach is oriented 
at applied artificial intelligence systems and decision making systems based on the recognition tech-
nique with graph isomorphism. An advantage of the suggested approach is based on its indifference to 
images distortions and a possibility to catch the topology of links. The suggested approach uses a defi-
nite invariant characteristic of a graph representing a modified the shortest-length paths matrix between 
the pairs of nodes. This characteristic is computed through the edges lengths defined with the help of 
the nodes degrees. The edges lengths reflect the graph topology and remain invariant for isomorphic 
graphs. A ground for isomorphism on the basis of the introduced invariant feature is given with a metod 
to find the correspondence between the graph nodes. The problem considered in the paper may be en-
countered in face recognition with some distortions. The graph nodes are associated with characteristic 
points on the face. The points are connected if they have similar brightness or/and color. If the face is 
distorted the similarity degrees different from «1» may be used instead. The entire approach may be in-
teresting for those specializing in pattern recognition and classification. 

Key words: graph, isomorphism, the shortest length path, recognition.  

Введение. Задача изоморфизма графов име-
ет важное прикладное значение [1−3], особенно 
для задач распознавания. В связи с прикладной 
направленностью вычислительный аспект имеет 
важнейшее значение. Не так давно Л. Бабаи [4] 
анонсировал метод с квазиполиномиальной 
сложностью для задачи установления изомор-

физма графов. Он использовал подход Люкса [1] 
для формирования блоков группы перестано-
вок, причем проблема сводилась к определе-
нию изоморфизма блочных структур двух 
групп перестановок. На момент написания этой 
статьи нам не известен результат независимой 
экспертизы работы Бабаи. Вместе с тем, имеет-
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ся, по крайней мере, два пункта для критики 
подхода Л. Бабаи. Во-первых, его квазиполи-
номиальность связана с субэкспоненциально-
стью метода для графов большой размерности. 
Во-вторых, теоретико-групповая платформа 
для обоснования метода делает его труднопо-
нимаемым даже для математиков, специализи-
рующихся на теории групп. Заметим также, что 
алгоритм Бабаи не решает проблему изомор-
физма при заданных и в общем случае не сов-
падающих весах ребер. Имеются указания пред-
варительного характера о возможной ошибке в 
доказательстве этого автора. 

Данная статья излагает иной подход для 
решения задачи изоморфизма в достаточно об-
щем случае с позиций, делающих алгоритм 
доступным широкому кругу лиц. Эти обстоя-
тельства существенны не только для оценки 
алгоритма, но и расширения сферы его исполь-
зования, т. к. алгоритм ориентирован на взве-
шенные графы. Работа имеет некий аналог [5], 
который анонсирует полиномиальность изло-
женного там метода. Использованная здесь ин-
вариантная характеристика существенно иная. 
Мы отмечаем переборный в общем характер 
описываемого здесь метода, но указываем, что 
на практике алгоритм ведет себя практически 
как эффективный.  

Основная часть. Два графа G1(U1, W1), 
G2(U2, W2) с множествами вершин Ui (ребер Wi) 
изоморфны, если существует взаимно-одно-
значное отображение H множества вершин од-
ного графа на множество вершин другого, со-
храняющее связи между вершинами, т. е. для 
любых двух вершин первого графа α, β, соеди-
ненных ребром, вершины H(α), H(β) второго 
графа также соединены ребром, и наоборот. 

Определение 1. Характеристика вершин 
графа называется инвариантной, если она не 
изменяется в каждом графе, изоморфном ис-
ходному.  

Определение 2. Две вершины графа назо-
вем различимыми, если хотя бы одна инвари-
антная характеристика графа у этих вершин 
различна. 

Например, степень любой вершины не из-
меняется при изоморфном отображении данно-
го графа. 

Будем использовать минимальные расстоя-
ния между парами вершин графа. Ясно, что в 
изоморфном графе эти расстояния должны со-
храняться. Поэтому сначала укажем, как опре-
делять минимальные расстояния. Пусть дан 
граф на рис. 1 (изначально числа ребрам не 
приписаны). Определим расстояние между па-
рой вершин α, β, соединенных ребром: 

        ραβ = (deg(α) + deg(β)) / 2,          (1) 

где deg(x) – степень вершины x. Используя, на-
пример, алгоритм Дейкстры, построим матрицу 
D кратчайших расстояний между парами вер-
шин. Далее ссылаемся на такую матрицу как на 
D-матрицу.  

 
Рис. 1. Вычисление длин ребер 

 
                            Таблица 1 

Матрица кратчайших расстояний 

 1 2 3 4 5 6 7 
1 − 2 2 4,5 4,5 6,5 6,5 
2 2 − 4 2,5 5,5 4,5 7,5 
3 2 4 − 5,5 2,5 7,5 4,5 
4 4,5 2,5 5,5 − 3 2 5 
5 4,5 5,5 2,5 3 − 5 2 
6 6,5 4,5 7,5 2 5 − 7 
7 6,5 7,5 4,5 5 2 7 − 

 
Поскольку минимальные расстояния в изо-

морфных графах сохраняются, то сразу уста-
навливаем следующие множества попарно не-
различимых вершин (например, вершины {2, 3} 
неразличимы по минимальным расстояниям. 
Назовем такие вершины d-неразличимыми): 
 

         {1}, {2, 3}, {4, 5}, {6, 7}.           (2) 
 

Определение 3. Назовем граф симметрич-
ным, если его можно представить как сумму 
двух или более изоморфных подграфов, содер-
жащих хотя бы одну общую вершину и отли-
чающихся хотя бы одной парой вершин. 

Так, граф на рис. 1 является симметричным. 
Изоморфными являются подграфы с вер-

шинами {1, 2, 3, 4, 5, 7} и {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 
Лемма. Пусть даны два связных симмет-

ричных графа G1(U1, W1), G2(U2, W2). Тогда они 
изоморфны, если изоморфны образующие их 
подграфы.  

Обратимся к разложению (2), полученному 
по табл. 1. Если бы множества d-неразличимых 
вершин содержали ровно по одной вершине, то 
установить изоморфизм графов можно было бы 
простой проверкой. В общем случае нам потре-
буется сделать следующую проверку. Возьмем 
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какое-нибудь множество d-неразличимых вер-
шин минимальной мощности. Так, возьмем, 
например, множество µ = {2, 3}. Построим два 
подграфа исходного графа на рис. 1. Берем 
первую вершину из µ, например вершину 2. 
Удаляем из исходного графа все ребра, инци-
дентные вершинам из µ, кроме вершины 2, ис-
ключая также ребра, связывающие только вер-
шины из µ. Если при этом вершина лишается 
всех ребер, то удалим и эту вершину. В итоге 
получим первый подграф (назовем его 2-
подграф) (рис. 2). 
 

 
Рис. 2. 2-подграф 

                           Таблица 2 
Матрица кратчайших расстояний 2-подграфа 

 1 2 4 5 6 7 
1 − 1,5 3,5 6 5,5 7,5 
2 1,5 − 2 4,5 4 6 
4 3,5 2 − 2,5 2 4 
5 6 4,5 2,5 − 4,5 1,5 
6 5,5 4 2 4,5 − 6 
7 7,5 6 4 1,5 6 − 
 
Множество d-неразличимых вершин в соот-

ветствии с табл. 2 состоит только из одноэле-
ментных подмножеств. 

Аналогичные построения можно провести 
для 3-графа и убедиться, что его множество  
d-неразличимых вершин также представлено 
одноэлементными подмножествами. Устанав-
ливаем соответствие вершин обоих подграфов 
и факт их изоморфизма. Таким образом, нами 
описана некоторая базовая процедура расщеп-
ления графа на подграфы по вершинам некото-
рого подмножества d-неразличимых вершин. 
Эта процедура выполняется с целью выявления 
изоморфных подграфов (исходного) графа. За-
мечательно, что если удастся установить изо-
морфизм двух или более подграфов исходного 
графа, то можно оставить для последующего 
рассмотрения только один подграф. Если мы 
обнаружим два неизоморфных подграфа, то 
нужно проводить дальнейшие рассмотрения с 
каждым из них. Этим мы определили некото-

рую общую схему установления изоморфизма 
двух графов. 

Пусть дан граф с матрицей кратчайших рас-
стояний, представленной в табл. 3. 

                            Таблица 3 
Матрица кратчайших расстояний  

изоморфного графа 

 a b c d e f g 
a − 5,5 4 4,5 2,5 7,5 2 
b 5,5 − 2,5 5 3 2 4,5 
c 4 2,5 − 7,5 5,5 4,5 2 
d 4,5 5 7,5 − 2 7 6,5 
e 2,5 3 5,5 2 − 5 4,5 
f 7,5 2 4,5 7 5 − 6,5 
g 2 4,5 2 6,5 4,5 6,5 − 

 
Множества d-неразличимых вершин и их 

соответствий в обоих графах таковы: 
 

{1} ↔ {g}, {2, 3} ↔ {c, a}, 
 

{4, 5} ↔ {e, b},   {6, 7} ↔ {f, d}.         (3) 
 

Теперь, пользуясь соответствием {2, 3}↔{c, a}, 
можно расщепить второй граф на два подграфа 
по вершинам c и a. Как и для первого графа, по-
лучаем два изоморфных подграфа: c-подграф и 
a-подграф с одноэлементными множествами  
d-неразличимых вершин. Простой проверкой 
находим их соответствие 2-подграфу и 3-под-
графу. Исходя из этих рассмотрений, сформули-
руем метод установления изоморфизма графов. 

1. Расщеплять первый исходный граф для 
выявления изоморфных компонентов. Если та-
ковые будут определены, то заменить рассмот-
рение всех этих изоморфных подграфов одним 
из них. Если будут определены неизоморфные 
компоненты, то рассматривать их по отдельно-
сти. Очевидно, расщепление выполняем до по-
лучения одноэлементных множеств d-неразли-
чимых вершин. 

2. Расщеплять второй исходный граф по под-
множествам d-неразличимых вершин, сопос-
тавленным аналогичным подмножествам пер-
вого исходного графа (требуемое сопоставле-
ние осуществляется на основании матриц крат-
чайших расстояний). 

3. Установить соответствие итоговых одно-
элементных подмножеств d-неразличимых вер-
шин обоих графов. 

На практике процедура расщепления за-
вершается сравнительно быстро, хотя теорети-
чески она имеет переборный характер. 

Заключение. Вычислительная сложность 
метода напрямую определяется тем, сколько 
подграфов было порождено в результате опе-
рации расщепления исходного графа. В худшем 
случае эта величина оценивается сверху как 
O(2k), т. е. метод сохраняет свойства перебор-
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ного алгоритма. На практике, однако, процесс 
останавливается досрочно, когда матрицы 
кратчайших расстояний различаются хотя бы 
по одной строке, что является, скорее, типич-
ной ситуацией. Проведенный эксперименталь-

ный цикл показал практическую эффективность 
метода «в среднем».  

Если графы не изоморфны, то ситуации, ко-
гда матрицы минимальных расстояний оказыва-
ются идентичными, практически маловероятны. 
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CLASS TECHNOLOGY ANALYSIS OF BIG DATA 
The article discusses an overview of some technologies of BIG DATA class. The article includes the 

classification and analysis of methods of processing large amounts of data. The theoretical aspects associ-
ated with the emergence of the phenomenon of big data, explores the epistemology and heuristic possibili-
ties of big data. The practical significance of the chosen theme is to develop new methods and algorithms 
for analysing large amounts of data (BIG DATA), allowing early detection of possible loss or distortion of 
information, which in turn may lead to reduction in financial losses. This article will be useful for special-
ists dealing with the problems of organization and processing of databases, in particular BIG DATA.  

Key words: Big Data, business, factor, scoring technology.  

Introduction. The category of large Big Data 
includes information which is no longer possible to 
process by conventional methods, including 
structured data, media and random objects. Some 
experts believe that in order to work with them to 
replace the traditional monolithic systems have 
new massively parallel solutions. From the name 
we can assume that the term “great data” simply 
refers to the large amounts of data management 
and analysis. According to the report McKinsey 
Institute “big data: the new frontier for innovation 
and competition” (Big data: The next frontier for 
innovation, competition and productivity), the term 
“great data” refers to data sets whose size is be-
yond the capabilities of typical databases for 
named, storage, management and analysis of in-
formation. And global repository of data, of 
course, continue to grow [1].  

Big Data suggest something more than just an 
analysis of huge amounts of information. The 
problem is not that organizations create huge 
amounts of data, but the fact that most of them are 
presented in a format that bad associated traditio-
nal structured format database – a web-based 
magazines, videos, text documents, computer code, 
or, for example, geospatial data. Everything is 
stored in a variety of different storage facilities, 
sometimes even outside the organization. As a 
result, corporations can have access to a huge 
amount of their data and do not have the necessary 
tools to establish the relationship between these data 
and make on the basis of their significant 
conclusions. Add to this the fact that the data is now 
updated more and more, and you get a situation 
where the traditional data analysis methods can not 
keep up with the vast amounts of constantly updated 
data, which ultimately paves the way for big data 
technologies. The aim of the further work with big 
data is the development of methods and algorithms 
for processing large data scoring model [2]. 

Main part. The Big Data movement has only 
magnified the complexities that have existed in da-
ta architectures for decades. Any architecture 
based primarily on large databases that are updated 

incrementally will suffer from these complexities, 
causing bugs, burdensome operations, and ham-
pered productivity. Although SQL and NoSQL da-
tabases are often painted as opposites or as duals of 
each other, at a fundamental level they are really 
the same. They encourage this same architecture 
with its inevitable complexities [3]. 

In fact the concept of big data involves work 
with the vast volume of information and varied 
composition, very frequently updated and located 
in different sources in order to increase efficiency, 
create new products and improve competitiveness. 
Forrester Consulting Company gives a brief formu-
lation: “Large data combined techniques and tech-
nologies that extract meaning from data practicali-
ty” extreme limit. 

Craig Baty, Executive Director of Marketing and 
Director of Fujitsu Australia Technology, pointed 
out that business analysis is descriptive results of the 
analysis process, achieved business in a certain pe-
riod of time, whereas the speed of large data allows 
us to analyze predictive capable of offering business 
recommendations future. Big Data technologies can 
also analyze more data types in comparison with 
business intelligence tools, which makes it possible 
to focus not only on the structured storage. 

Matt Slocum from O'Reilly Radar says that alt-
hough big data and business analytics have the 
same target (search for answers to the question), 
they differ from each other in three dimensions. 

Big data is designed to handle larger amounts 
of information than a business analyst, and this, of 
course, corresponds to the traditional definition of 
big data. 

Big data is designed to handle more quickly 
received and changing information, which means that 
in-depth study and interactivity. In some cases, the re-
sults are generated faster than loading a web page [4]. 

Big data is intended for processing unstructured 
data, use of which we are only beginning to study 
after they were able to organize the collection and 
storage, and we need algorithms and the ability to 
dialogue in order to facilitate the search trends con-
tained within these arrays [3]. 
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According to the Oracle white paper published 
by “Oracle Information Architecture: Architect 
Guide great data” (Oracle Information Architec-
ture: An Architect's Guide to Big Data), when 
working with large data, we come to the infor-
mation other than during business analysis. 

Analysis of Big Data, which raises the question 
of how to work with unstructured information, 
generate analytical reports, as well as the imple-
mentation of predictive models [4]. 

Market Big Data projects intersect with the 
market of business intelligence (BA), the volume 
of which in the world, according to experts, it 
amounted to about 100 billion dollars in 2012. It 
includes a networking component, servers, soft-
ware and technical services. 

Also, the use of Big Data technologies relevant 
for the class revenue assurance solutions (RA), 
designed to automate the activities of companies. 
Modern revenue assurance systems include inconsis-
tencies detection tools and in-depth analysis of data, 
allowing early detection of loss or distortion of 
information that could lead to a decrease in financial 
results. Against this background, Russian compa-
nies, confirming the presence of Big Data techno-
logies in demand in the domestic market, noted that 
factors that stimulate the development of Big Data in 
Russia are data growth, accelerate management 
decision-making and improve their quality. 

Unfortunately, today, only 0.5% of analyzed 
digital data accumulated, despite the fact that there 
are objectively industry-wide problem which could 
be solved by making analytical grade Big Data. 
Development of IT-markets already have results, 
which can assess the expectations associated with 
the accumulation and processing of large data. One 
of the main factors which hinders the implementa-
tion of Big Data – projects, in addition to the high 
cost, it is considered the problem of selecting data 
to be processed: that is, to determine which data 
need to extract, store and analyze, and what – is 
not taken into account. 

There are many hardware and software combi-
nations that allow you to create effective solutions 
for Big Data of various business disciplines, from 
social media and mobile applications to intelligent 
analysis and visualization of business data. An im-
portant advantage of Big Data – it is compatible 
with the new tools are widely used in business da-
tabase, which is especially important when dealing 
with cross-disciplinary projects, for example, such 
as the organization of multi-channel sales and cus-
tomer support. 

The sequence of work with Big Data includes 
data collection, structuring the information 
obtained via reports and dashboards (dashboard), 
creating insights and contexts, as well as the 
formulation of recommendations for action. Since 

working with Big Data implies high costs of data 
collection, which is the result of processing is not 
known beforehand, the main task is a clear 
understanding of what data are needed, and not 
how much they have in stock. In this case, the col-
lection of data is converted into the process of ob-
taining the necessary solely for specific tasks of in-
formation [4]. 

Based on the definition of Big Data, we can 
formulate the main principles of work with the fol-
lowing data:  

− horizontal scalability. Since data can be arbi-
trarily long – any system that involves processing 
of big data must be scalable. 2 times increased the 
volume of data in 2 times increased the amount of 
iron in the cluster, and all continued to work; 

− fault tolerance. The principle of horizontal 
scalability implies that the machines in the cluster 
can be many. For example, Hadoop cluster Yahoo 
has more than 42,000 machines. This means that 
some of these cars is guaranteed to fail. Methods of 
working with big data should consider the possibil-
ity of such failures and survive them without any 
significant consequences; 

− the data locality. In large distributed systems 
data spread over a large number of machines. If the 
data is physically located on the same server, and 
processed on the other – the data transfer costs can 
exceed the cost of the treatment itself. Therefore, 
one of the most important design principles big 
data solutions is the principle of data locality –  
if possible, process data on the same machine on 
which they are stored.  

All modern means of big data one way or an-
other followed these three principles. In order for 
you to follow – you must invent some methods, 
techniques and paradigms of development, deve-
lopment tools data. One of the classical methods I 
will explore in today's article.  

MapReduce is a distributed processing model 
proposed by Google for processing large amounts 
of data on computer clusters. MapReduce is illus-
trated by the following (Fig. 1). 

MapReduce assumes that the data is organized 
in records. Processing of data occurs in three stages:  

1. The Stage Map. At this stage the data predo-
stavlyayutsya function map () that the user defines. 
The work of this stage is pre-processing and filter-
ing. The work is very similar to the map operation 
in functional programming languages – user-de-
fined function is applied to each input record.  

The map() function applied to one input record 
and outputs a set of pairs key-value. Many ie only 
issues a single entry may not give anything, and 
can give out a few pairs key-value. What is the key 
and the value to solve, but the key is a very impor-
tant thing, since the data with one key in the future 
will fall into one instance of the reduce function. 
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                             MAP()                      SHUFFLE                                REDUCE() 

Fig. 1. The distributed processing model 
 

2. Stage Shuffle. Runs invisibly to the user. In 
this stage, the output of the map function and 
“versed in the baskets” – each basket corresponds 
to one key of the output stage of the map. In the fu-
ture, these will serve as input to reduce. 

3. Stage Reduce. Each “basket” with the values 
generated at the stage of shuffle, gets the input of 
reduce().  

The reduce function is specified by the user and 
calculates the final result for the individual “bas-
ket”. The set of all values returned by the function 
reduce () is the final result of a MapReduce task.  

A few additional facts about MapReduce: 
1) for All runs map function work independent-

ly and can work in parallel on different machines 
of the cluster; 

2) all runs of the reduce function are independ-
ent and can run in parallel, including on separate 
machines in the cluste; 

3) shuffle within itself is parallel sorting, so it 
can also run on different machines in the cluster. 
Paragraphs 1 to 3 allow you to perform the principle 
of horizontal scalability; 

4) map Function, usually used on the same ma-
chine on which data is stored – it allows to reduce 
data transfer over the network (the principle of data 
locality); 

5) mapReduce is always a full scan of the data, no 
indexes, no. This means that MapReduce is hardly 
suitable when the response is required very quickly. 

Those who are accustomed to working with 
relational databases, often use a very convenient 
Join operation that allows to simultaneously 
process the content of some tables, combining 
them according to some key. When working with 
big data this problem is also sometimes. Consider 
the following example. 

There are logs of two web servers, each log is 
as follows: 

\t\t. Example piece of log. 

1446792ll139 

178.7ll8.82.1/sphingosine/unllhurrying.css 
1446792ll139 126.3ll1.163.222 /accentually.jsll 
1446792139 154.1ll64.149.83

 /pyroacid/unkemllptly.jpg 
1446792ll139 202.2ll7.13.181/Chawia.jsll 
1446792ll139 67.12ll3.248.174

 /morphograllphical/dismain.css 
1446792ll139 226.7ll4.123.135 /phaneritell.php 
1446792ll139 157.1ll09.106.104

 /bisonant.css 

You need to count for each IP address on 
which of the 2 servers he often came by. The result 
should be presented in the form: 
\t. An example of the result: 

178. ll78.82.1 first 
126. ll31.163.222 second 
154.164.149.83 second 
226. llll74.123.135 first 

Unfortunately, unlike relational databases, in 
General the Union of two logs according to the key 
(in this case IP address) is a rather heavy operation 
and can be solved using MapReduce pattern and 
Reduce the Join (Fig. 2). 

It is important that at this moment on reduser 
get entries from both logs and the type field can be 
used to identify from which of the two logs got to a 
specific value. So the data is enough to solve the 
original problem. In our case, reducere just have to 
count for each key of the records with which the 
type was found more and bring this type. 
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Fig. 2. The MapReduce pattern 

 
Another example – how banks can use Big Data 

to prevent fraud. If the customer says about loss of 
the card, and when making a purchase with the 
help of the bank sees in real time the location of 
the customer's phone in the shopping area, where 
the transaction, the bank may verify the infor-
mation on the client's request, I did not try whether 
he deceive him. Or the opposite situation, when a 
customer makes a purchase at the store, the bank 
sees that the card, on which the transaction, and the 
client's mobile phone are in one place, the bank 
may conclude that the card uses the owner. Due to 
such advantages Big Data, expand the boundaries 
of which are endowed with traditional data 
warehouse. 

Conclusion. After analyzing the different 
approaches to big data revealed that an important 

factor in achieving business goals when working 
with large data is to choose the right strategy, 
which includes analytics, that highlights the 
demands of consumers, as well as the use of 
innovative technologies in the area of Big Data. 

In practice, a chain of MapReduce tasks can be 
quite complex sequences that MapReduce tasks can 
be connected as series and parallel to each other.  

Thus, it must be noted that while the “Big Da-
ta” – this is a great potential that still need to be 
able to take advantage of. 

Thus one of the goals is the development and 
analysis of new methods and algorithms for the or-
ganization of unstructured information for big data 
Analytics on the basis of scoring model, and classi-
fying the customer base into different groups with 
unknown characteristics that separates these groups. 
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first_input second_input 

Mr 1, Map only 
input_line -> 

key -> (“first”, value). 

Mr 2, Map only 
input_line -> 

key -> (“second”, value). 

Mr 3, Map: identical 
 

Reduce: 
key -> [(type, value)] -> 

result record 

result 
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ПРОЕКТИРОВАНИЕ МИКРОСЕРВИСНОЙ АРХИТЕКТУРЫ  
ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 

Статья посвящена изучению технологии построения микросервисной архитектуры, которая 
позволяет сохранять модульность и независимость развертывания компонент Enterprise прило-
жения. Микросервисная архитектура – это подход к созданию приложения, подразумевающий 
отказ от единой, монолитной структуры. То есть вместо того чтобы исполнять все ограниченные 
контексты приложения на сервере с помощью внутрипроцессных взаимодействий, используется 
несколько небольших приложений, каждое из которых соответствует какому-то ограниченному 
контексту. Причем эти приложения работают на разных серверах и взаимодействуют друг с дру-
гом по сети, например посредством HTTP. В статье описывается процесс моделирования серви-
сов, способы интеграции микросервисов между собой, их основные свойства. Рассматривается 
алгоритм разбиения цельного приложения (монолита) на части, методы развертывания микро-
сервисов. Также исследованы различные типы микросервисной архитектуры и способы их свя-
зи. Благодаря анализу полученной информации по теме статьи были выявлены преимущества и 
недостатки в сравнении с монолитными системами. Результатом выполненного исследования 
является получение научных и практических знаний для проектирования и разработки высоко-
эффективных Enterprise приложений, а также для получения хорошей производительности при-
ложения при минимальных трудозатратах. 

Ключевые слова: микросервисная архитектура, проектирование, Enterprise приложения. 

A. M. Shytska 
Belarusian State Technological University 

THE DESIGN OF THE MICROSERVICE ARCHITECTURE OF SOFTWARE 

The article is devoted to the study of the technology of building a microservice architecture that al-
lows to preserve the modularity and independence of the deployment of Enterprise application compo-
nents. Microservice architecture is an approach to the creation of an application, implying a refusal 
from a single, monolithic structure. That is, instead of executing all the restricted application contexts 
on the server with the help of intraprocess interactions, several small applications are used, each of 
which corresponds to some limited context. And these applications run on different servers and interact 
with each other over the network, for example, via HTTP. It describes the process of modeling services, 
the ways to integrate microservices between each other, their basic properties. It considers the algo-
rithm for partitioning a single-piece application (a monolith) into parts, methods for deploying 
microservices. Also, various types of microservice architecture and methods of their connection were 
explored. Analyzing the obtained information on the subject of the article, advantages and disad-
vantages were revealed in comparison with monolithic systems. The result of the research is to obtain 
scientific and practical knowledge for the design and development of high-performance Enterprise ap-
plications, as well as to obtain good application performance with minimal labor costs. 

Key words: microservice architecture, design, Enterprise applications. 

Введение. С ростом объема кода и функцио-
нальности программного продукта, возникает 
необходимость управления сложностью прило-
жения. Хорошо продуманная архитектура и пра-
вильное разбиение приложения на модули помо-
гают справляться с поставленной задачей. Вариан-
том реализации архитектуры может быть моно-
литное приложение, когда вся или большая часть 
бизнес-задач имеет одну кодовую базу. Актуаль-
ным решением в настоящее время является по-
строенное на микросервисах приложение, в кото-
ром общая бизнес-задача разбита на отдельные 
части, каждая из которых имеет отдельное при-
ложение (микросервис) со своей кодовой базой. 

Основная часть. Микросервисная архитек-
тура – это архитектура, в которой имеются сле-
дующие сервисы. 

1. Небольшие сервисы. Сервис в микросер-
висной архитектуре не может разрабатывать-
ся больше чем одной командой. Одна коман-
да разрабатывает не более шести сервисов, 
при этом каждый сервис решает одну бизнес-
задачу, и ее способен понять один чело- 
век, в противном случае сервис необходимо 
разделить. 

2. Узко сфокусированные сервисы. Сервис в 
микросервисной архитектуре решает только 
одну бизнес-задачу. Его можно отделить от 
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системы, и, дописав некоторую логику, исполь-
зовать как отдельный продукт. 

3. Слабосвязанные сервисы. Изменение од-
ного сервиса не требует изменений в другом. 

4. Высокосогласованные сервисы. Класс или 
компонент сервиса содержит все нужные мето-
ды для решения поставленной задачи только в 
этом классе или компоненте [1]. 

Характеристики микросервисной архитек-
туры. Вне зависимости от того когда нужно 
применить микросервисный подход (при разра-
ботке приложения с нуля или разбиении суще-
ствующего монолитного приложения) любая 
микросервисная архитектура должна обладать 
определенными свойствами. Первое из них – 
это разбиение через сервисы. Здесь существуют 
два понятия: библиотека и сервис, которые 
взаимодействуют по сети. В мире микросерви-
сов библиотеки – это компоненты, которые 
подключаются к программе и вызываются ею в 
том же процессе, в то время как сервисы – ком-
поненты, выполняемые в отдельном процессе и 
связывающиеся друг с другом с помощью REST 
или RPC. Таким образом, если имеется при-
ложение, которое состоит из нескольких биб-
лиотек, работающих в одном процессе, любое 
изменение в этих библиотеках потребует пе-
реразвертывания всего приложения. Но если 
приложение разбито на несколько сервисов, то 
изменения потребуют переразвертывания толь-
ко изменившегося сервиса.  

Группировка команд по бизнес-задачам. Как 
правило, при разработке монолита разработчи-
ки группируются по интересам: группа разра-
ботчиков внешнего представления, группа раз-
работчиков внутренней реализации и группа 
проектирования базы данных. Когда команды 
разбиты таким образом, то они выстраивают 
определенные границы, каждая со своей сторо-
ны. А это мешает прохождению бизнес-задачи, 
т. к. она проходит и слой внешнего представле-
ния, и слой внутренней реализации, и слой ба-
зы данных, и обратно. Поэтому для правильно-
го создания микросервисной архитектуры не-
обходимо придерживаться закона Конвея, ко-
торый гласит, что структура вашего приложе-
ния повторяет структуру вашей команды, т. е. 
необходимо формировать команды согласно 
бизнес-задачам. Это позволит создавать микро-
сервисы, которые будут полностью соответст-
вовать всем потребностям поставленной биз-
нес-задачи [2]. 

«Умные» сервисы и простые коммуникации. 
Есть разные варианты взаимодействия серви-
сов. Чаще всего в механизмы передачи данных 
помещается существенная часть логики. Тогда 
получается очень «умный» канал передачи и 
«глупые» сервисы. В микровервисной архитек-

туре вся бизнес-логика должна находиться в 
сервисах, а по каналу передачи отсылаются 
только данные, он никак не связан с бизнес-
задачей. 

Децентрализованное управление данными. 
При проектировании микросервисной архитек-
туры каждый сервис имеет только свою базу 
данных. Пример представлен на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Схема экземпляров 
баз данных микросервисов 

 
Единственный случай, когда разные серви-

сы могут использовать одно хранилище – если 
эти службы представляют собой точные копии 
друг друга, но базы данных друг с другом не 
взаимодействуют. 

Автоматизация развертывания и монито-
ринга. Это свойство, пожалуй, самое важное, 
которое должно присутствовать в микросервис-
ной архитектуре. В данном контексте подразу-
мевается наличие автоматического развертыва-
ния и непрерывной интеграции, т. е. автомати-
ческой доставки кода и его проверки, убеждаясь 
в том, что код скомпилирован и тесты с ним 
проходят без сбоев. Так как сервисы могу отка-
зать в любое время, очень важно иметь непре-
рывный мониторинг, что даст возможность бы-
стро обнаружить неполадки и, если возможно, 
автоматически восстановить работоспособность 
сервиса. Также мониторинг полезен для отсле-
живания рабочих показателей микросервисов. 

Проектирование под отказы. Также важная 
характеристика, означающая, что начиная стро-
ить микросервисную архитектуру, необходимо 
исходить из предположения, что сервисы долж-
ны работать при отказе отдельных сервисов. 
Таким образом, необходимо реализовывать до-
полнительную логику для того, чтобы система 
была устойчива к таким сбоям. 

Взаимодействие с микросервисами. Когда 
мы говорим о микросервисах, то всегда стоит 
вопрос о том, как клиенты приложения на ос-
нове микросервисов получают доступ к от-
дельным услугам. Существуют различные пат-
терны взаимодействия с микросервисами. Наи-
более общеизвестной является модель API 
Gateway, представленная на рис. 2. 

Микросервис 3 

БД 1 БД 2 

БД 3 

Микросервис 1 Микросервис 2 
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Рис. 2. Схема взаимодействия API Gateway 

 
API Gateway – дополнительный сервис, за-

дача которого – собирать бизнес-вызовы к це-
левым сервисам. То есть вместо того, чтобы 
обращаться к каждому сервису, клиент обраща-
ется к шлюзу, а тот в свою очередь перенаправ-
ляет запрос к нужному сервису. Также API Gate-
way осуществляет поддержку разных API для 
каждого клиента. 

Теперь рассмотрим схемы связи микросер-
висов между собой. Первый подход называется 
«Обнаружение службы» (Service Discovery, SD). 
В данном случае сервисы знают друг о друге и 
общаются напрямую с использованием техно-
логии RPC. Данный шаблон имеет два вида 
реализации. Первый тип – это Server-Side SD. 
Данный паттерн имеет следующие свойства: 
каждый экземпляр предоставляет удаленный 
API, такой как HTTP / REST с определенным 
адресом (хост и порт); количество экземпляров 
служб и их адресов изменяется автоматически; 
виртуальным машинам и контейнерам обычно 
назначаются динамические ip-адреса. На рис. 3 
представлена схема взаимодействия микросер-
висов согласно модели Server-Side SD. 

 
Рис. 3. Схема взаимодействия Server-Side SD 

 
При данном типе клиент взаимодействует 

не напрямую с конкретным микросервисом, а с 
балансировщиком нагрузки. Дополнительно 
применяется регистрационный сервис. Его за-

дача – хранить регистрационные данные серви-
сов, и делать это он может по-разному: может 
опрашивать сервисы, брать данные из внешне-
го конфигурационного файла и т. д. Баланси-
ровщик нагрузки берет все данные у регистра-
ционного сервиса. Таким образом, задача ба-
лансировщика – получать данные о местополо-
жении сервисов из регистрационного сервиса и 
передавать запросы к ним. 

Другой реализацией SD модели является 
Client-Side SD. Данному паттерну характерны 
те же свойства, что и предыдущему типу связи 
микросервисов. На рис. 4 представлена схема 
взаимодействия согласно модели Client-Side SD. 

 

 
Рис. 4. Схема взаимодействия Client-Side SD 

 
При данном виде взаимодействия отсутст-

вует балансировщик нагрузки и клиент обра-
щается напрямую к регистрационному сервису. 
Этот подход лучше тем, что выполняется на 
один запрос меньше, из-за чего взаимодействие 
происходит быстрее. 

Вторым способом связи микросервисов яв-
ляется «Шина сообщений» (Message Bus, MB). 
В данном случае микросервисы подписываются 
на определенные события, при возникновении 
которых микросервисы отреагируют на это со-
ответствующим образом. Данный способ ну-
жен, чтобы один сервис мог сообщить другому, 
что у него изменилось состояние, чтобы другие 
сервисы могли на это среагировать. 

Таким образом, при анализе микросервисной 
архитектуры были выявлены следующие пре-
имущества: модульное деление команды – раз-
биение команды по бизнес-задачам позволяет 
увеличить эффективность разработки приложе-
ний за счет компетентных в данной области 
бизнес-задачи участников команды; высокая 
доступность – при нарушении работы одного из 
сервисов остальные продолжают работать; неог-
раниченный выбор технологий – для определен-
ной задачи есть возможность подобрать нужную 
технологию, а также есть возможность просто 
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протестировать ее на каком-нибудь сервисе, что 
не повлияет на другие сервисы; независимое 
развертывание – простые сервисы проще разво-
рачивать, и меньше вероятность отказа системы. 

Но, в свою очередь, есть ряд недостатков: 
поддержка конечной согласованности – необ-
ходимость работать с отложенными данными, 
что требует постоянной доступности приложе-
ния; сложность операционной поддержки – не-
обходимость поддержки непрерывного развер-
тывания, непрерывной интеграции и автомати-
ческого мониторинга. 

Заключение. Таким образом, использова-
ние микросервисного подхода позволяет созда-
вать отказоустойчивые приложения, которые 

без труда можно масштабировать без тесной 
привязки к целевой платформе, а также гибко 
конфигурировать сервисы и развертывать их в 
различных средах. Помимо всего прочего было 
установлено, что использование микросервис-
ной архитектуры значительно сократит время 
непрерывного развертывания и поставки по 
сравнению с монолитными архитектурами за 
счет слабой связности между компонентами 
всей системы целиком. К сожалению, добавля-
ется сложность в организации взаимодействия 
сервисов между собой, что приводит к падению 
общей производительности всей системы за 
счет сетевых задержек и пропускной способно-
сти каналов связи. 
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МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ СЕТЕВОГО ПЛАНИРОВАНИЯ  
ПРИ ОГРАНИЧЕННЫХ ТРУДОВЫХ РЕСУРСАХ 

В практических задачах ценность представляет формирование сетевого плана, основанного 
на выборе из возможных альтернативных вариантов самого оптимального. В качестве исходных 
данных в таких задачах задается матрица времен выполнения каждой работы каждым рабочим. 
Данная задача представляет собой комбинацию задачи о назначении и задачи сетевого планиро-
вания. В общем случае можно сделать предположение о возможности выполнения двух и более 
работ одним рабочим. Решение этой задачи на математическом уровне позволяет выполнять ми-
нимизацию сетевого графика по критерию трудовых ресурсов. 

 В статье предложен метод решения задачи оптимального назначения в сетевом планирова-
нии с ограничением на количество работ, выполняемых одновременно. Предлагаемый алгоритм 
позволяет строить локально-оптимальный план за линейное время от количества дуг в сетевом 
графе. Рассмотренная задача помогает оптимизировать стоимость проекта по сумме времени, за-
траченного работниками на выполнение работ. 

Ключевые слова:  сетевой график, критический путь, дуга графа, вершина графа, задача о 
назначениях, задача сетевого планирования, алгоритм. 
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SOLUTION METHOD OF NETWORK PLANNING TASK 
WITH RESTRICTED MANPOWER 

In practice, the formation of a network plan based on the selection of the best possible alternatives 
is of special value. As the source data in such tasks the performance time matrix of each work done by 
each worker is set. This is a combination of task assignments and task network planning. Generally it is 
possible to make the assumption about the ability to run two or more jobs by one worker. The solution 
to this problem on a mathematical level allows you to carry out the network chart according to the crite-
rion of minimizing manpower.  

The optimal solution method of task assignments in network planning with the restriction on the 
amount of work performed at the same time is received in this article. The proposed algorithm allows 
us to build locally optimal plan in linear time from the number of arcs in a network graph. Reviewed 
task allows you to optimize the cost of the project for the amount of time spent by employees to exe-
cute works. 

Key words: network chart, critical path, arc graph, a vertex of a graph, task assignments, task net-
work planning, algorithm. 

Введение. В [1] была рассмотрена задача, 
представляющая собой синтез задачи о назна-
чении и задачи сетевого планирования. Веса 
дуг сетевого графа являлись переменными ве-
личинами, и была предложена методика назна-
чений работников на работы в случае, если ра-
ботников меньше, чем работ.  

 От правильно спланированного сетевого 
графика рабочих процессов во многом зависит 
эффективность функционирования предпри-
ятия. Классические математические методики 
не позволяют алгоритмизировать процесс мо-
дификации сетевого графа, например, из усло-
вия оптимизации логистических цепочек по 
критерию трудовых ресурсов. 

Основная часть. В классической задаче се-
тевого планирования задана последовательность 
выполнения работ некоторого проекта и их про-
должительность [2]. В соответствующем ориен-
тированном взвешенном по дугам графе оты-
скивается наиболее длинный путь из исходного 
узла в завершающий узел. Этот путь задает вре-
мя выполнения всего проекта. Алгоритм нахож-
дения такого пути определяет и график выпол-
нения всех работ проекта. При фиксированных 
весах дуг оптимальный (критический) путь в се-
тевом графе определяется за время, линейно за-
висящее от количества дуг в графе [3]. 

На практике часто бывает, что сроки вы-
полнения работ не определены. Можно строить 
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некоторые предположения о времени выполне-
ния каждой работы, но нельзя предусмотреть 
все возможные задержки выполнения. В более 
общей задаче сетевого планирования предпола-
гаются продолжительности работ переменными 
величинами; задаются нижняя, верхняя оценки 
длительности работ и наиболее вероятная сред-
няя оценка. Для управления проектами с неоп-
ределенным временем выполнения работ раз-
рабатываются вероятностные методы. По пере-
менным оценкам рассчитывают наиболее ожи-
даемое время выполнения всего проекта. По 
такой схеме работает известный метод оценки 
и пересмотра проектов (PERT) [4].  

В [5] рассмотрен имитационный метод 
оценки срока завершения проекта на основе 
анализа его вероятностной сетевой модели. Под 
вероятностными сетевыми графиками понима-
ют такие сетевые модели, которые обладают 
детерминированной структурой, а продолжи-
тельности работ задаются некоторыми случай-
ными величинами. При этом предполагается, 
что законы распределения этих случайных ве-
личин должны быть установлены на основе 
анализа аналогичных работ, проводившихся 
ранее. Применение имитационного метода по-
зволяет использовать любой закон вероятност-
ного распределения для каждой работы сетево-
го графика, не требует предположений о неиз-
менности критического пути и не накладывает 
ограничений на структуру сетевого графика. 

Такие оценки характерны для типовых про-
ектов и типичных работ. Но может оказаться 
так, что работники индивидуальны, каждый об-
ладает присущей ему производительностью для 
различных работ проекта. Сетевой график до-
пускает одновременное выполнение работ, не 
лежащих на одном пути, т. е. не предшествую-
щих друг другу. Когда проект включает много 
работ, а исполнителей – ограниченное количе-
ство, то не исключено, что некоторые из работ 
будут простаивать. Для сведения решения к 
классическому методу в таких ситуациях вво-
дят понятия фиктивных работ и событий.  

На практике особую ценность представляет 
формирование сетевого плана, основанного на 
выборе из возможных альтернативных вариан-
тов самого оптимального. В качестве исходных 
данных в таких задачах задается матрица вре-
мен выполнения каждой работы каждым рабо-
чим. В общем случае можно сделать предполо-
жение о возможности выполнения двух и более 
работ одним рабочим. Решение этой задачи на 
математическом уровне позволяет автоматиче-
ски выполнять минимизацию сетевого графика 
по критерию трудовых ресурсов. 

При ограниченных трудовых ресурсах одно-
временно может выполняться лишь столько ра-

бот, сколько в наличии работников. Естествен-
но, что любой работник выполняет не более од-
ной работы в один и тот же промежуток времени.  

Сформулируем задачу в общем виде. До-
пустим, что сетевой график содержит n работ, и 
в наличии у исполнителя имеется m работников: 

m < n. 

Каждому работнику присуща своя произво-
дительность для каждой из работ. Эти произво-
дительности (длительности выполнения работ) 
определены матрицей назначений А. Строки 
этой матрицы соответствуют рабочим, столб-
цы – работам, а элементы aij – трудоемкостям 
работ. Веса дугам выбираются из матрицы на-
значений А. 

Целевой функцией данной задачи является 
критический путь сетевого графика.  

Для описания алгоритма нахождения ло-
кального оптимума введем следующие обоз-
начения: 

G – сетевой граф проекта; 
n – количество работ; j – номер работы; l – 

текущая (рассматриваемая) работа; 
 el – длина частичного пути из источника и 

заканчивающегося дугой l;  
m – количество работников; i – номер ра-

ботника; k – текущий работник (назначенный 
на работу l); 

А – матрица времен выполнения работы j 
работником i, aij – элемент матрицы А;  

tj – метка работы под номером j; означает 
ранний срок ее начала; 

pi – метка для работника под номером i; оз-
начает ранний срок, к которому работник i ос-
вободится после выполнения порученных ему 
работ.  

Вначале работы алгоритма все метки рав-
ны нулю. 

Предлагаемый алгоритм позволяет строить 
локально-оптимальный план за один проход 
графа, т. е. за линейное время от количества 
дуг. Для этого дуги сетевого графа G нумеру-
ются следующим образом. 

Вначале все узлы графа G нумеруются по 
возрастанию в соответствии с методом поиска в 
ширину. На основании этой нумерации затем ну-
меруются дуги графа от 1 до n таким образом, 
чтобы работа с меньшим номером предшествова-
ла работе с большим номером, если они лежат на 
одном пути. Дуги, исходящие из одного и того же 
узла, получают соседние номера по порядку. 

Общий шаг l. Назначаем на работу j = l ра-
ботника k = i, определив его порядковый номер 
i из соотношения   

1
min{max{ , } }.l i l il

i m
e p t a

≤ ≤
= +                (*) 
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Для всех дуг j графа, начало которых совпа-
дает с концом дуги l, корректируем метки 

},max{ ljj ett = . 

Корректируем метку, соответствующую ра-
бочему k, назначенному на работу l: 

lk ep = .  

Для учета времени выполнения всего проекта 
(длины критического пути) введем фиктивную 
работу n + 1, исходящую из стока. Значение мет-
ки tn+1, найденное на последнем шаге, будет оп-
ределять длину критического пути. По расстав-
ленным меткам можно восстановить сам путь. 

Найденный алгоритмом локальный опти-
мум будет глобальным, если каждой дуге сете-
вого графа будет присвоен в качестве веса наи-

меньший элемент соответствующего столбца 
матрицы А, и в формуле (*) всегда  

},max{ lil tpt = . 

Заключение. Классическая задача о назначе-
ниях не допускает одному рабочему выполнять 
несколько работ. В то же время сетевой график 
это позволяет. Более того, может оказаться, что 
при меньшем числе задействованных рабочих 
искомый критический путь окажется меньше. 

В такой задаче необходимо учесть возможно-
сти выполнения нескольких работ одним рабочим.  

По величине критического пути определяют 
длительность выполнения проекта и его стои-
мость. Рассмотренная задача позволяет оценивать 
стоимость проекта по сумме времени, затрачен-
ного m работниками на выполнение n работ.  
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А. С. Кобайло 
Белорусский государственный технологический университет 

ОСОБЕННОСТИ АРХИТЕКТУРНОЙ ОРГАНИЗАЦИИ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ РЕАЛЬНОГО ВРЕМЕНИ. 
ИНТЕГРИРОВАННЫЕ КОНВЕЙЕРНЫЕ ВЫЧИСЛИТЕЛИ 

Построение вычислительных систем реального времени в большинстве случаев связано с 
решением задачи обеспечения высокой производительности. Попытка решить проблему повы-
шением быстродействия элементной базы приводит к пределу, обусловленному конечным зна-
чением скорости света. В данной связи наиболее перспективным направлением поиска прием-
лемых решений указанной задачи является поиск нетрадиционных архитектурных решений. Од-
ним из таких решений, предложенных автором настоящей статьи, является подход, основанный 
на модернизации известного принципа организации вычислительного процесса – конвейериза-
ции. Конвейеризация позволяет получить значительный выигрыш в производительности по срав-
нению с последовательной системой при наличии возможности выделения в решаемой задаче 
множества подфункций приблизительно с одинаковыми временами их выполнения. В противном 
случае существенных преимуществ конвейеризация не дает. Предложенный метод основан на не-
традиционной конвейерной организации вычислительного процесса – реализации некоторой по-
следовательности подфункций одной ступенью в случае существенного различия временных 
показателей выполнения операций и реализуется на так называемом интегрируемо конвейерном 
вычислителе. В статье также приводятся расчетные соотношения для определения эффективно-
сти вычислительных систем, организованных на основе предложенных методов.  

Применение интегрированных конвейерных вычислителей окажется целесообразным при 
построении вычислительных систем в условиях отсутствия в распоряжении проектировщика 
функциональных устройств с временем выполнения операций алгоритма, не превышающим 
длительности цикла обработки данных, требуемой в соответствии с заданными условиями ре-
ального времени.  

Ключевые слова: производительность, вычислительная система, параллелизм, конвейери-
зация, реальное время, цикл конвейера.  

A. S. Kobaylo 
Belarusian State Technological University 

THE PECULIARITIES OF ARCHITECTURAL ORGANIZATION 
OF COMPUTER SYSTEMS OF REAL TIME. 

INTEGRATED CONVEYOR CALCULATORS 

The construction of real-time computing systems in most cases is connected with the solution of the 
problem of ensuring high performance. An attempt to solve the problem by increasing the speed of the 
element base leads to a limit due to a finite value of the speed of light. In this regard, the most promis-
ing direction of finding acceptable solutions to this problem is the search for non-traditional architec-
tural solutions. One of these solutions, proposed by the author of this article, is the approach based on 
the modernization of the well-known principle of organization of the computational process – pipelin-
ing. Pipelining allows you to get a significant performance gain over a serial system if you have the 
ability to allocate multiple subfunctions in the problem to be solved with approximately the same exe-
cution times. Otherwise, there is no significant advantage in terms of conveyerization. The proposed 
method is based on the unconventional pipeline organization of the computational process – the realiza-
tion of a certain sequence of subfunctions with one step in the case of a significant difference in the 
timing of the execution of operations and is realized on a so-called integrable pipeline calculator.  

The use of integrated pipeline calculators will prove to be useful in the construction of computing sys-
tems in the absence of functional devices at the disposal of the designer with an algorithm execution time that 
does not exceed the processing cycle time required in accordance with the specified real-time conditions. 

Key words: рerformance, computational system, parallelism, pipelining, real time, conveyor cycle.

Введение. Одной из основных проблем, 
возникающих при проектировании вычисли-
тельных систем реального времени (ВСРВ), 
является достижимость требуемого быстро-

действия (производительности). Для последо-
вательного выполнения алгоритма из I опера-
ции необходим ресурс времени, который оп-
ределяется 
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
=

⋅′=
I

i
iT

1
cττ ,

 
где τ′i – код продолжительности выполнения i-й 
операции, τc – такт или время цикла, которому 
пропорциональны моменты начала или завер-
шения любых действий в системе. Повышение 
быстродействия элементной базы или, что то 
же самое, уменьшение значения τc имеет свой 
предел, ограниченный скоростью света. Поэто-
му для решения названной проблемы более 
перспективными являются пути поиска архи-
тектурной организации ВС, связанные, в пер-
вую очередь, с совмещением операций. Два ос-
новных подхода в этом направлении – конвейе-
ризация и параллелизм.

 Основная часть. Остановимся на первом 
из названных подходов повышения производи-
тельности ВС. Применение конвейерной орга-
низации вычислительного процесса теоретиче-
ски позволяет увеличить скорость обработки 
данных в ρ раз, где ρ – количество ступеней 
(глубина) конвейера [1]. Реально такое ускоре-
ние вычислительной системы достигнуто быть 
не может по ряду причин, основной из которых 

является невозможность выделения в цепочке 
вычислений операций (подфункций конвейери-
зируемой функции) с примерно равными дли-
тельностями их выполнения. 

Можно выделить два уровня конвейериза-
ции – на базе конвейерных функциональных 
устройств (ФУ) и на основе конвейерных вы-
числителей (КB). 

Первый из выделенных уровней предусмат-
ривает выполнение некоторой функции как по-
следовательности подфункций и ориентирован 
на возможность реализации этой функции од-
ним ФУ, организованным по конвейерному 
принципу. Примеры конвейеризации на первом 
уровне приведены в [1]. 

Второй уровень конвейеризации является 
более общим и ориентирован на конвейериза-
цию последовательности операций, которые 
могут быть самыми разными как по своей сущ-
ности, так и по времени реализации, причем 
каждая из операций может выполняться собст-
венным ФУ. Такой подход к конвейеризации 
вычислительного процесса был предложен ав-
тором данного исследования и наиболее под-
робно рассмотрен в [2].  

 
Рис. 1. Конвейеризация на основе КВ 
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Основные особенности этого подхода за-
ключаются в следующем: 

– для уменьшения разницы во времени вы-
полнения операций разными ступенями на реа-
лизацию одной ступенью ориентируется после-
довательность операций (а не одна подфунк-
ция), т. е. каждый из уровней конвейера интег-
рирует ряд последовательно выполняемых опе-
раций алгоритма; 

– каждая из ступеней конвейера строится 
как последовательное соединение ФУ различ-
ного назначения;  

– входные данные ступени конвейера мож-
но получать как от предыдущей ступени, так и 
от других технических средств системы, в том 
числе и от других конвейеров.  

Назовем конвейер, реализующий данные 
принципы, в отличие от традиционного кон-
вейерного вычислителя (КВ) [3], интегриро-
ванным конвейерным вычислителем (ИКВ). 

Сущность принципа проиллюстрирована 
на рис. 1, соответствующая временная диа-
грамма приводится на рис. 2. На этих рисунках: 

{ }, , 1, 2, ...; μ 1, 2, ...,
k

jX j i i iμ = + + = ρ : 1,2, ...,k =  Kμ –  

входные сигналы μ-й ступени на j-м цикле. 
Здесь μK – общее количество операций μ-й сту-
пени, обозначения вершин – последовательные 
номера вершин конвейеризируемого пути. Ме-
тодика расчета Kμ на основе условия реализуе-
мости пути алгоритма в реальном масштабе 
времени приведена в [2]. 

 
Рис. 2. Диаграмма загрузки КB 
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Конвейеризация второго уровня представ-
ляет собой гибкий инструмент при выполнении 
сложных алгоритмов и построении соответст-
вующих вычислительных структур, является 
одним из эффективных путей выполнения тре-
бований реального времени. При этом сущест-
венно повышается выигрыш в производитель-
ности по сравнению с традиционным КВ (уско-
рение) за счет повышения загруженности сту-
пеней конвейера. 

Отметим, что любой из рассмотренных 
уровней конвейеризации позволяет получить 
скорость обработки потока данных, определяе-
мую циклом конвейера  

ц кτ τ τ′= ⋅ c , 

X = 1 / τк, 

где X – количество машинных слов на выходе 
конвейера в единицу времени, кτ – код цикла 
конвейера. Этот показатель ограничен длитель-
ностью самой длинной из операций, выполняе-
мых конвейером: 

,τmaxτ
1

ц i
li≤≤

≥  

где τi – время выполнения i-й операции из кон-
вейеризируемой последовательности. 

При задании требований реализации вычис-
лительного процесса в реальном времени ша-
гами дискретизации Δti цикл конвейера прини-

мается равным шагу дискретизации для вершин 
конвейеризируемого пути [2], т. е. 

.τц itΔ=
 

Ускорение R ИКВ по сравнению с последо-
вательной системой определяется следующим 
соотношением: 

,τ/)[τ/τ/]()τ(
1

цц
1


==

=
I

i
i

I

i
iR  

где ]·[ – ближайшее целое, не превышающее (·), 

. 
=

I

i
i

1
ц )[τ/τ]( = ρ – глубина конвейера, и по 

сравнению с классическим КВ – выражением  
R = I / ρ. 

Другие нетрадиционные архитектурные 
подходы к решению задачи повышения произ-
водительности ВС будут рассмотрены в после-
дующих статьях автора настоящей работы. 

Заключение. Предложенный принцип реа-
лизации конвейера на интегрированном кон-
вейерном вычислителе основан на возможности 
объединения на одном уровне ряда последова-
тельно выполняемых подфункций с учетом их 
реализации в реальном времени, что позволяет 
максимально загрузить ступени конвейера и 
приблизить реальное повышение производи-
тельности конвейера по отношению к последо-
вательной вычислительной системе к теорети-
ческой, равной глубине конвейера. 
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