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ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ 
 
 
 
 

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 
 
 
 
 
УДК 517.935.2+519.71 

И. М. Борковская, О. Н. Пыжкова 
Белорусский государственный технологический университет 

ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ И СТАБИЛИЗАЦИИ  
ДЛЯ ГИБРИДНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ  

Исследование гибридных систем, имеющих многочисленные приложения в автомобиле-
строении, авиастроении, робототехнике и других областях, и решение различных задач управ-
ления для них позволяет значительно расширить область применения математической теории 
управления. В работе приводятся результаты по задачам управления для некоторых классов 
гибридных систем, в частности по задачам относительной управляемости и достижимости для 
дискретно-непрерывных систем. Также выделяются результаты по исследованию возможно-
сти стабилизации дискретно-непрерывных систем и систем с многомерным (2D-мерным) вре-
менем. Анализируются и другие задачи качественной теории управления для гибридных ди-
намических систем. 

Ключевые слова: относительная управляемость, стабилизация, гибридные дискретно-не-
прерывные системы, системы с многомерным временем.   

 
I. M. Borkovskaya, O. N. Pyzhkova 

Belarusian State Technological University 

THE PROBLEMS OF CONTROL AND STABILIZATION  
FOR HYBRID DYNAMIC SYSTEMS 

The study of hybrid systems that have numerous applications in the automobile industry, aircraft 
building, robotics and other areas and the solution of various control problems for them makes it possible 
to expand the scope of the mathematical control theory significantly. The paper provides the results on 
control problems classes of hybrid systems, for example, on problems of relative controllability and 
reachability for discrete-continuous systems. The results on the investigation of the possibility of stabiliza-
tion of discrete-continuous systems and systems with multidimensional (2D-dimensional) time are also 
highlighted. Other problems of the qualitative control theory for hybrid dynamical systems are analyzed.  

Key words:  relative controllability, stabilization, hybrid discrete-continuous systems, systems 
with multidimensional time.  

Введение. Изучение поведения и конст-
руирование систем управления, обладающих 
требуемыми в приложениях свойствами, явля-
ется ключевой задачей теории управления 
движением. Исследование гибридных систем, 
имеющих многочисленные приложения в ав-
томобилестроении, авиастроении, робототех-
нике и других областях и решение различных 
задач управления для них позволяет значи-
тельно расширить область применения мате-
матической теории управления. Для гибрид-
ных систем могут быть сформулированы раз-

личные известные задачи оптимального управ-
ления, достижимости и верификации, исследо-
вания на устойчивость, задачи стабилизации, 
идентификации и др. Важнейшими являются 
вопросы представления решений гибридных 
систем, относительной управляемости, мо-
дального управления.  

Задача достижимости во многих случаях рас-
сматривается как задача построения множества 
достижимости гибридной системы, содержащего 
всевозможные состояния, в которые можно пе-
рейти при помощи допустимых управляющих 
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воздействий из фиксированного в заданный 
начальный момент времени состояния. К зада-
чам достижимости примыкают задачи верифи-
кации, в которых требуется выяснить, может ли 
система попасть в одно из «нежелательных» со-
стояний либо, наоборот, в «желательное» со-
стояние. Это, например, может потребоваться с 
целью обеспечения безопасного функциониро-
вания системы. Свойствам гибридных систем 
посвящены многие работы [1–4]. 

Виды гибридных систем многообразны. 
Среди них выделяют ГДР-системы (дифферен-
циально-разностные системы), которые описы-
вают процессы, где наряду с динамическими 
встречаются и алгебраические зависимости, и 
ГДН-системы (дискретно-непрерывные систе-
мы), содержащие как непрерывные, так и дис-
кретные переменные. Важным классом гибрид-
ных систем является класс систем с многомер-
ным (2D-мерным) временем.  

В работе приводятся результаты по задачам 
управления для некоторых классов гибридных 
систем, выделяются результаты по исследова-
нию возможности стабилизации систем, т. е. 
получению условий на параметры системы, при 
которых существует регулятор, обеспечиваю-
щий важнейшее свойство – устойчивость замк-
нутой системы управления.  

Основная часть. Управляемость – одно из 
важнейших свойств системы управления, опи-
сывающее возможность перевести систему из 
одного состояния в другое. Исследование систе-
мы на управляемость является одним из важных 
шагов в синтезе управляющих воздействий. Рас-
смотрим дискретно-непрерывную систему: 

11 12( ) ( ) ( ), [ ,( 1) );x t A x t A y kh t kh k h       (1) 

21 22( ) ( ) ( ) ( );y kh h A x kh A y kh Bu kh       (2) 

0,1, 2, ...k   

с точки зрения ее относительной управляемо-
сти и достижимости [5, 6]. В формулах (1), (2) 

( ) ,nx t  ( ) ,my kh   ( ) , 0,ru kh h   11 12, ,A A  

21 22, ,A A B    постоянные матрицы соответст-
вующих размеров с начальными условиями  

     0 0(0) ( 0) , (0) .x x x y y              (3) 

При заданном моменте времени 1 ,t qh q  
систему (1), (2) назовем 1t -относительно уп-
равляемой, если для любых начальных данных 

0 0,n mx y    в условиях (3) найдется уп-
равление ( ) , 0,1, ... , 1ru kh k q    такое, что 
соответствующее решение ( ), 0,x t t   ( ),y kh  

0,1, ...k   системы (1), (2) с начальными усло-
виями (3) обладает свойством 1( ) 0,x t   

1( ) 0.y t   Если соответствующее решение 

( ), 0, ( ), 0,1, ...x t t y kh k   системы (1), (2) с 
начальными условиями (3) обладает свойством 

1( ) 0,x t   назовем систему 1t -относительно 
управляемой по x . При выполнении свойства 

1( ) 0y t   назовем систему 1t -относительно уп-
равляемой по y . 

Систему (1), (2) назовем 1t -относительно 
достижимой, если для любых векторов 

0 1 0 1, ; ,n mx x y y    в условиях (3) найдется 
управление ( ) , 0,1, ... , 1,ru kh k q    такое, 
что соответствующее решение ( ), 0,x t t   

( ), 0,1, ...y kh k   системы (1), (2) с начальными 
условиями (3) обладает свойством 1 1( ) ,x t x  

1 1( ) .y t y  Систему назовем 1t -относительно 
достижимой по x , если для любых векторов 

0 1 0, ;n mx x y    в условиях (3) найдется 
управление ( ) ,ru kh  0,1, ... , 1k q   такое, 
что соответствующее решение ( ), 0,x t t   

( ), 0,1, ...y kh k   системы (1), (2) с начальными 
условиями (3) обладает свойством 1 1( ) .x t x  
Система 1t -относительно достижима по ,y  ес-
ли для любых векторов 0 0 1; ,n mx y y    в 
условиях (3) найдется управление ( ) ,ru kh   

0,1, ... , 1k q   такое, что соответствующее ре-
шение ( ), 0, ( ), 0,1, ...x t t y kh k   системы (1), 
(2) с начальными условиями (3) обладает свой-
ством 1 1( ) .y t y  

Применяя формулу Коши, получим:  

11

11 11

11

( )

( )
12

( )
12

0

( ) ( )

( ) ( )

 ( ).

A kh h kh

kh h
A kh h A h

kh

h
A h

x kh h e x kh

e A y kh d e x kh

e d A y kh

 


 



  

   

 





    

Введем обозначения:   

( )
[ ] ,

( )

x kh
z k

y kh

 
  
   

0

B

 
  

 
, 

11 11( )
12

0

21 22

h
A h A h

h

e e d A

A A

 
   

  

 . 

Для описания [ ]z k  получаем дискретную 
систему: 

[ 1] [ ] ( ), 0,1, ... .hz k z k u kh k      

Рассматриваемые задачи управляемости и 
достижимости приводят к соответствующим 
проблемам для дискретных систем. Задача от-
носительной управляемости дискретно-непре-
рывной системы (1), (2) сводится к задаче пол-
ной управляемости (в смысле Калмана) указан-
ной выше дискретной системы. 
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Теорема 1. Условие  

1

1

[ , , ..., ( ) , ( ) ]

[ , , ..., ( ) ]

q q
h h h

q
h h

rank

rank





   

   

  
 

 

является необходимым и достаточным для -qh
относительной управляемости системы (1), (2). 

Теорема 2. Условие  

1

1

( [ , , ..., ( ) , ( ) ])

( [ , , ..., ( ) ])

q q
h h h

q
h h

rank H

rank H





   

   

  
 

 

является необходимым и достаточным для -qh

относительной управляемости по x  системы (1), 
(2) при  0 ,nH I  для qh-относительной уп-

равляемости по y  системы (1), (2) при 

 0 ,mH I  где символ kI  обозначает еди-

ничную k k  матрицу. 
Отметим, что если система (1), (2) не являет-

ся -qh относительно управляемой при ,q n m   
то она не будет qh-относительно управляемой 
и при .q n m   

Систему (1), (2) считают относительно уп-
равляемой, если она qh-относительно управляема 
хотя бы при одном натуральном числе .q  Тогда 
из теоремы 1 вытекает критерий относительной 
управляемости системы (1), (2), заключающий-
ся в требовании 

1

1

[ , , ..., ( ) , ( ) ]

[ , , ..., ( ) ].

m n m n
h h h

m n
h h

rank

rank

  

 

   

   

  
 

 

Условие  

1

1

( [ , , ..., ( ) , ( ) ])

( [ , , ..., ( ) ])

m n m n
h h h

m n
h h

rank H

rank H

  

 

   

   

  
 

 

является необходимым и достаточным для от-
носительной управляемости по x  системы (1), 
(2) при [ 0]nH I  и для относительной управ-
ляемости по y  при [0 ]mH I . 

Имеют место следующие (теоремы 3, 4) ус-
ловия 1t -относительной достижимости систе-
мы (1), (2): 

Теорема 3. Условие  

1[ , , ..., ( ) ]q
h hrank n m       

является необходимым и достаточным для -qh
относительной достижимости системы (1), (2). 

Теорема 4. Условие  

1( [ , , ..., ( ) , ( ) ])q q
h h hrank H rank H       

является необходимым и достаточным для qh-
относительной достижимости по x  системы (1), 
(2) при  0nH I , для qh-относительной дос-

тижимости по y  системы (1), (2) при 
[0 ]mH I . 
Если система (1), (2) не является qh-отно-

сительно достижимой при ,q n m   то она не 
будет qh-относительно управляемой и при 
q  .n m  Введем понятие относительной дос-
тижимости как qh-относительной достижимости 
хотя бы при одном натуральном числе q, тогда 
критерий относительной достижимости можно 
сформулировать следующим образом: система (1), 
(2) является относительно достижимой тогда и 
только тогда, когда выполняется условие  

1[ , , ..., ( ) ] .n m
h hrank n m        

В дальнейшем предстоит исследовать во-
просы qh-относительной управляемости и дос-
тижимости по x  в случае произвольного ко-
нечного момента времени 1 , .t qh q   

Рассмотрим теперь такой класс гибридных 
систем, как гибридные системы с многомерным 
(2D-мерным) временем:  

1 11 1 12 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ),x t k A x t k A x t k B u t k       (4)   
[0, );t   

2 21 1 22 2 2( , 1) ( , ) ( , ) ( , ),x t k A x t k A x t k B u t k     (5)   
0, 1, 2, ...,k   

где 1
1

( , )
( , ) ;

x t k
x t k

t





  1 2

1 2( , ) ;  ( , ) ;n nx t k x t k    

1 2( , ), ( , )x t k x t k  – 1n - и 2n -векторы состояния 

системы; ( , ) ru t k  – вектор управляющего 

воздействия, 0, 0,1, 2, ;t k   11 12 21, , ,A A A  

22 1 2, ,A B B  – постоянные матрицы соответст-
вующих размеров, с граничными (начальными) 
условиями:  

1 1(0, ) ( ),x k x k  0,1, 2, ...;k    2 2( , 0) ( ),x t x t  

[0, ).t   

В работе [5] исследована 1 1( , )t k -управляе-
мость системы (4), (5) относительно 1x  и 
представлен параметрический критерий уп-
равляемости с использованием решений опре-
деляющего уравнения. В дальнейшем методи-
ка может быть применена для исследования 
управляемости относительно 2 ,x  а также от-
носительно 1 2, .x x  

Исследуем стабилизируемость указанных 
выше видов систем [7–9]. Свойство стабилизи-
руемости является важнейшим требованием, 
предъявляемым к реальным системам управле-
ния. Присоединим к дискретно-непрерывной сис-
теме (1), (2) регулятор вида 

 1 2( ) ( ) ( ), 0,1, ...,u kh Q x kh Q y kh k        (6) 
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где 1Q  и 2Q – постоянные матрицы размеров 
r n и r m соответственно. Замкнутая система 
имеет вид:  

11 12( ) ( ) ( ), [ ,( 1) );x t A x t A y kh t kh k h     

21 1( ) ( ) ( )y kh h A BQ x kh     

22 2( ) ( ).A BQ y kh   

Теорема 5. Система (1), (2) является стаби-
лизируемой дискретным регулятором (6) тогда 
и только тогда, когда 

[ , ]n m hrank I n m      

для всех комплексных чисел ,  таких, что 1.   
Рассмотрим теперь гибридную 2D-систему (4), 

(5). Уравнение вида  

      
1

2

11 12

21 22

det 0
n

n

I A A

A I A

   
 

    
           (7) 

назовем характеристическим уравнением, а его 
корни (в общем случае комплексные) – характе-
ристическими числами (значениями) системы (4), 
(5). В работе [8] введены определения разных 
видов устойчивости. Необходимые условия 
асимптотической устойчивости сформулируем 
в виде следующей теоремы. 

Теорема 6. Если система (4), (5) слабо асимп-
тотически устойчива, то для корней ( , )   ха-
рактеристического уравнения (7) выполняется 
условие: Re 0   и 1   или Re 0   и 1;   
если система (4), (5) сильно асимптотически 
устойчива, то для корней ( , )   характеристи-
ческого уравнения (7) соблюдается условие: 
Re 0   и 1;   если система (4), (5) ( , )  -ус-
тойчива, то для корней ( , )   характеристиче-
ского уравнения (7) выполняется условие 
Re    и    .      

В скалярном случае, когда 11 11,A a 12 12 ,A a  
21 21,A a  22 22A a  – действительные числа, 

верны теоремы 7, 8. 
Теорема 7. Для того чтобы система (4), (5) 

скалярных уравнений была сильно асимптоти-
чески устойчивой, необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялись следующие условия:  

1) 12 21 0;a a    2) 22 111, 0.a a 

 

Теорема 8. Для того чтобы система (4), (5) 
скалярных уравнений была ( , )  -устойчивой, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 
следующие условия:  

1) 12 21 0;a a      2) 11 22, .a a     

Присоединим к системе (4), (5) регулятор, 
не выводящий ее за пределы заданного класса: 

            1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ),u t k Q x t k Q x t k              (8) 

где 1Q  – матрица 1;r n  2Q  – матрица 2.r n  
Систему (4), (5) назовем стабилизируемой 

(в смысле сильной асимптотической устойчиво-
сти) регулятором (8), если найдутся такие мат-
рицы 1,Q 2Q  из (14), что замкнутая система (4), 
(5), (8) является сильно асимптотически устой-
чивой. Можно показать, что верны следующие 
утверждения о возможности стабилизации сис-
темы (4), (5) в скалярном случае. 

Теорема 9. Для того чтобы система (4), (5) в 
скалярном случае была стабилизируема (в смыс-
ле сильной асимптотической устойчивости) 
регулятором (8), достаточно выполнения хотя 
бы одного из условий: 

2 12 1 21
22 11

1 2

1) 1; 2) 0.
b a b a

a a
b b

     

Теорема 10. Для того чтобы система (4), (5) 
в скалярном случае была стабилизируема         
(в смысле ( , )  -устойчивости) регулятором (8), 
достаточно, чтобы выполнялись условия: 

2 12 1 21
22 11

1 2

1) ; 2) .
b a b a

a a
b b

       

Заключение. В работе проведен анализ ре-
зультатов по задачам теории управления для 
некоторых классов гибридных систем, в част-
ности, по относительной управляемости и дос-
тижимости, а также стабилизации дискретно-
непрерывных систем. Исследованы возможно-
сти стабилизации линейной гибридной 2D-сис-
темы в симметрической форме. Представлены 
достаточные условия стабилизируемости сис-
темы регулятором, не выводящим систему за 
пределы заданного класса.   
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УДК 517.987.1 

С. В. Пономарева1, О. Н. Пыжкова2, Л. Д. Яроцкая2 
1Белорусский государственный университет 

2Белорусский государственный технологический университет 

К ВОПРОСУ О РАЗРЕШИМОСТИ УРАВНЕНИЙ  
СО СТЕПЕННО-ЛОГАРИФМИЧЕСКИМ ЯДРОМ  

НА МНОГОМЕРНОЙ ПИРАМИДАЛЬНОЙ ОБЛАСТИ 

Рассматриваются уравнения первого рода со степенно-логарифмическими ядрами с действи-
тельными степенями логарифмов в пространстве абсолютно непрерывных на ограниченной пи-
рамидальной области функций. К таким уравнениям приводят задачи как из некоторых разделов 
математики, в частности дифференциальных уравнений, так и из физики, механики и других ес-
тественных наук. При этом проблема обращения с точки зрения приложений является одной из 
центральных. С этой проблемой тесно связана задача получения условий разрешимости рас-
сматриваемых уравнений в различных пространствах.  

Ограничимся в данной работе случаем абсолютной непрерывности весовой функции и значе-
ниями параметра на промежутке 0 < α < 1 (α = (α1, …, αn)). Решение подобного уравнения с целы-
ми степенями логарифма было представлено в работе [1], но с использованием производной от 
выражения, содержащего интеграл от свободного члена с функцией Вольтерра в ядре. Там же бы-
ла предложена идея решения уравнения с действительной степенью логарифма. В публикации [2] 
были анонсированы достаточные условия разрешимости рассматриваемого уравнения в простран-
стве абсолютно непрерывных на отрезке функций и представлен другой вид решения в терминах 
правой части (одномерный случай). Данная работа является продолжением исследования задачи в 
этом направлении и расширяет результаты [2] на случай многомерной пирамидальной области. 
Уравнение решается методами дробного интегрирования с использованием обобщения на много-
мерную пирамидальную область классических интегралов Римана – Лиувилля, специальных функ-
ций Вольтерра и операторов типа свертки. Теория дробных интегралов и методика их применения 
к решению различного рода прикладных задач достаточно полно описана в работах [1] и [3]. 

Ключевые слова: интегральное уравнение, уравнения со степенно-логарифмическими яд-
рами, интегральный оператор типа свертки.  

 
S. V. Ponomareva1, O. N. Pyzhkova2, L. D. Yarotskaya2 
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TO THE QUESTION ON THE SOLVABILITY OF EQUATIONS  
WITH POWER-LOGARITHMIC KERNELS  

ON A MULTIDIMENSIONAL PYRAMIDAL DOMAIN 

We consider equations of the first kind with power-logarithmic kernels with real powers of loga-
rithms in the space of absolutely continuous functions on a bounded pyramidal domain. Such equations 
are caused by the problems from certain sections of mathematics, in particular, from differential equa-
tions, and from physics, mechanics, and other natural sciences. At the same time, the problem of ad-
dressing from the point of view of applications is one of the central ones. The problem of obtaining 
conditions for the solvability of the equations in different spaces is closely related to this problem. 

We confine ourselves in this paper to the case of absolute continuity of the weight function and the 
values of the parameter on the interval 0 < α < 1 (α = (α1, …, αn)). The solution of such an equation 
with integer powers of the logarithm was presented in [1], but using the derivative of the expression 
containing the integral of the free term with the Volterra function in the nucleus. In the same place, the 
idea of solving an equation with real power of the logarithm was proposed. In [2], sufficient conditions 
were stated for the solvability of the equation in the space of functions that are absolutely continuous on 
the interval and another solution is presented in terms of the right-hand side (one-dimensional case). 
This paper is a continuation of the investigation of the problem in this direction and extends the results 
of [2] to the case of a multidimensional pyramidal region. The equation is solved by fractional integra-
tion methods using generalization to the multidimensional pyramidal region of classical Riemann – 
Liouville integrals, special Volterra functions, and convolution type operators. The theory of fractional 
integrals and the method of their application to the solution of various kinds of applied problems are 
sufficiently described in [1] and [3]. 

Key words: integral equation, equation with power-logarithmic kernels, operator of convolution type. 
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Введение. Решение интегральных уравне-
ний со степенно-логарифмическими ядрами с 
целыми степенями логарифмов в пространствах 
интегрируемых и непрерывных на конечном 
отрезке действительной прямой функций ис-
следовалось в монографии [1], другой вид ре-
шения и достаточные условия разрешимости в 
тех же пространствах были получены в публи-
кации [2]. Основной техникой решения подоб-
ных уравнений является использование мето-
дов дробного интегрирования и дифференци-
рования. В работе [1] был предложен метод 
решения уравнений с действительными степе-
нями логарифмов, однако не было получено 
условий разрешимости этого уравнения в опре-
деленных пространствах функций, при которых 
решение может выражаться в терминах правой 
части исходного уравнения. Для решения ука-
занной задачи понадобилось исследование не-
которых интегральных операторов в опреде-
ленных функциональных пространствах. 

Предварительные сведения. Пусть nR 
n-мерное Евклидово пространство. Для 

 1, , nx x  nx R  и  1, , nt t  nt R  обо-

значим через 
1

n

k k
k

x t


 x t  их скалярное про-

изведение; в частности для  1, , 11   

1

.
n

k
k

x


 x 1  Пусть 1 ,ndx dx  dx   а ,x t  

значит, 1 1, , .n nx t x t   

Пусть  : 0 ,x x   n nR R  1, , ,nk k  n
0k N  

 , 1, ,ik i n 0N   – мультииндекс с k

1 .nk k   Для , nx R , n
0k N  

1

, ... ,
nx x

  
   

D  

и  nα R  положим: 
1

1 ;n
nx xαx   

1
1

;
n

n

kk
x x



   

k
kD


 

     1 ,n     Γ α   

где  z  – гамма-функция Эйлера. 

Пусть  jk jka a A R  – матрица по-

рядка n n  с определителем det 0, A A  

вектор-строки которой обозначим через 

 1, , ,j jna aja   а элементы обратной мат-

рицы 1A обозначим .jka  Без ограничения 

общности положим 1A . Пусть еще  

 , , ;   1 nA x a x a x  

  α
A x    1 ;n    1 na x a x  

 1, , ,nb b  nb R   1, , ;nc c  nc R  

,  ,j jb c    

где  1, , .n  α   

Основная часть. Рассмотрим уравнения  

      
 

 
,

α1
;

Γ α
c rA x

c d f
  

   


1
x t x t ln t t x

x t
 

  α  c,rx A b , 0 1           (1) 

со степенно-логарифмическими ядрами по мно-
гомерной пирамидальной области: 

    : 0, 0r       n
c,rA b t R A b t c t  

в nR с вершиной в точке ,b  основанием на 
гиперплоскости 0r  c t  и с боковыми 
гранями, лежащими на гиперплоскостях 

  0,  ja b t  1, ,j n   в предположении 
абсолютной непрерывности функции  c x  и 

α , 0 1  .  1  

В частности, когда jk  A E  – единич-

ная матрица, а  1, , 1 c 1   и 0,r   то 

 c,rA b  является простейшей модельной пи-

рамидой вида    0    n
1E b t R : b t, t 1 . 

Известно [1, лемма 28.2], что необходимым и 
достаточным условием непустоты пирамиды 

 c,rA b  является условие   0.    1A c b r  
В дальнейшем нам понадобится также фор-

мула перестановки порядка пределов интегри-
рования [1 (28.63)]: 

 
 

   
 

 
,f f

 

       
c,r c,r c,rA b A t A b b,

dt t, d d t, dt  

где    : .      nσ b, τ t R A τ A t A b  

Заметим, что уравнение (1) можно с помо-
щью замены переменных 

     1 1u r y r
t A ; x A ,

d c d c
     (2) 

где 1
1

1

, , ,  ,n
n

n

yy
c c

d d
  

     
 

1 y
d A c, c

d
   

свести к уравнению по модельной пирамидаль-
ной области: 

      
 

 
1

α1
;

Γ α E x

c d f
  

   


1
x t x t ln t t x

x t

      1 α ,  x E b , 0 1           (3)  
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и поэтому в дальнейшем будем рассматривать 
уравнение (3) вместо (1), считая (с учетом (2)) 
их идентичными. 

Несмотря на то, что в общем случае много-
мерные уравнения по пирамидальной области 
нельзя свести к простому повторному интегри-
рованию, в нашем случае (классы функций, в 
которых это возможно, будут описаны ниже) с 
помощью формулы перестановки порядка ин-
тегрирования это оказывается выполнимо. 

Для решения нам необходимы некоторые 
специальные функции и следующие обозначе-
ния, в частности:  

   
1

;, ,, ,
n

k k k
k

x


      x  

     
1 1

, 0, 0 ;
n n

k k
k k

x x
 

     x  

   
1

;
k

n

h k
k

x


  h x  

 
 

       
 

1
1

x, , x ln
x

 

     
1

0

1
, ,

!

n
N

n

n n





             


n1 1
1 n 1 ln

x
 

1

1

1

1
1

1
ln  n

nO x x
x

 


                   

N
1

ln
x

   

   1 1

01

1 11
 ln

!

kn k
k

k

n
Nn k n

nkn kx n

  



          
  

  1 1
1, 1 , ln ln ,

k kn N

k k
k k

n O
x x

                    
 

где 
1

Re 1, arg ln ,i
ix

 
   

 
 , , , .  nx 0 x σ α R  

Их определения и свойства описываются, 
например, в работах [1] и [4]. 

Специальные классы функций. Для много-
мерного пространства введем классы функций 

 
, 1c rAI L , аналогичные классам AC  абсолют-

но непрерывных функций одномерного про-
странства, используя свойство абсолютно не-
прерывных функций быть представимыми ин-
тегралами от интегрируемых функций: 

     
 

,

,

1 : ;
c r

c r

A
A b

I L f f d
  


x t t

    .AC  c,rt A b  

Заметим, что если     ,f 
c,rA 1x I L

 
то су-

ществуют частные производные от f до порядка 
n  включительно, и  

   
11

,
n

jk
jk j

a f
x

 
     

x x  

где jka  – элементы обратной матрицы .1A  
Аналогично классу  0 ,AC a b  введем класс 

функций  
,

0
1c rAI L  следующим образом: 

       , ,

0
1 1 0:

c r c rA A c x rI L f I L f     x x

  0
1

n

jn c x r
j j

a f
x   



 
     
 x   

  0
12

0 .
n n

jk c x r
jk j

a f
x   



         
 x  

Заметим, что при 1n   пространство  
,

0
1c rAI L  

совпадает с пространством  0 ,AC a b  и является 
классом функций, представимых интегралами по 
пирамидальной области от своих производных. 

Интегральный оператор типа свертки.  
В монографии [1] приводится формула обра-
щения одномерного интегрального оператора 
типа свертки:  

  

       

,

11
ln ;

a

x

a

I x

x t t dt f x
x t

a x b

 


 

 


   
  

   



 

(4) 

и условия разрешимости уравнения (4) в фор-
мулировке, приведенной в теореме 1. 

Теорема 1. Для разрешимости уравнения (4) 
в пространстве  , ,1pL a b p   необходимо 
и достаточно, чтобы свободный член f был пред-
ставим в виде 

         , ,  , .
x

p
a

f x x t t dt t L a b        (5) 

При выполнении этого условия решение φ 
единственно и выражается формулой 

       1

1 ,

1
, (6)

x

a

d
x E T x t f t dt

dx


  

 
       

  

где оператор       
x

a

T x x t t dt     [1, с. 487]. 

Сформулируем многомерный аналог этого 
утверждения для модельной пирамиды   1E b  

 , 0 .    nt R : b t t 1  Введем аналог опе-
ратора (4). 



Ñ. Â. Ïîíîìàðåâà, Î. Í. Ïûæêîâà, Ë. Ä. ßðîöêàÿ 13 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2018 

Теорема 2. Для разрешимости уравнения 

   
1

,
E xI x     

      
 

 
1

α1
,

Γ α E x

c d f
  

    


1
x t x t ln t t x

x t
 

в пространстве  
1E 1I L  необходимо и достаточно, 

чтобы свободный член f был представим в виде 

     
 

   
1

1

, , .E
E x

f d       1x x t t t t I L (7) 

При выполнении этого условия решение φ 
единственно и выражается формулой 

  x  

 
1

1

1 ,
( )

1
( ) ( ) ,

E x

f d


 

      
   

ψE T x t t t
x

 (8) 

где 
1

, , ,
nx x

   
     x

 оператор    ψT x  

 
1( )

( ) .
E x

d    x t t t  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используем формулу 
перестановки пределов интегрирования и при-
надлежность функции классу  

1
.E 1I L  Далее 

будем следовать той же схеме доказательства, 
что и в одномерном случае [4]. 

Для того чтобы получить другой вид реше-
ния уравнения (3), введем обозначение по ана-
логии с целочисленным случаем [1, с. 483]:  

      
 

1

1

, , 1 , .E

E x

J f f d   γ α β α β

1
x x t t t

γ
 (9) 

Для оператора   1
, ,γ α β xEJ f  в пространстве 

абсолютно непрерывных на отрезке функций 
выполняется следующая теорема. 

Теорема 3. Пусть    
1

.Ef  1x I L  Тогда 
    1

1, , .E
EJ f γ α β 1x I L  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как функция 

 f x  
1

,E 1I L  то она представима в виде 

     
1

1 0
11

.
n n

jk
jk jE

f a f d f
t  



 
    

 xx t t x  

Подставляя это выражение в (9), осуществ-
ляя перестановку порядка интегрирования во 
втором слагаемом по формуле Дирихле, имеем  

      

 

1

1

1

, , 1 , 1 0
( )

11( )

1E

E x

n n

jk
jk jE t

J f f

a f d dt

   



   

 
        





γ α β tx x t t


 

   

   

1

1 1

1 0
1 ,

( )

1 ,
11( ) ( )

1
.

x

E x

n n
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jk jE t E x

f
dt

a f d d

 
 

 


   


 
        



 

x
x t

x t t  

В силу свойств функции ,   [4, c. 230] 

имеем  1 , K  x  на   ,1E b  где 

 
1

K
1


  

. Отсюда следует принадлежность 

классу  
1 1I LE первого слагаемого. 

Для второго слагаемого снова используем 
оценку  1 , K  x  и ограниченность функ-
ции  xf  на   ,1E b откуда следует, что и 
второе слагаемое принадлежит классу  

1 1I LE . 
Это и завершает доказательство теоремы. 

С л е д с т в и е .  Оператор 1
, ,

EJ fγ α β  ограни-
чен в пространстве  

1
.E 1I L  

Лемма 4. Пусть функция  xf  
1

.E 1I L
Тогда она может быть представлена в виде  

     
 

   
1

1

, , .E
E x

f d       1x x t t t t I L (10) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства ис-
пользуется представление, отраженное в работе 
[1, с. 487], а в качестве функции    

1E 1t I L 
можно взять       .E    ψt T t  

Далее рассматриваем пространство функ-
ций  

1

0
1I LE . 

Теорема 5. Пусть  xf  
1

0 .E 1I L  Тогда 

    1
1

0
, , ,E

EJ f γ α β 1x I L  при этом  

 1 1
, , , ,

1 11 1

.
n nn n

E E
jk jk

j jk kj j

a J f J a f
x x  

     
             

  γ α β γ α β   

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По аналогии с дока-
зательством теоремы 2, используя формулу из-
менения порядка интегрирования, учитывая свой-
ства функции ,   и принадлежность функции 
 xf  классу  

1

0 ,E 1I L  получим требуемое пред-
ставление. 

Достаточные условия разрешимости урав-
нения (3). И наконец, сформулируем следую-
щую теорему, дающую достаточные условия раз-
решимости уравнения (3) и другую форму его 
решения. 

Теорема 6. Пусть  xf  
1

0 .E 1I L  Тогда урав-
нение (3) разрешимо в  

1 1I LE  и его единст-
венное решение дается формулой  

 x   

   1
,

1

,
11

.
n n

E
jk

jk j

E J a f x
x

   
       

ψ γ α βT   (11) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно лемме 4, 
функция f(x) представима в виде выражения 
(10), а значит, по теореме 2 уравнение (3) раз-
решимо в  

1 1I LE  и его единственное решение 
может быть представлено в виде уравнения (8). 
Далее, используя теорему 5, обозначение (9) и 
[1, теорема 32.2], получим 

     1
1

, ,
11

n n
E

jk
jk j

E a J f
x









    

 ψ γ α βx T   

   1
,

1

,
11

,
n n

E
jk

jk j

E J a f x
x





  
        

ψ γ α βT   

что равносильно формуле (11). 
Заключение. Получены достаточные условия 

разрешимости уравнений со степенно-логариф-
мическими ядрами с действительной степенью 
логарифма в пространстве абсолютно непрерыв-
ных на ограниченной пирамидальной области 
функций; дано решение рассматриваемых урав-
нений в терминах правой части.

Литература 

1. Самко С. Г., Килбас А. А., Маричев О. И. Интегралы и производные дробного порядка и не-
которые их приложения. Минск: Наука и техника, 1987. 688 с. 

2. Пономарева С. В., Пыжкова О. Н. Достаточные условия разрешимости уравнений со степенно-
логарифмическими ядрами с действительной степенью логарифма // Труды БГТУ. 2017. № 2 (200): 
Физ.-мат. науки и информатика. С. 11–14. 

3. Килбас А. А. Теория и приложения дифференциальных уравнений дробного порядка. Сама-
ра: СГУ, 2009. 121 с. 

4. Бейтмен Г., Эрдейи А. Высшие трансцендентные функции: в 3 т. М.: Наука, 1965–1967. Т. 3: 
Эллиптические и автоморфные функции. 1967. 299 с. 

References 

1. Samko S. G., Kilbas A. A, Marichev O. I. Integraly i proizvodnye drobnogo poryadka i nekotorye 
ikh prilozheniya [Integrals and derivatives of fractional order and some of their applications]. Minsk: 
Nauka i tekhnika Publ., 1987. 688 p. 

2. Ponomareva S. V/, Pyzhkova O. N. Sufficient conditions for the solvability of equations with power-
logarithmic kernels with the real power of the logarithm. Trudy BGTU [Proceedings of BSTU], 2017,    
no. 2: Physics and Mathematics. Iinformatics, pp. 11–14 (In Russian). 

3. Kilbas A. A. Teoriya i prilozheniya differentsial’nykh uravneniy drobnogo poryadka [Theory and 
applications of fractional differential equations]. Samara: SGU Publ., 2009. 121 p. 

4. Beytmen G., Erdeyi A. Vysshie transtsendentnye funktsii: v 3 tomakh [Higher transcendental functions: 
in 3 vol.]. Moscow, Nauka Publ., 1965–1967, vol. 3: Elliptic and automorphic functions, 1967. 299 p. 

Информация об авторах 

Пономарева Светлана Владимировна − кандидат физико-математических наук, доцент ка-
федры общей математики и информатики. Белорусский государственный университет (220050,    
г. Минск, пр-т Независимости, 4, Республика Беларусь). E-mail: demyanko@bsu.by 

Пыжкова Ольга Николаевна − кандидат физико-математических наук, заведующая кафедрой 
высшей математики. Белорусский государственный технологический университет (220006, г. Минск, 
ул. Свердлова, 13а, Республика Беларусь). E-mail: olga.pyzhcova@gmail.com 

Яроцкая Людмила Дмитриевна − кандидат физико-математических наук, доцент кафедры 
высшей математики. Белорусский государственный технологический университет (220006, г. Минск, 
ул. Свердлова, 13а, Республика Беларусь). E-mail: yarockaya@belstu.by 

Information about the authors 

Ponomareva Svetlana Vladamirovna − PhD (Physics and Mathematics), Assistant Professor, the De-
partment of General Mathematics and Informatics. Belarusian State University (4, Nezavisimosti Ave., 
220050, Minsk, Republic of Belarus). E-mail: demyanko@bsu.by 

Pyzhkova Olga Nikolaevna − PhD (Physics and Mathematics), Head of the Department of Higher 
Mathematics. Belarusian State Technological University (13a, Sverdlova str., 220006, Minsk, Republic of 
Belarus). E-mail: olga.pyzhcova@gmail.com 

Yarotskaya Lyudmila Dmitrievna − PhD (Physics and Mathematics), Assistant Professor, the De-
partment of Higher Mathematics. Belarusian State Technological University (13a, Sverdlova str., 220006, 
Minsk, Republic of Belarus). E-mail: yarockaya@belstu.by 

                                          Поступила 25.04.2018 



Òðóäû ÁÃÒÓ, 2018, ñåðèÿ 3, № 2, ñ. 15–24 15 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2018 

УДК 621.373.826+544.53+517.912 

В. А. Савва 
Белорусский государственный технологический университет 

ЛАЗЕРЫ, СЕЛЕКТИВНОЕ ВОЗБУЖДЕНИЕ МОЛЕКУЛ  
И УПРАВЛЕНИЕ ХИМИЧЕСКИМИ РЕАКЦИЯМИ – ФЕМТОХИМИЯ  

Статья содержит физические принципы работы и этапы создания уникальных приборов – ма-
зеров и лазеров, изменивших жизнь и широко используемых в разнообразных технологиях. Кратко 
перечислены уникальные свойства лазерного излучения, обеспечивающие его широкое примене-
ние. Большой прогресс в создании сверхкоротких лазерных импульсов позволил когерентно и се-
лективно возбуждать молекулы, создавая в них особые когерентные состояния, осуществлять 
управление химическими реакциями и открыл путь к созданию квантовых компьютеров. С приме-
нением сверхкоротких лазерных и электронных импульсов удалось «увидеть» в деталях ход хими-
ческих реакций. В статье представлен метод построения точного решения уравнений когерентной 
динамики молекул (многоуровневых квантовых систем), использующий преобразование и спек-
тры Фурье, ортогональные полиномы дискретной переменной в Фурье-пространстве, статистиче-
ские функции распределения вероятностей. Показано, что решение сложных проблем требует спе-
циалистов с широким арсеналом знаний и методов из различных областей науки.  

Предназначена для преподавателей и всех, кто использует лазеры в технологиях, для сту-
дентов, желающих расширить сведения о разных разделах знаний, для тех, кто понимает совре-
менную потребность не только быть высококвалифицированным специалистом, но и иметь ши-
рокий научный кругозор, ибо крупные достижения возникают на стыке наук, на границах наук и 
технологий. 

Ключевые слова: вынужденное испускание, мазер, лазер, фемтохимия, когерентная дина-
мика возбуждения квантовых систем, точные решения, ортогональные полиномы в пространст-
вах Фурье. 
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LASERS, SELECTIVE EXСITATION OF ATOMS AND MOLECULES  
AND CONTROL OF CHEMICAL REACTIONS – FEMTOCHEMISTRY 

The article contains physical principles of work and stages of creating unique sources of coherent 
radiation (masers and lasers). They have changed life and are used in diverse technologies widely. This 
paper contains description of the unique properties of laser radiation which provided its various applica-
tions. Great progress in the creation of ultrashort laser pulses made it possible to excite molecules co-
herently and selectively, creating special coherent states in them to control chemical reactions and 
opened the way to the creation of quantum computers. The method described allowed one "to see" the 
dynamics of chemical reactions in details with the use of laser and electronic pulses. Also a new way of 
construction of exact solution of coherent dynamics equations is stated for multilevel quantum systems. 
It uses the Fourier transform and spectra, orthogonal polynomials of a discrete variable in Fourier 
space, and statistical distribution functions. The examples show that the solution of complex problems 
requires specialists with a wide range of knowledge and methods from different fields of science.  

For teachers and all those who use lasers and chemical reactions in technologies, for students want-
ing to expand knowledge, for those who understand the modern need to be not only a narrow specialist, 
but also to be more open minded, because major achievements occur at the intersection of fields of sci-
ence, at the boundaries of science and technologies. 

Key words: stimulated emission, maser, laser, femtochemistry, coherent dynamics of excitation of 
quantum systems, exact solutions, orthogonal polynomials in a Fourier space. 

Введение. Свет – электромагнитное излу-
чение оптического диапазона, играет огромную 
роль в природе и в жизни. Мы видим мир бла-
годаря способности воспринимать свет. До соз-
дания лазера световая волна была разве что в 
учебниках, но не в природе, не в устройствах, 
созданных человеком. Костер, свеча, лампа 
(накаливания, люминесцентная) – это шумовые 

источники света. Причина в том, что физиче-
ский процесс производства света в них – спон-
танное испускание оптического излучения. 
Это статистический (случайный, шумовой) 
процесс. В лазере «работает» иной процесс 
создания света – вынужденное испускание из-
лучения. Существование его было предсказано 
А. Эйнштейном в 1917 г., экспериментально 
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подтверждено примерно через 30 лет и в 1960 г. 
впервые реализовано в оптическом диапазоне в 
устройстве, которое называют лазер. 

Новый тип генераторов электромагнит-
ного излучения сверхвысоких радиочастот и 
света – мазеры и лазеры. Название LASER 
происходит от первых букв фразы: Light Ampli-
fication by Stimulated Emission of Radiation – 
усиление света посредством вынужденного ис-
пускания излучения. 

Человек долго шел к постижению сущно-
сти спонтанного и вынужденного испускания, 
того, что представляет собой свет, как его ис-
пользовать. Линзы, очки, микроскоп, телескоп 
известны давно. Сначала люди поняли элек-
трические и магнитные явления, установили 
их тесную связь, когда они изменяются во 
времени. Майкл Фарадей открыл закон элек-
тромагнитной индукции, что позволило соз-
дать электрогенераторы и электромоторы, а 
также привело к формированию цивилизации 
нового уровня. Дж. Максвелл сформулировал 
знаменитые уравнения, предсказал существо-
вание электромагнитного излучения, показал, 
что это волновой процесс, причем электромаг-
нитные волны обладают огромной скоростью 
и в отличие от звуковых волн могут распро-
страняться в пустоте. 

Генрих Герц создал первое в мире устрой-
ство (вибратор, колебательный контур), произ-
водящее электромагнитное излучение – радио-
волны. Максвелл предположил, что свет такое 
же излучение, только очень малых длин волн и 
высоких частот. Радиодиапазон осваивался 
многие десятилетия: радио, телевидение, ра-
диотелескопы. Были разработаны методы мо-
дуляции радиоволн, на них записывают речь, 
музыку, изображение. Пришло понимание, что 
диапазон этого излучения огромен, простирает-
ся от километровых радиоволн к волнам все 
меньших длин и более высоких частот. В этом 
гигантском диапазоне есть «узенькое окошко» – 
такие волны и есть свет, который мы способны 
видеть! Природа скупо одарила нас способно-
стью непосредственно ощущать лишь «крохот-
ный кусочек» электромагнитного диапазона. 
Но она не поскупилась, дав человеку уникаль-
ный интеллект, способный развиваться, совер-
шенствоваться, обучаться, не только ощущать 
явления природы, но и познавать их сущность. 
Человек создал огромную разветвленную сис-
тему образования, мощную науку и художест-
венную культуру. Много веков он идет этим 
трудным путем, все убыстряющимся темпом, 
не утрачивая любопытства познавать мир При-
роды, постигать тайны Вселенной, жизни, себя 
самого, искать ответы на вопросы: зачем он 
здесь, в чем смысл его жизни и деяний. Стрем-

ление человека познать все возможное, продви-
гаться вглубь и вширь побудило перейти от ге-
нерации радиоволн в оптическую область и да-
лее к рентгеновскому и гамма-излучению.  

Важным достижением на этом пути было 
освоение СВЧ (сверхвысоких частот), т. е. мик-
роволнового (по-английски) излучения. Это 
волны сантиметрового диапазона. Далее стало 
ясно, что продвигаться в сторону малых длин 
волн с колебательным контуром, пластинами и 
проволочками, с радиолампами и потоком 
электронов в них, с резонаторами в виде ме-
таллических коробочек уже невозможно. Ну-
жен иной принцип. И родилась новая идея: 
генераторами могут быть сами атомы и моле-
кулы – квантовые объекты. Их описывает 
квантовая физика. Они хорошо излучают свет 
в широком диапазоне частот, правда, это шу-
мовое излучение. Как заставить их испускать 
короткие радио- и световые когерентные вол-
ны? Так возникла идея квантовой радиофизи-
ки (теперь почти забытый термин), или кван-
товой электроники. Радиофизики «вспомни-
ли», что Альберт Эйнштейн в работе 1917 г. 
предсказал существование иного процесса из-
лучения света квантовыми системами – выну-
жденное испускание. Но как его реализовать, 
сделать доминирующим? Оно почти не на-
блюдается в оптической области, где господ-
ствует спонтанное испускание света. В радио-
диапазоне спонтанное испускание ничтожно, 
но при переходе к более высоким частотам оно 
резко растет, пропорционально кубу частоты! 
Как сделать, чтобы вынужденное испускание 
усиливало затравочные шумы с помощью об-
ратной связи – резонатора, как в радиофизике, 
и создавало бы когерентную волну? И такой 
способ был найден и осуществлен! 

Мазер – молекулярный/атомный генера-
тор излучения ультракоротких длин радио-
волн, работающий на новом принципе. Этот 
принцип генерации электромагнитных волн 
малых длин порядка 1 см осуществлен был в 
1954 г., когда одновременно в СССР и США 
появились первые МАЗЕРЫ – генераторы мик-
роволнового (сверхвысокочастотного) излуче-
ния сантиметрового диапазона. Это еще не 
свет, но настоящая, не шумовая волна. Мазер – 
первый в мире квантовый генератор, где волну 
создают молекулы, объекты квантовой физики. 
Это принципиальная новизна. Второе новшест-
во, воплощенное в устройстве, в том, что физи-
ческий процесс создания света не спонтанное, а 
вынужденное испускание, чего не было в атом-
ной физике и оптике. Первые квантовые гене-
раторы, мазеры, были созданы в США и СССР, 
работают они на пучке молекул аммиака. Осу-
ществили их независимо Ч. Таунс (Колум-
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бийский университет), а также А. М. Прохоров 
и Н. Г. Басов (Физический институт АН СССР).  

Название генератора MASER – МАЗЕР сла-
гается из первых букв английской фразы, точно 
описывающей существо дела, – Microwave 
Amplification by Stimulated Emission of Radia-
tion – усилитель микроволнового излучения 
посредством процесса вынужденного испуска-
ния. Название указывает спектральный диапа-
зон излучения, физическое явление, лежащее в 
основе его работы, и основное свойство любого 
генератора – усиливать затравочные шумы, 
превращая их в когерентную волну благодаря 
обратной связи. 

В 1960 г. был создан мазер на пучке летя-
щих атомов водорода H,   21 см. За реализа-
цию нового принципа генерации, позволивше-
го создавать когерентную волну излучения 
высоких частот, упомянутые физики были 
удостоены Нобелевской премии в 1964 г. Ма-
зеры широко используются в космической 
связи, они позволили создать сверхточные 
атомные часы, обеспечить работу навигаторов 
(GPS, ГЛОНАСС) при движении автомобилей 
на земле. Они определяют положения спутни-
ков и кораблей в космосе, ракет, подводных 
лодок. Мазеры – это служба точного времени. 
Не менее важным является и то, что реализо-
ванный в них принцип работы долгие годы 
считали очень сложным, едва ли возможным в 
осуществлении. Потому мазер – великое дос-
тижение, огромный прорыв в познании приро-
ды. Он открыл путь к освоению оптического 
диапазона, на что были выделены огромные 
средства в США. Исследования велись и в 
СССР, и в других странах.  

Лазер – источник света нового типа. 
Идея создать генератор света была весьма при-
влекательной, увлекла многие научные кол-
лективы, университеты и фирмы мира, радио-
физиков, электронщиков, оптиков, спектро-
скопистов. Возникло новое направление – 
квантовая электроника. И вот 16 мая 1960 г. – 
свершилось! В Калифорнии, США был создан 
первый в мире лазер на кристалле рубина, 
длина волны 694.3 нм. Это красный луч света. 
Лазер, безусловно, изменил мир, это одно из 
десяти самых выдающихся технологических 
достижений в ХХ в. 

Интересен и поучителен драматический 
момент в этой гонке за первенство в создании 
лазера. На западном побережье США, где мно-
го университетов и промышленных фирм, луч-
шие научные школы по спектроскопии, элек-
тронике, оптике, обладающие гигантским фи-
нансированием, стремились создать лазер. На 
восточном побережье в Калифорнии энтузиаст-
одиночка Теодор Мейман, работавший в не-

большой фирме и публикующий исследования 
об оптических свойствах рубина, также заго-
релся этой идеей. Его коллеги посмеивались – 
включился в гонку с «гигантами». Он не сда-
вался, сумел достать небольшой кусочек руби-
на, одолжил спектрометр, сделал зеркала.  
И лазер заработал! Тогда фирма поняла, что это 
событие важное для ее престижа. В Нью-Йорке 
устроили презентацию. Газеты бешено отреа-
гировали – создан «луч смерти». Т. Мейман 
отправил в научный журнал Phys. Rev. Letters 
статью о своем выдающемся результате и бы-
стро получил отказ редактора опубликовать ее. 
Но другой знаменитый престижный журнал 
Nature незамедлительно 6 августа опубликовал 
статью [1]. Можно представить «разочарова-
ние» ученых с западного побережья. Вскоре и у 
них в Нью Джерси также был создан рубино-
вый лазер. Их статья тут же была опубликована 
1 октября 1960 г. [2]. В ней авторы ссылаются 
на приоритетную статью Меймана, указывая, 
что «недавно он наблюдал уменьшение време-
ни жизни и сужение линии флуоресценции ру-
бина. Наши эксперименты расширяют эту ра-
боту и подтверждают когерентность и направ-
ленность излучения». Их образец – стержень 
0.5 см в диаметре и 4.0 см длиной. Они приво-
дят осциллограмму, показывающую динамику 
свечения лазера – известную пичковую гене-
рацию. Вскоре был создан газовый лазер и 
другие квантовые генераторы света, работаю-
щие в видимом диапазоне. Вначале их называли 
оптическими мазерами. Термин лазер появился 
позднее и прочно закрепился. Мейман выиграл 
лазерную гонку, соревнуясь с ведущими науч-
ными и промышленными лабораториями и 
университетами восточного побережья США, 
ученые которого много лет пытались при-
уменьшить значение его достижения.  

Началась новая эра невиданно быстрого 
развития квантовой электроники, нелинейной 
оптики, лазерной физики, оптики и спектроско-
пии, а также не менее впечатляющих примене-
ний лазера в различных видах человеческой дея-
тельности: голография, лазерная печать, резка  
и сварка материалов, запись и воспроизведение 
звука и изображения – компакт-диски, лазер-
ная связь, применение в химии, биологии, ме-
дицине и т. д. Многие исследователи в области 
лазерной физики и спектроскопии, нелиней-
ной оптики стали лауреатами Нобелевской 
премии. Теодор Мейман, создавший первый  
в мире лазер, не был отмечен за это выдаю-
щееся достижение практически ничем (не счи-
тая японской награды). На рис. 1 представлен 
автор со своим прибором, компоненты его ла-
зера и книга его воспоминаний об этом перио-
де деятельности. 
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Рис. 1.  Теодор Мейман – создатель первого в мире лазера 
 
Новое научное направление – квантовая 

электроника – сформировалось осенью 1959 г. 
на первой Международной конференции, ее до-
клады опубликованы в начале 1960 г. в книге 
под редакцией Чарлза Таунса. Он, ее председа-
тель, один из создателей первого в мире мазера, 
Нобелевский лауреат, отмечал: «Главная тема 
Конференции лежит на границе между двумя 
высокоразвитыми дисциплинами – электрони-
кой и спектроскопией». Это направление раз-
вивалось стремительно, так что уже весной 
1961 г. в США состоялась вторая Международ-
ная конференция по квантовой электронике, 
собравшая 450 участников – физиков со всего 
мира. Увесистый том в 650 страниц «Достиже-
ния в квантовой электронике» содержал ее док-
лады [3]. Первая часть книги «Оптические ма-
зеры» открывалась докладом Ч. Таунса «Неко-
торые применения оптических и инфракрасных 
мазеров», а заканчивалась кратким сообщением 
создателя первого в мире лазера Т. Меймана – 
«Реализация оптического мазера на рубине». 
Его сообщение содержит всего 8 строк + назва-
ние + автор и излагает основные факты: им-
пульсный режим генерации, длина волны излу-
чения 694 нм, объем рубина 1.25 см 3 , пиковая 
мощность 5 кВт, общая энергия 1 Дж, расходи-
мость пучка 210  рад.  

Даже советская компактная и содержатель- 
ная книга «Квантовая электроника. Маленькая 
энциклопедия» 1969 г. умалчивает имя созда-
теля первого в мире лазера: «вскоре после по-
явления молекулярных генераторов начались 
работы по осуществлению принципов кванто-
вого усиления и генерации электромагнитных 
волн в оптическом диапазоне, которые привели 
в 1960 г. к созданию первого оптического лазе-
ра на рубине» [4, с. 34]. Прошло более 40 лет, и 
в 2003 г. один из создателей мазера Ч. Таунс в 
своей статье, наконец, сказал о достижении  
Т. Меймана «Статья Т. Меймана столь коротка 

и имеет столь много действенных последствий, 
что в расчете на одно опубликованное слово 
является самой влиятельной среди всех статей, 
опубликованных в Nature в ХХ столетии» [5]. 
Правда, справедливость восторжествовала, и 
имя Т. Меймана по праву вошло в ряд блиста-
тельных ученых, создавших эту замечательную 
ветвь физики, где сочетались радиофизика, 
электроника, оптика, атомная физика – кванто-
вая электроника. Она вошла в обширный ката-
лог знаний, который называем теперь лазерная 
физика. И которая кардинально изменила жизнь 
человечества вместе с информационными циф-
ровыми технологиями, биотехнологией, биофи-
зикой. Так была поставлена точка в этой драма-
тической истории. Что же касается Нобелев-
ских премий по физике, литературе и премии 
мира, то подобное продолжается, ударяя по ав-
торитету этого благородного Института. Так уж 
устроен человек с его страстями, эмоциями, 
амбициями… Список творцов, недооцененных 
современниками, велик: А. Чехов, А. Ахматова, 
В. С. Летохов (Россия, СССР), как и субъектив-
но переоцененных персон. Подобное относится 
и к другим премиям и оценкам достижений 
людей в разных областях деятельности их со-
временниками. Это и позволило А. Пушкину в 
одной из своих «Маленьких трагедий» вложить 
в уста Антонио Сальери слова: «Нет правды на 
земле, но правды нет и выше». 

Уникальные свойства лазерного излуче-
ния. Как и радиоволны, лазерный свет – это 
когерентное электромагнитное излучение. Но 
оно попадает в узкое окно, дарованное нам 
природой для непосредственного восприятия. 
Не менее важна его очень малая длина волны. 
В табл. 1 перечислены лишь некоторые свойст-
ва лазерного излучения и его применения, обу-
словленные каждым из свойств. Благодаря этим 
свойствам открываются все новые разнообраз-
ные применения лазерного излучения. 

Лазерный
пучок 

95%-ное 
зеркало 

Выключатель

Отражающее 
покрытие 

Источник 
питания 

100%-ное 
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Теодор Мейман 
(1927–2007) 
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(2000, США, 2010, Россия)

Компоненты первого  
рубинового лазера 
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Таблица 1 
Свойства лазерного излучения (слева) и некоторые его применения (справа) 

Когерентность Голография – запись объемного изображения 
Оптическая (волоконная) связь колоссальной емкости 
Запись и считывание информации (CD-диски, лазерная печать) 

Монохроматичность (сверхузкий 
спектр) 

Лазерное разделение изотопов 
Лазерная спектроскопия 
Селективное возбуждение молекул 

Высочайшая мощность Сварка, резка 
Лазерное оружие 
Лазерный термоядерный синтез 

Малая расходимость луча Способность сверхтонкой фокусировки 
Лазерное зондирование атмосферы, дальномеры 
Лазерная хирургия и терапия 

Сверхкороткие импульсы Исследование быстро протекающих процессов в природе (физика, хи-
мия, биология) 
Динамика химических реакций 
Селективная лазерная химия 

Создание в среде состояния кван-
товой когерентности (суперпози-
ция, перепутывание) 

Квантовые вычисления (квантовый компьютер) 
Телепортация информации 
Квантовая криптография 

 
Многовековое стремление человека по-

корить пространство-время: ультракорот-
кие лазерные импульсы. Веками шел человек 
к преодолению пространства и познанию вре-
мени, хотел ускорить или замедлить его ход. 
Хорошо известны современные проблемы, как 
замедлить старение, повысить производитель-
ность труда. 

Потому человек от собирательства перешел 
к земледелию, от охоты – к животноводству, от 
ручного труда к мануфактурам, заводам, кон-
вейеру, автоматическим линиям, роботам и 
идет далее к созданию искусственного интел-
лекта, т. е. к «механизации» умственной дея-
тельности. Кратко напомним шаги к постиже-

нию и покорению пространства-времени. Это, 
прежде всего, способность овладевать все боль-
шими скоростями (табл. 2). 

Потребность исследовать быстрые процессы 
в природе (физике, технике, химии, биологии) 
побудила физиков создать сложные технологии 
генерации сверхкоротких лазерных импульсов. 
Эти достижения перечислены в табл. 3. 

Каждый шаг потребовал создания сложной, 
изобретательной техники. На рис. 2 представ-
лены световые импульсы все меньшей дли-
тельности, т. е. содержащие все меньшее число 
периодов световой волны. В импульсе фемто-
секундной длительности укладывается пример-
но три периода световой волны.  

 
Таблица 2  

Достижимые скорости движения 

Лошадь 10–60 км/ч 

Железнодорожный транспорт 60–450 км/ч 

Автомобиль 60–250 км/ч 

Самолет 1000–3000 км/ч 

Ракета: первая космическая скорость 28  103 км/ч = 0.25  10–4 с 

Скорость света (мировая константа), предельная скорость в природе с = 3  108 м/с = 10.828  108 км/ч 
 

Таблица 3 
Сверхкороткие лазерные импульсы и их длительность 

Гигантские импульсы, 1961 Наносекунды 
Пикосекундные импульсы, 1966 Пикосекунды 
Субпикосекундные импульсы, 197 Доли пикосекунд  
Фемтосекундные импульсы, 1987 Фемтосекунды 
Аттосекундные импульсы, 2001 (это уже УФ- и рентгеновский диапазоны Аттосекунды 
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Рис. 2. Лазерные импульсы все меньших длительностей: 
все меньшее число периодов световых колебаний укладывается  

в пределах длительности импульса 
 
Лазерные импульсы для исследования 

хода химической реакции. Идея лазерной хи-
мии возникла сразу, в 60-х годах ХХ в. Узкий 
спектр излучения, высокая мощность дают на-
дежду селективно и быстро «раскачать» любую 
связь в молекуле, а не только слабейшую, как 
раньше. Возникла заманчивая цель – научиться 
управлять реакцией, получать желаемые про-
дукты. На схеме показано, как, подбирая часто-
ту излучения и воздействуя им на разные хи-
мические связи, можно получить различные 
продукты реакции: 

A B C A B C
A B C

A B C A B C
      
      

Вскоре осознали преграду на этом пути. 
Энергия «вкачивается» быстро в нужную связь, 
но очень быстро растекается по всей молекуле, 

возбуждаются иные связи, и в результате снова 
разрушается самая слабая связь. Стало ясно, 
чтобы изучить/увидеть ход самой реакции, 
нужны сверхкороткие лазерные импульсы. Луч-
шие результаты на пути их применения в хи-
мии, освоения и создания новых физических 
методов регистрации были достигнуты школой, 
основатель которой Ахмед Зевейл (США) был 
удостоен Нобелевской премии 1999 г. по химии 
«За исследование химических реакций в реаль-
ном масштабе времени с помощью фемтосекун-
дной спектроскопии и дифракции электронов», 
рис. 3 [6]. Благодаря этому человек впервые 
смог увидеть динамику химической реакции, 
формирование, эволюцию, распад переходного 
состояния и образование продуктов. Процесс 
очень быстрый. Чтобы его видеть, нужны фем-
тосекундные импульсы. 

 

     
Рис. 3. Ахмед Зевейл (1946–2014).  

Его книги: «Путешествие сквозь время: Жизненные дороги к Нобелевской премии» [7],  
«Фемтохимия: Сверхбыстрая динамика химической связи» [8]  

и схема установки для возбуждения молекул и исследования хода 
управляемой химической реакции [9]  
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Ахмед Зевейл – основатель нового на-
правления: фемтохимии. Фемтохимия – раздел 
физической химии, где изучают химические ре-
акции на коротких временных интервалах по-
рядка фемтосекунд 15~ 10 с. Это прорыв в хи-
мии, переход от кинетики к химической дина-
мике реакций. На сложнейшей эксперименталь-
ной установке молекулярный пучок освещается 
двумя сверхкороткими лазерными импульсами с 
изменяемой задержкой. Один импульс коге-
рентно возбуждает реагенты, другой порождает 
пучок электронов, сканируя движущиеся атомы. 
Разработана также сложнейшая техника зонди-
рования и обработки данных. По дифракции и 
рассеянию электронов на атомах восстанавли-
ваются межатомные расстояния, углы поворо-
тов, энергия реагентов и продуктов.  

Ахмет Зевейл родился в Египте, окончил 
университет, переехал в США и там выполнил 
выдающиеся физико-химические исследования. 
Он первый осознал, что химические реакции 
происходят чрезвычайно быстро, и управлять 
ими можно только в фемтосекундной времен-
ной шкале. Поэтому лазерная химия как управ-
ление реакциями – это фемтохимия. Его тер-
мин прочно закрепился в науке. А. Зевейл со-
вершил ряд прорывов, визуализируя в реальном 
времени ядерное движение простых молекул, 
затем более сложных – белков. Большим дос-
тижением явилось то, что его научной группе 
удалось генерировать и использовать короткие 
импульсы электронов. Он осуществил сверхбы-
струю дифракцию электронов, основав тем са-
мым новый физический метод – четырехмер-
ную электронную микроскопию (в пространст-
ве и времени) [10]. Эта работа является шедев-
ром, ибо позволяет увидеть динамические явле-
ния в химии, биологии, науке о материалах и 
нанонауке. А. Зевейл основал и реализовал но-
вые физические методы – сверхбыструю элек-
тронную сканирующую микроскопию и сверх-
быструю дифракцию электронов. Мнение мно-
гих – он получил бы вторую Нобелевскую пре-
мию (по физике) за выдающиеся прорывы в 
электронике. «В науке и в мире наследие А. Зе-
вейла будет длиться в течение нескольких поко-
лений» (М. Чергуй. Швейцарский федеральный 
технологический институт, Лозанна. 2016 г.). 

Зевейл не забыл родину. Понимая значение 
фундаментальной науки и образования в жиз-
ни человечества и своего народа, он осущест-
вил свою мечту – построил Египетский универ-
ситет мирового класса. При поддержке госу-
дарства современный научный центр «Город 
науки и техники Зевейла» (Zewail City of Science 
and Technology) был открыт в 2011 г. в Гизе. 
«Если поиски человечества – это прогресс и 
процветание, нам нужно развивать рациональ-

ный научный подход – основу наших цивили-
заций. Тогда наука и технологии станут косми-
ческим кораблем для успешных путешествий 
наших потомков» – А. Зевейл. 

Когерентное селективное возбуждение ато-
мов и молекул лазерным излучением. Лазер-
ное излучение, обладающее высочайшей коге-
рентностью и огромной мощностью способно 
быстро создать особое когерентное состояние в 
среде (молекуле, атоме), воздействуя на нее. 
Описание динамики такого процесса возбужде-
ния сводится к решению фундаментального 
уравнения квантовой механики – уравнения 
Шредингера. Моделью молекулы служит кван-
товая система с заданным расположением уров-
ней энергии и радиационными переходами меж-
ду уровнями, представленная на рис. 4.  
 

 
 

Рис. 4. Квантовая система  
(модель молекулы),  

возбуждаемая когерентным излучением,  
и ее характеристики 
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0  , где  – время, с;   – частота излучения; 
E  – амплитуда излучения. Частотные от-
стройки на переходах – ( ) /n n R     , где 

0,1E / 2R      – частота Раби. 
Особенно сложно получить точное решение 

такой системы N + 1 уравнений, если это число, 
равное числу уровней, взаимодействующих с 
излучением, велико. Еще сложнее анализиро-
вать решения с целью поиска оптимальных ус-
ловий возбуждения. Нами был разработан и 
осуществлен алгоритм построения точного ре-
шения этой задачи, основанный на совместном 
использовании ряда различных математических 
методов и структур [11, 12]. Это преобразова-
ние Фурье, вычисление спектров Фурье ампли-
туд вероятности. Доказано, что эти спектры 
выражаются через соответствующую систему 
ортогональных полиномов, определенных в не-
прерывном или дискретном пространстве Фу-
рье. Установлена однозначная связь между ха-
рактеристиками системы полиномов и коэффи-
циентами уравнений динамики (т. е. характери-
стиками квантовой системы). С использовани-
ем известных ортогональных полиномов [13] 
построены точные решения для некоторых 
многоуровневых квантовых систем. 

Кратко алгоритм построения точного решения 
описанных выше динамических уравнений (1) 
можно представить в следующем виде: 

 дифференциальные уравнения; 
 преобразование Фурье амплитуд вероят-

ности; 
 спектры Фурье; 
 ортогональные полиномы в пространстве 

Фурье; 
 точное решение для амплитуд вероятности; 
 выражение для населенности уровней энер-

гии квантовых систем, статистические функции 
распределения (дискретные, с параметром, за-
висящим от времени). 

Приведем пример точного решения, опи-
сывающего когерентную динамику огромного 
семейства квантовых многоуровневых систем, 
спектры Фурье амплитуд вероятностей кото-
рых выражаются через ортогональные поли-
номы Кравчука. 

Когерентная динамика квантовых систем – 
осцилляторов Кравчука, возбуждаемых лазер-
ным излучением. Полиномы Кравчука 

K( ; , ); 0,  1,  ...,  ; 0,  1,  ...,  x N p n N x N   

дискретной переменной x содержат два пара-
метра – , .N p  Мы трактуем полиномы как струк-
туры, заданные в дискретном Фурье-простран-
стве. Они определяют спектры Фурье амплитуд 
вероятности ( )na t  некоторой 1N  -уровневой 
квантовой системы, характеризуемой коэффи-
циентами ее динамических уравнений: 
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Решение уравнений (1) ищем в виде дис-
кретного преобразования Фурье: 
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тры Фурье амплитуд ( );na t  ( )   – известная 
весовая функция полиномов ( ).np   Вычисление 
суммы приводит к решению для амплитуд веро-
ятности. Приведем сразу выражение для насе-
ленностей энергетических уровней: 
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Динамика такова, что населенности уровней 
описываются биномиальным распределением, 
параметр которого ( )y t  зависит от времени, чис-
ла переходов, взаимодействующих с излучением, 
и отстройки частоты излучения от частот кван-
товых переходов. Решение описывает динамику 
семейства 1N  -уровневых квантовых систем с 
эквидистантно расположенными уровнями энер-
гии. В семейство входят: при N  гармониче-
ский осциллятор – фундаментальная базовая 
квантовая модель, двухуровневая (при 2N ) 
квантовая система – базовая модель резонансных 
сред в лазерной физике и нелинейной оптике, 
трехуровневая система с равными дипольными 
моментами переходов, а также многие другие 
многоуровневые осцилляторы Кравчука. Таким 
образом, две базовые модели физики – гармони-
ческий осциллятор и двухуровневая модель кван-
товой резонансной среды есть предельные пред-
ставители семейства осцилляторов Кравчука. 

Единое описание столь различных кванто-
вых систем (с математической и физической 
точек зрения) стало возможным благодаря то-
му, что полиномы Кравчука содержат два па-
раметра и что спектры Фурье всех этих систем 
описываются этими же полиномами.  

В рассмотренном примере ярко проявилось, 
что математические структуры различных разде-
лов математики конструктивно дополняют друг 
друга, согласованно «взаимодействуя» ради еди-
ной цели – решения дифференциальных уравне-
ний, описывающих когерентную динамику кван-
товых систем. Это еще раз подтверждает идею, 
высказанную Н. Бурбаки, о глубоком внутреннем 
единстве разделов математики, казалось бы, не 
связанных друг с другом [14]. Внутреннее един-
ство всего научного знания следует максимально 
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учитывать и в научных исследованиях, и в систе-
мах образования, как точного естественного, так 
и гуманитарного, особенно теперь.  

Заключение. Три рассмотренных в статье 
примера (лазеры и мазеры; управление хими-
ческой реакцией – фемтохимия; построение 
точного решения уравнений когерентной дина-
мики квантовых систем) иллюстрируют не но-
вую, но ценную мысль – результаты получают-
ся с использованием не одного средства, мето-
да, приема, а требуют знания нескольких раз-
личных ветвей науки. Так, освоение генерации 
когерентного излучения микроволнового и оп-
тического диапазонов потребовало знаний ра-
диофизики, электроники, спектроскопии, опти-
ки, атомной физики. Создание фемтохимии, 
позволяющей «увидеть» формирование пере-
ходного комплекса, его эволюцию и распад с 
образованием продуктов, не только предпола-
гало знание химической кинетики, ее разнооб-
разных методов, но и требовало освоения ряда 
глубоких разделов физики – генерации сверх-
коротких импульсов, электронной спектроско-
пии, сложнейших систем регистрации и даже 

создания «четырехмерного электронного мик-
роскопа». При решении уравнений когерентной 
динамики квантовых систем были использова-
ны разные разделы математики: не только тео-
рия дифференциальных уравнений, но и преоб-
разование Фурье и Фурье-спектры, ортогональ-
ные полиномы непрерывной и дискретной пе-
ременной, определенные в Фурье-пространстве, 
и их свойства, а также знание статистических 
функций распределения – предмет теории веро-
ятностей и математической статистики. Что уж 
говорить о задачах в области биофизики, иссле-
дования работы мозга или проблем, связанных с 
созданием искусственного интеллекта. Время 
настоятельно требует специалистов не узкоспе-
циального профиля, но обладающих широким 
спектром знаний в нескольких областях. Это в 
равной степени относится и к научной работе, и 
к образованию, вузовскому и даже школьному. 
Образованный человек в наше время – это носи-
тель фундаментальных глубоких и разносторон-
них знаний о природе и культуре.  

Автор признателен Н. Н. Круку за обсуждение 
результатов работы и конструктивную критику. 
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 СТАЦИОНАРНОЕ ДВИЖЕНИЕ ДВУХ НЕСМЕШИВАЮЩИХСЯ  
ВЯЗКИХ ЖИДКОСТЕЙ В ПРЯМОУГОЛЬНОМ КАНАЛЕ 

При исследовании процессов разделения жидкостей или их перемешивания, удаления осад-
ка возникает задача моделирования совместного движения несмешивающихся жидкостей в тех-
нических конструкциях. 

В данной работе рассмотрено стационарное совместное движение двух вязких несмеши-
вающихся жидкостей в горизонтальном канале. Приведены дифференциальные уравнения тече-
ния жидкостей, определены граничные условия и найдены точные решения, позволяющие полу-
чить необходимые характеристики исследуемых процессов. Приведен пример расчета средних 
скоростей движения.  

Полученная математическая модель может быть использована для исследования процесса 
перемешивания жидкостей или разделения фаз и удаления осадка в отстойниках технического 
назначения. 

Ключевые слова: горизонтальный канал, вязкие жидкости, стационарное течение, уравне-
ния движения, граничные условия, точные решения, перемешивание, расчет. 

A. M. Volk1, A. I. Wilkocki1, I. I. Skorb2  
Belarusian State Technological University 

Belarusian State Agrarian Technical University 

STATIONARY MOVEMENT OF TWO IMMISCIBLE VISCOUS LIQUIDS 
IN THE RECTANGULAR CHANNEL 

When studying the processes of liquid separation or mixing, sludge removal, there is a problem of 
modeling the joint motion of immiscible liquids in engineering structures. 

In this paper we consider the stationary joint motion of two viscous immiscible liquids in a hori-
zontal channel. Differential equations of fluid flow are given, boundary conditions are defined and ex-
act solutions are found, which allow to obtain the necessary characteristics of the studied processes. An 
example of calculation of average speeds is given. 

The resulting mathematical model can be used to study the process of mixing liquids or phase sep-
aration and sediment removal in tins for technical purposes. 

Key words: horizontal channel, viscous liquids, stationary flow, equations of motion, boundary 
conditions, exact solutions, mixing, calculation. 

Введение. Актуальность теоретического ис-
следования механики многофазных сред обу-
словлена их широким применением к решению 
практических задач: движение газожидкостных 
систем, течение суспензий с образованием осадка, 
фильтрация жидкостей в пористых средах и др. 

Моделирование движения вязких жидко-
стей часто возникает в ситуациях, когда имеет-
ся совместное движение двух жидких сред (или 
жидкости и газа), контактирующих по некото-
рой поверхности. Пример такой ситуации – 
система вода – нефть [1, 2]. 

Гидравлический способ удаления осадка в 
ирригационных, водопроводных горизонталь-
ных отстойниках и отстойниках животноводче-
ских комплексов осуществляется в результате 
движения двух вязких жидкостей в каналах 
различной формы. 

Систематическому исследованию механи-
ки многофазных сред посвящены монографии 
Р. И. Нигматуллина и С. Л. Соу [3, 4]. Система 
уравнений межфазного течения выводится на 
основании законов сохранения массы, импульса 
и энергии сплошной среды. Такими уравнения-
ми являются уравнения Навье – Стокса. Данные 
уравнения точны в теоретическом плане, но 
практически не позволяют получить решение в 
общем виде, описывающее движение фаз.  

Определенный интерес представляют мате-
матические модели движения несмешивающихся 
вязких жидкостей, имеющие точные решения. 

Основная часть. Исследуем процесс пере-
мешивания двух несмешивающихся жидкостей 
в канале прямоугольной формы. На рис. 1 и 2 
представлены форма канала и его сечение соот-
ветственно. 
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Рис. 1. Форма отстойника 

 

Рис. 2. Поперечное сечение канала 

Рассмотрим стационарное движение двух 
вязких несмешивающихся жидкостей в канале 
прямоугольной формы (рис. 3).  

 
Рис. 3. Схема течения  

двух несмешивающихся жидкостей 
 
Баланс количества движения для тонкого 

слоя вязкой жидкости в горизонтальном канале 
длиной L под воздействием перепада давления 
∆P приводит к следующему дифференциально-
му уравнению [4, 5]: 

.xzd P

dx L

 
     (1) 

Интегрируя данное уравнение, получим: 

1.xz

P
d x c

L


       (2) 

Обозначив 0 /c P L  , получим дифферен-
циальное уравнение для скорости: 

0 1

( )
,

dV x
c x c

dx
        (3) 

где μ – динамическая вязкость, Н·с/м2.     
Отсюда: 

20 1
2( ) .

2

c c
V x x x c   

 
             (4) 

Полученной зависимостью будем описы-
вать движение в открытом канале нижнего и 
верхнего слоев жидкости соответственно, счи-
тая c0, c1, c2, c3 произвольными постоянными: 

20 1
1 2

1 1

( ) ;
2

c c
V x x x c   

 
             (5) 

20 1
2 3

2 2

( ) .
2

c c
V x x x c   

 
             (6) 

Произвольные постоянные находим из гра-
ничных условий [5, 6].  

Из условия прилипания по дну канала по-
лучим:  

1 20, (0) 0, 0.x V c    

На поверхности потока отсутствуют каса-
тельные напряжения сил трения, поэтому 

2 ( )
0,

x b

dV x

dx 

 0 1

2 2

0,
c c

b  
  1 0 ,c c b   

где b − высота заполненного канала, м. 
В результате получаем зависимости для 

скоростей движущихся жидкостей: 

20 0
1

1 1

( ) ;
2

c c b
V x x x  

 
                  (7) 

20 0
2 3

2 2

( ) .
2

c c b
V x x x c   

 
              (8) 

Приравниваем скорости на границе раздела 
жидкостей 1 2( ) ( )V a V a  получим: 

2 20 0 0 0
3

1 1 2 2

;
2 2

c c b c c b
a a a a c     

   
 

0 0
3

1 2

(2 ) (2 )

2 2

c a b a c a b a
c

 
  

 
 

0

1 2

(2 ) 1 1
.

2

c a b a  
    

   (9) 

где a − высота нижнего слоя жидкости, м. 
Находим средние значения скоростей в ка-

нале единичной ширины: 

( )V x
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Составим условие материального баланса 
для канала прямоугольной формы: 

1 2 ( )
,

3600

V ah V b a h Q

bh bh

 
            (12) 

где h − ширина прямоугольного канала, м; Q – 
производительность насоса, м3/ч.

      Обозначив / 3600q Q , получим 

1 2 ( ) .V ah V b a h q       (13) 

Из последнего уравнения определяем по-
стоянную величину c0, входящую в зависимо-
сти (10), (11) для средних значений скоростей 
несмешивающихся жидкостей, и можем рас-
считать все необходимые гидродинамические 
характеристики исследуемого движения. 

Полученные распределения скоростей верх-
него и нижнего слоев вязкой жидкости дают 
возможность рассчитать их средние скорости, а 
также время, необходимое для перемешивания, 
при некоторой заданной производительности 
насоса. 

Рассмотрим пример расчета. Примем сле-
дующие значения, входящие в математическую 
модель параметров: 

1,2 м;h  0,2 м;а  0,8м;b  3200 м /ч;Q   

1 0,030   Н·с/м2; 2 0,015   Н·с/м2. 

Для приведенных данных получаем средние 
скорости для нижнего и верхнего слоев жидкости: 

1 0,014 м/c;V  2 0,072 м/c.V   

Заключение. Получены точные решения 
уравнений движения вязких несмешивающихся 
жидкостей в горизонтальных каналах. Данная 
математическая модель может быть использо-
вана для исследования процесса перемешива-
ния или разделения фаз и удаления осадка в 
отстойниках технического назначения. 
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УДК 519.624 

И. Ф. Соловьева  
Белорусский государственный технологический университет 

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ОДНОГО ИЗ МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ  
ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ С ПОГРАНСЛОЕМ 

В данной работе рассматривается механизм возникновения двухточечных граничных задач с 
малым параметром при старшей производной и с возникающими при этом пограничными либо 
внутренними переходными слоями. Задачи такого рода представлены в виде обыкновенных диф-
ференциальных уравнений с малым параметром при старшей производной. Пограничные слои об-
разуются на концах заданного отрезка, т. е. вблизи граничных точек. В этих зонах наблюдается 
рост решений и особенно градиентов решений. Для решения подобных задач предлагается моди-
фикация метода дифференциальной ортогональной прогонки, сводящая граничную задачу к сово-
купности трех задач Коши. Для нейтрализации роста решений в работе предусматривается введе-
ние регулирующих множителей, стабилизирующих в зонах пограничных слоев рост решения и его 
градиента.  В работе предложено доказательство устойчивости данного метода. 

Ключевые слова: малый параметр, пограничный слой, двухточечные граничные задачи, 
сходимость, изолированность решения, устойчивость метода. 

 
Ι. F. Solov’yeva 

Belarusian State Technological University 

ON THE STABILITY OF ONE METHOD  
OF SOLVING BOUNDARY TASKS WITH THE PORTRAIT 

In this paper we consider the mechanism for the appearance of two-point boundary value problems 
with a small parameter at the highest derivative and with the resulting boundary or internal transition 
layers. Problems of this kind are represented in the form of ordinary differential equations with a small 
parameter with the highest derivative. Boundary layers are formed at the ends of a given segment, i.e. 
near the boundary points. In these zones, growth of solutions and, especially, gradients of solutions is 
observed. To solve such problems, we propose a modification of the differential orthogonal drift meth-
od, reducing the boundary value problem to the collection of three Cauchy problems. To neutralize the 
growth of solutions, the work provides for the introduction of regulating factors that stabilize the 
growth of the solution and its gradient in the zones of the boundary layers. In this paper, we propose a 
proof of the stability of this method. 

Key words: small parameter, boundary layer, two-point boundary problems, convergence, solution 
isolation, stability of the method.  

Введение. Любая математическая модель, 
адекватно описывающая процессы в терминах 
дифференциальных уравнений, обязательно 
включает в себя различные приближенные па-
раметры с заданной точностью. Поэтому во-
прос о характере поведения решений диффе-
ренциального уравнения при малом изменении 
величины одного из этих параметров представ-
ляет значительный интерес. Математическая 
теория дифференциальных уравнений с малым 
параметром при старшей производной не поте-
ряла своей актуальности и в наши дни. Впервые 
на ее прикладную сторону обратил внимание Л. 
Прандль в связи с развитой им в начале XX в. 
теорией пограничного слоя в гидродинамике. В 
настоящее время большой круг задач, с кото-
рым сталкиваются физики, механики и специа-
листы по прикладной математике, описывается 
математическими моделями, в основе которых 
лежат обыкновенные дифференциальные урав-

нения (о. д. у.) с малым параметром при стар-
шей производной [1]. Их природа объясняется 
сущностью процессов и явлений, характери-
зующих данные уравнения. Они требуют более 
детальной информации о поведении решения 
вблизи граничных точек.  

Проследим механизм возникновения задач 
подобного рода. 

Рассмотрим движение частицы m, закреп-
ленной на пружине с коэффициентом жестко-
сти k и испытывающей сопротивление сре-     
ды, коэффициент вязкости которой равен .    
На основании второго закона Ньютона придем 
к  о. д. у. вида  

0,mu u ku      

где ( )u t – смещение частицы; t – время. Если 
частица начинает движение без начальной скоро-
сти из состояния покоя, описываемого координа-
той 0 ,u  то начальные значения будут следующи-
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ми: 0(0) ,u u  (0) 0u  . Представим, что смеще-
ние ( )u t – безразмерная величина. В качестве ха-
рактерной длины возьмем начальное смещение 

0 ,u  а в качестве характерного масшта-    ба вре-
мени примем величину, обратную собст- 

венной частоте системы, т. е. 0 .kw m Тогда 

уравнение с начальными условиями примет вид 

0 0 0;mw y y mw y      

(0) 1, (0) 0, 0.y y x    

Здесь 0 1.mw   Следовательно, данная за-
дача – задача с малым параметром при старшей 
производной. 

Если упругая сила описывается нелинейной 
функцией  вида 2

1 2 ,f k u k u  тогда мы полу-
чим уравнение с малым параметром при стар-
шей производной вида 

2 2 2
0 0 0 0 1 0 2 0 0.mu w y u w y k u y k u y       

Нелинейность уравнения характеризуется 

величиной 2
0

1

.
k

u
k

   

Основная часть. Граничные задачи очень 
многочисленны и их постановка весьма разно-
образна. В данной работе рассматриваются ли-
нейные граничные задачи с разделенными гра-
ничными условиями.  

Постановка задачи. Пусть заданы двухто-
чечные граничные задачи для о. д. у. второго 
порядка с малым параметром 0   при стар-
шей производной вида 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

(0) , (1) , 0 1

y x a x y x b x y x f x

y A y B x

    
    

     (1) 

и 
( ) ( ) ( ) ( ),

(0) , (1) , 0 1, 0.

y x b x y x f x

y A y B x

  
      

  (2) 

Предположим, что задача (1) имеет один, а 
задача (2) – два пограничных слоя. 

Задачи вида (1), (2) являются математиче-
скими моделями диффузионно-конвективных 
процессов или родственных им физических яв-
лений. Диффузионным является член, вклю-
чающий производную второго порядка, а кон-
вективный член включает производную перво-
го порядка. Задачи такого вида называются 
сингулярно возмущенными задачами. Они не-
однократно возникали в механике, физике, тех-
нике, например, при изучении релаксационных 
колебаний в радиотехнических приборах.              
В конечном итоге эти задачи превратились в 
самостоятельную математическую теорию изу-
чения дифференциальных уравнений с малым 

параметром при старшей производной. Их ре-
шение может быстро изменяться вблизи гра-
ничных точек, т. е. мы имеем пограничный 
слой. Причина трудностей решения задач с по-
граничным слоем заключается в неустойчиво-
сти численного процесса.  

Для численного решения граничных задач 
вида (1), (2) с пограничным слоем предлага-
ется метод дифференциальной ортогональной 
прогонки [2]. Этот метод дает возможность 
применить единый подход к решению гра-
ничных задач с одним и с двумя пограничны-
ми слоями. 

Алгоритм метода дифференциальной ор-
тогональной прогонки. Он включает следую-
щие пункты. 

1. Рассмотрим, например, граничную задачу 
вида (2). Представим ее в виде системы диффе-
ренциальных уравнений  

1 2

2 1

,

( ) ( )
,  0 1,  0

y y

f x b x
y y x

 

          

  (3) 

с граничными условиями вида 

1 2(0) , (0) .y A y B                (4). 

2. При решении системы о. д. у. (3), (4) ис-
пользуем процедуру введения множителей, 

2 ( , )m x  > 0, 1( , )m x  > 0, регулирующих пове-
дение функций ( )y x  и ( )y x вблизи погранич-
ных слоев, где, как правило, решение и особен-
но градиент решения неограниченно возраста-
ют [1], что еще больше усложняет вычисли-
тельный процесс.  

3. Исходную граничную задачу представля-
ем в виде совокупности соответствующих задач 
Коши для функций ( ),  ( ),  ( ).x u x v x  

В прямом направлении решается задача 
Коши для функции ( )x вида 

21 2 2 1

2 2 1 2

sin 2 ( )cos
2

m m m b m

m m m m


      


   (5) 

с начальным условием вида 

(0)
2


   

и задача Коши для функции ( )u x вида: 



1 2

2 1

22
2

2

1

1
sin 2

2

cos cos ;

(0) (0, ).

m m b
u

m m

m f
u m

m

u Am

       


   


 

          (6) 
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Вычислив значения функций ( )u x  и ( )v x  
как решение задач Коши в прямом ходе ме-
тода дифференциальной ортогональной про-
гонки, будем находить функцию ( )v x  как 
решение задачи Коши, но уже для обратной 
прогонки. Начальное значение для осущест-
вления обратной прогонки уже получено из 
предыдущих задач Коши, решаемых прямой 
прогонкой. 

Для функции ( )v x  задача Коши решается в 
обратном направлении в виде: 

2 2

2 1

21 1

2 2

22 1 2

2 2 1

2

sin 2 cos 2

 2 cos

1
sin sin 2

2

 sin

m m b
v

m m

m m
u

m m

m m m b
v

m m m

f
m


       


    


   

           

 


 (7) 

с начальным условием 

 1
(1) sin (1) (1),

cos (1)

cos (1) 0.

v B u  


 
 

В проблеме построения, исследования и реа-
лизации численного метода любых граничных 
задач одним из главных вопросов является ус-
тойчивость применяемого метода.  

Теорема. Если граничная задача вида (2) с 
двумя пограничными слоями устойчива отно-
сительно малых изменений величин, опреде-
ляющих ее, то устойчива и рассматриваемая 
модификация метода дифференциальной орто-
гональной прогонки для ее решения. 

Докажем это утверждение. 
Будем предполагать, что  

2 2cos (1) sin (1) 0.        

В этом случае рассматриваемая задача 
имеет единственное решение, вычисляемое по 
схеме метода дифференциальной ортогональ-
ной прогонки (5)–(7). При этом порядок роста 
функций ( )u x и ( )v x  по отношению к функ-
циям 1 1( ,  ) ( )m x y x  и 2 2( ,  ) ( )m x y x  определяет 
тождество 

2 2 2
1 1

2
2 2

( ) ( ) ( ( , ) ( ))

                     ( ( , ) ( )) ,

u x v x m x y x

m x y x

   

 
 

указывающее на то, что порядок роста этих 
функций одинаков [2]. 

Пусть все уравнения для нахождения функ-
ций ( ),x  ( ),u x  ( )v x  решаются приближенно. 
Тогда приближенные значения будут иметь 
решение 1 ( )y x  и его градиент 2 ( ).y x  

Будем получать приближенные значения 
вспомогательных функций ( ),x  ( ),u x  ( )v x  
для следующих уравнений: 

1) для функции ( ):x  

1 2

2 2

22 1
1

1 2

1
( ) sin 2 ( )

2

( )
cos ( ) ( )

m m
x x

m m

m mb x
x x

m m


    

 
      

 


 

с начальными условиями 1sin (0) 1 ;     

2) для функции ( ):u x  

 

1 2

2 1

22

2

2 2

1 ( )
( ) sin 2 ( )

2

cos ( ) ( )

( )
 cos ( )  ( )

m m b x
u x x

m m

m
x u x

m

f x
m x x

       


  

   








 

с начальными условиями вида 

1 3(0) (0, ) ;u Am     

3) для функции ( ) :v x  

2 2 1

2 1 2

2 1

2

22 1 2

2 2 1

2 3

( )
sin 2 ( ) cos2 2

cos ( ) ( )

1 ( )
sin ( )

2

( )
sin 2 ( ) ( ) sin ( ) ( )

m m mb x
v x

m m m

m
x u x

m

m m m b x
x

m m m

f x
x v x m x x


        


   


  

        

      

 

 





 

с начальными условиями вида 

4

(1)

1
sin (1) (1) .

cos (1)

v

B u



      



   

Тогда искомые приближенное решение 1 ( )y x  
и приближенное значение его производной 2 ( )y x  
представимы в следующем виде: 

1
1

1
( ) sin ( ) ( ) cos ( ) ( ) ;

( , )
y x x u x x v x

m x
     

   

2
2

1
( ) cos ( ) ( ) sin ( ) ( ) .

( , )
y x x u x x v x

m x
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Можно легко убедиться, что функции 1 ( )y x  
и 2 ( )y x  удовлетворяют системе уравнений: 

1 2 1 2 2

 3

( ) ( ) ( )sin ( )

                               ( )cos ( );

y x y x y x x

x x

       

  

  
       (8) 

2 1 1 1

2 3

( ) ( )
( ) ( )

 ( )cos ( ) ( )sin ( ).

b x f x
y x y x y

x x x x

     
 

     

 
  

 
        (9) 

Легко просматриваются такие граничные 
условия: 

1 1 2 2 1 3(1 ) (0) (0) ;y y Am              (10) 

1 4(1) cos (1).y B                   (11) 

Зная, что значения 1( ),x  2 ( )x , 3 ( )x  бес-
конечно малы на заданном отрезке [0; 1], а 

1 2 3 4, , ,     – малые числа, то система уравне-
ний (8)–(9) приведется к виду: 

1 12 2( ) ( ) ;y x a x y w                      (12) 

2 1

( ) ( )
( )

b x f x
y x y  

 

 
  ,              (13) 

где 12 1( ) 1 ( );a x x   1( ) ( ) ( );  ( )b x b x x f x   прак-
тически не отличается от ( );f x  

2 3( )sin ( ) ( )cos ( ).w x x x x        

Малость величин 1( ),x 2 ( ),x  3 ( )x  обе-
спечивается высоким порядком точности и 
устойчивостью численных методов, приме-
няемых к решению задач Коши. Каждая зада-
ча Коши вида (5)–(7) решается по формулам 
известных и хорошо работающих численных 
методов, например, Рунге – Кутты, 

Адамса, а также B-устойчивых и Д-устой-
чивых методов [3]. 

Граничные условия (10)–(11) приводятся к 
виду: 

1 1(0) , (1) ,y A y B                  (14) 

где ,A B  мало отличаются от ,  .A B  
Следовательно, 1 ( )y x  и 2 ( )y x  являются 

решением граничной задачи (12)–(14). Эта за-
дача аппроксимирует граничную задачу (3)–
(4) и, следовательно, исходную граничную 
задачу с пограничным слоем и малым пара-
метром при старшей производной (2).  А так 
как рассматриваемая граничная задача с по-
граничным слоем устойчива относительно ма-
лых изменений коэффициентов системы урав-
нений и численных коэффициентов, входящих 
в граничные условия, то устойчив и сам метод 
ее решения. 

Теорема доказана.  
Множители 1( ,  )m x   и 2 ( ,  )m x   регулируют 

поведение решения и его градиента вблизи гра-
ничных точек, стабилизируя тем самым вычис-
лительный процесс.  

Теорема об исследовании устойчивости в 
малом модификации метода дифференциальной 
ортогональной прогонки для задач с малым па-
раметром при старшей производной и с возни-
кающими при этом пограничными или внут-
ренними переходными слоями показывает, что 
предложенная методика с введением регули-
рующих множителей позволяет решать широ-
кие классы граничных задач с пограничным 
слоем [4] и при этом уменьшать или полностью 
нейтрализовывать те вычислительные трудно-
сти, которые присущи многим известным тра-
диционным методикам. 
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СТАБИЛИЗАЦИЯ ОДНОЙ СИСТЕМЫ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА 
В ОБЩЕЦИКЛИЧЕСКОМ СЛУЧАЕ 

В статье рассматривается решение задачи стабилизации в общециклическом случае для дву-
мерной стационарной динамической системы с запаздывающим аргументом нейтрального типа 
с одним входом и одним запаздыванием по состоянию. Дается определение задачи стабилизации 
для исследуемой системы. При решении задачи стабилизации используются линейные регулято-
ры по типу обратной связи, содержащие как линейную, так и интегральную части. Регуляторы 
получены в явной форме как элементарные функции параметров исходной системы и ее вектора 
состояния. Задача стабилизации такой системы рассматривается для случая, когда неразрешима 
задача модального управления. 

Ключевые слова: системы нейтрального типа, модальное управление, стабилизация, регу-
ляторы, обратная связь, запаздывание. 

А. А. Yakimenka 
Belarusian State Technological University 

STABILIZATION FOR ONE NEUTRAL TYPE SYSTEM  
IN GENERAL CYCLIC CASE 

The paper deals with the stabilization problem for the stationary two-dimensional dynamical sys-
tem with retarded argument of neutral type with one input and one state delay in the general cyclic case. 
The definition of the stabilization problem for the system is given. To solve this problem we use linear 
regulators of feedback type, comprising both linear and integral part. The regulators are obtained in an 
explicit form as a basic function of the initial parameters of the system and its state vector. The prob-
lem of stabilizing such a system is considered for the case when the modal control problem is insoluble. 

Key words: neutral type systems, modal control, stabilization, regulators, feedback control, lag. 

Введение. Задача стабилизации является 
одной из основных задач теории управления. 
Такая задача хорошо изучена для систем без 
запаздывания. Для систем с запаздывающим 
аргументом  и систем нейтрального типа [1–8] 
решение задачи модального управления значи-
тельно сложнее. Это обусловлено тем, что про-
странство состояний таких систем, как правило, 
бесконечномерно. В силу определения задачи 
модального управления, если она разрешима, 
то система нейтрального типа будет стабилизи-
руема. В статьях [7, 8] изучены случаи разре-
шимости задачи модального управления в об-
щециклическом случае. В этой статье изучается 
задача стабилизации системы в общецикличе-
ском случае, которая не является модально 
управляемой. 

Основная часть. Рассмотрим линейную 
стационарную систему с запаздывающим аргу-
ментом нейтрального типа с одним входом и 
одним запаздыванием по состоянию: 

     0 1x t A x t A x t h     

          2 , 0,A x t h bu t t                 (1) 

где , 0, 1, 2iA i   – постоянные (2×2)-матри-
цы; 0h  – постоянное запаздывание; b – не-

нулевой 2-вектор. Не ограничивая общнос- 
ти, считаем [0, 1]b  (« ' » означает транспо-
нирование). 

Присоединим к системе (1) регулятор вида 

       00
0 1

L M
i

ij
i j

u t q x t q x t jh
 

      

                     
0

,
h

g s x t s ds


                       (2) 

где 00,q  ijq – 2-векторы;    ,  ,  0g s s h   – не-
прерывная 2-вектор-функция; 

     ,
idef

i
i

d
x t x t

dt
       0 .x t x t  

Определение. Система (1) стабилизируема  
регулятором вида (2), если найдется регулятор 
(2) такой, что нулевое решение замкнутой сис-
темы (1), (2) будет устойчиво по Ляпунову или 
асимптотически устойчиво. 

Известно, что система (1) (для произволь-
ной системы нейтрального типа данное утвер-
ждение может быть неверно) будет стабилизи-
руемой регулятором вида (2) в том и только в 
том случае, когда найдется регулятор (2) такой, 
что характеристическое уравнение замкнутой 
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системы (1), (2) имеет корни только с отрица-
тельной действительной частью. 

Введем (2×2)-матрицы: 

  0 1 2 ,h hA A e A e        

    , , .W b b         

Рассмотрим общециклический случай: 

     0 1det , 0 .h hW c e e c          

Матрица     в этом случае имеет сле-
дующий вид: 

   
   

0 1 0 1

1 2

A ,
h h he c e e

a a

          
   

   
 

где 0( 0, 1, 2),i i   
 некоторые действитель-

ные числа;   , 1, 2ja j   – квазиполиномы: 

  0 1 2 ,h h
i i i ia a a e a e       

где ; 1, 2;  0, 1, 2.ija i j    
Регулятор вида (2) в частотной области бу-

дем искать в виде 

          1 1 2 2
1 , .U a ac           

Если 1 0,   то в этом случае система (1) 
будет модально управляема при выполнении 
условия 0 0

0 0 0.h he e      Если 0
0

he     
0

0 0he   , то число 0    для любых ли-
нейных регуляторов  1  ,  2   будет кор-
нем характеристического уравнения. Следова-
тельно, стабилизация возможна только при 
выполнении условия 0 0.   Замыкая систему 
регулятором    1 20, 1,        получим 
устойчивое характеристическое уравнение 
  0 1 0.        

Пусть 1 0.   Потребуем, чтобы определи-
тель замкнутой системы был бы равен 

 
   

0 1 0 1

1 2

det
1

h h he c e e

c

           
  
       

 

     2
0 1 0 1 2

h he e              

   0 1 1
h he e           

2
1 2 1 2, , 0.p p p p       

Выражая  2 ,   получим 

 2
0 1

1 0 1 2
h

h

p e

e

p 
 
 



 
   

   


 

               
   0 1 1

0 1

.
h h

h

e e

e

 



      


  
          (4) 

Подберем целую функцию  1   таким 
образом, чтобы  2   была бы также це- 
лой функцией. Для этого необходимо, чтобы 
для тех n  , которые удовлетворяют урав-
нению  

                        0 1 0,he                       (5) 

было выполнено соотношение 

 1 0 1 2
nh

np e p        

   0 1 1 0.n nh h
n ne e           

Отсюда, учитывая (5): 0

1

nh ne
 




, по-

лучим 

0
1 0 1 2

1

n
np p

          
 

 0 0
0 1 1

1 1

0,n n
n n

               
 

или  

 
 

2
1 2

1 1 2
1 0 1 0 0 1

,n n
n

n n

p p   
   

        
 

или 

    
2

1 2
1 1

1 2

.n n
n

n n

p p      
     

 

В публикации [7] показано, что задача мо-
дального управления разрешима в том и только 
в том случае, когда выполнено условие 

  0 0 0,hi
i ie        1, 2.i   

Рассмотрим возможные случаи, когда за-
дача модального управления не имеет ре-
шения. 

1)   0, Re 0, 1, 2.i i i       В качестве 
1 2,p p  можно взять 1 1 0,p     2 1 0 0 1.p      

Тогда положим,  1 1.     Из формулы (4) 
находим 

 
 1 1 1 0 0 1

2
0 1

h

h

e

e





       
   

   
 

 0 1 1

0 1

h h

h

e e
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1 0 1 1 1
1

0 1

.
h

h

e

e





      
  

  
 

Таким образом, в случае 1 система (1) ста-
билизируема регулятором вида (2). 

2)    1 1 2 20, 0, 0, 0.           В каче-
стве 1 2,p p  можно взять 1 11 ,p    2 1.p  
Тогда 
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Нетрудно убедиться, что функция  

     
  

0 12
1 1 1 2

2 2

1
he    

       
    

 

    
2

0 1 2 0 1
1 1 2

2 2

1
h he e           

    
 

     
21

1 1 2
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11
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2
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1 2 1 2
1

22 2
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при ,n    удовлетворяющих уравнению (5), 
является в частотной области регулятором 
вида (2). Подставим полученный регуля- 
тор  1   в формулу (4). Произведя деление 
квазиполиномов, приходим к следующему 
регулятору: 

   
 

1 2
2 1 0

2

1
1 he

  
       

 
 

  
 

21 2 1 0

22

1
.

h he e        
 

Таким образом, в случае 2 система (1) ста-
билизируема регулятором вида (2). 

3)   0, Re 0, 1, 2i i i      . Нетрудно про-
верить, что числа 1 2,    в этом случае для 
любых регуляторов вида (2) будут являть- 
ся корнями характеристического уравнения 
замкнутой этими регуляторами системы, и, 
следовательно, система (1) будет не стаби-
лизируема. 

4) В случае когда 1 2     , система (1) 
модально управляема тогда и только тогда, ес-
ли   0.    Пусть теперь   0, 0.      Этот 
случай совпадает со случаем 1. Стабилизи-
рующий регулятор можно взять тот же. Если 
  0, 0,      то стабилизация невозможна, 

так как число 0   будет корнем характери-
стического уравнения замкнутой системы для 
любых регуляторов вида (2). 

Замечание. В полученных регуляторах тре-
буется перейти из частотной во временную об-
ласть. При этом необходимо придерживаться 
правил, перечисленных ниже. 

1. Слагаемые вида  ,i j h
ke x     , 

1, 2,k   , {0}i j   в частотной области со-

ответствуют слагаемым 
 i

k
i

d x t jh

dt


  во вре-

менной области. 

2. Слагаемые вида   ,h h

k
e e x
     1, 2,k   

 , ,   в частотной области в силу тео-
ремы о свертке соответствуют слагаемым вида 

       
0

.h s
k

h

H t s H h s e x t s ds  



     

3. Слагаемые вида 
     2 ,

h h h

k
e e he x
      

  
 

1, 2,k    , ,   в частотной области в 
силу теоремы о свертке соответствуют слагае-
мым вида 

        
0

.h s
k

h

H t s H h s h s e x t s ds  



       

Заключение. В статье полностью решена 
задача стабилизации линейной стационарной 
системы с запаздыванием нейтрального типа 
вида (1) в общециклическом случае, когда не-
разрешима задача модального управления. Так-
же в явном виде получены стабилизирующие 
такую систему регуляторы. 

Литература 

1. Марченко В. М. О проблеме модального управления в линейных системах с запаздыванием // 
Доклады Академии наук БССР. 1978. № 5. С. 401–404. 

2. Salamon D. Control and Observation of Neutral Systems. London, Pitman Press, 1984. 362 p. 
3. Wonham W. M. On pole assignment in multi-input controllable systems // IEEE Trans. Automat. 

Contr. 1967. Vol. AC-12, no. 6. P. 660–665. 
4. Spong M. W. A semistate approach to feedback stabilization of neutral delay systems // Circuits 

Systems Signal Process. 1986. Vol. 5, no. 1. P. 69–84. 
5. Якименко А. А. Модальное управление одной запаздывающей системой // Труды БГТУ. 2013. 

№ 6: Физ.-мат. науки и информатика. С. 3–7. 
6. Якименко А. А. Модальное управление одной системой нейтрального типа // Труды БГТУ. 

2016. № 6: Физ.-мат. науки и информатика. С. 18–21. 



À. À. ßêèìåíêî 37 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2018 

7. Якименко А. А. Модальное управление одной системой нейтрального типа в общецикличе-
ском случае // Труды БГТУ. Сер. 3, Физ.-мат. науки и информатика. 2017. № 2. С. 25–27. 

8. Якименко А. А. Модальное управление одной системой нейтрального типа в общецикличе-
ском случае при кратных корнях // Труды БГТУ. Сер. 3, Физ.-мат. науки и информатика. 2018. № 1 
(206). С. 5–8. 

References 

1. Marchenko V. M. On problem of modal control in linear systems with delay. Doklady Akademii 
nauk BSSR [Reports of the BSSR Academy of Science], 1978, no. 5, pp. 401–404 (In Russian). 

2. Salamon D. Control and Observation of Neutral Systems. London, Pitman Press, 1984. 362 p. 
3. Wonham W. M. On pole assignment in multi-input controllable systems. IEEE Trans. Automat. 

Contr., 1967, vol. AC-12, no. 6, pp. 660–665. 
4. Spong M. W. A semistate approach to feedback stabilization of neutral delay systems. Circuits Sys-

tems Signal Process, 1986, vol. 5, no. 1, pp. 69–84. 
5. Yakimenka A. A. Modal control for one delayed system. Trudy BGTU [Proceedings of BSTU], 

2013, no. 6: Physics and Mathematics. Informatics, pp. 3–7 (In Russian). 
6. Yakimenka A. A. Modal control for one neutral type system. Trudy BGTU [Proceedings of BSTU], 

2016, no. 6: Physics and Mathematics. Informatics, pp. 18–21 (In Russian). 
7. Yakimenka A. A. Modal control for one neutral type system in general cyclic case. Trudy BGTU [Pro-

ceedings of BSTU], series 3, Physics and Mathematics. Informatics, 2017, no. 2, pp. 25–27 (In Russian). 
8. Yakimenka A. A. Modal control for one neutral type system in general cyclic case with double roots. 

Trudy BGTU [Proceedings of BSTU], series 3, Physics and Mathematics. Informatics, 2018, no. 1, pp.  5–8 
(In Russian). 

Информация об авторе 

Якименко Андрей Александрович – кандидат физико-математических наук, доцент, доцент 
кафедры высшей математики. Белорусский государственный технологический университет 
(220006, г. Минск, ул. Свердлова, 13а, Республика Беларусь). E-mail: yakimenko@belstu.by 

Information about the author 

Yakimenka Andrei Aliaksandravich – PhD (Physics and Mathematics), Associate Professor, Assis-
tant Professor, the Department of Higher Mathematics. Belarusian State Technological University (13a, 
Sverdlova str., 220006, Minsk, Republic of Belarus). E-mail: yakimenko@belstu.by 

Поступила 14.05.2018 



38  Òðóäû ÁÃÒÓ, 2018, ñåðèÿ 3, № 2, ñ. 38–42 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2018 

УДК 514.76 
Н. П. Можей 

Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники 

НОРМАЛЬНЫЕ СВЯЗНОСТИ НА НЕСИММЕТРИЧЕСКИХ  
ОДНОРОДНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

Цель работы – описание трехмерных несимметрических однородных пространств, допускаю-
щих нормальную связность, вместе с их тензорами кривизны и кручения, алгебрами голономии. 
Объектом исследования являются несимметрические пространства и связности на них. В статье 
определены основные понятия – изотропно-точная пара, редуктивное пространство, каноническое 
разложение, симметрическое пространство, аффинная связность, тензоры кривизны и кручения, 
алгебры голономии, нормальная связность. Приведено локальное описание трехмерных несиммет-
рических однородных пространств с неразрешимой группой преобразований, допускающих нор-
мальную связность. Локальное изучение однородных пространств равносильно исследованию пар, 
состоящих из алгебры Ли и ее подалгебры. Описаны в явном виде все инвариантные аффинные 
связности на найденных однородных пространствах, а также тензоры кривизны и кручения ука-
занных связностей, выписаны канонические связности и естественные связности без кручения. Ис-
следованы алгебры голономии указанных пространств и найдено, когда инвариантная связность 
нормальна. Результаты работы могут использоваться при исследовании многообразий, а также 
применяться в различных областях математики и физики, так как многие важные проблемы в этих 
областях связаны с исследованиями инвариантных объектов на однородных пространствах. 

Ключевые слова: нормальная связность, симметрическое пространство, группа преобразо-
ваний, алгебра голономии.  

 
N. P. Mozhey 
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NORMAL CONNECTIONS ON NON-SYMMETRIC HOMOGENEOUS SPACES 

The purpose of the work is the description of three-dimensional non-symmetric homogeneous 
spaces that allow normal connections together with their curvature and torsion tensors, holonomy alge-
bras. The object of investigation – non-symmetric spaces and connections on them. The basic notions, 
such as an isotropically-faithful pair, a reductive space, a canonical decomposition, a symmetric space, 
an affine connection, curvature and torsion tensors, a holonomy algebra and normal connection are de-
fined. The local description of three-dimensional non-symmetric homogeneous spaces with unsolvable 
Lie group of transformations, allowing normal connections, is given. The local study of homogeneous 
spaces is equivalent to the investigation of pairs consisting of Lie algebra and its subalgebra. All invari-
ant affine connections on those spaces are described, curvature and torsion tensors, canonical connec-
tions and natural torsion-free connections are found. We have studed the holonomy algebras on the 
spaces and have found when the invariant connection is normal. The results can be used in the study of 
manifolds and can find application in various areas of mathematics and physics, since many fundamen-
tal problems in these areas relate to the investigation of invariant objects on homogeneous spaces. 

Key words: normal connection, symmetric space, transformation group, holonomy algebra. 

Введение. Теория связностей играет важ-
ную роль во многих областях математики и фи-
зики, например, калибровочные поля, лежащие 
в основе моделей математической физики, 
представляют собой компоненты локальной 
формы связности. Связность является нормаль-
ной, если каждый элемент группы преобразо-
ваний отображает расслоение голономии в се-
бя. Понятие нормальной связности ввел Э. Кар-
тан для риманова многообразия [1]. Исследова-
ние нормальной связности наряду с другими 
условиями позволяет получить далеко идущие 
результаты об излучаемых многообразиях (см., 
например, работы Яно К., Исихара Ш., Эрбахе-
ра Ж., Чена Б. и др., обзор исследований этого 

направления дан в публикации [2]). Цель этой 
работы – описать трехмерные редуктивные не-
симметрические однородные пространства, до-
пускающие нормальную связность, сами связ-
ности, их тензоры кривизны, кручения и алгеб-
ры голономии. Настоящая статья является про-
должением работы автора [3] о нормальных 
связностях на однородных пространствах, в ко-
торой приведен более подробный тематический 
обзор, а также обоснование применяемых ме-
тодов; при изложении сохранены обозначения, 
введенные ранее. В данной работе также изу-
чаются нормальные связности, но внимание 
сосредоточено на несимметрических однород-
ных пространствах. 
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Основные определения. Пусть M  – диф-
ференцируемое многообразие, на котором 
транзитивно действует группа ,G  = xG G  – 
стабилизатор произвольной точки .x M  
Пусть g  – алгебра Ли группы Ли ,G  а g  – под-
алгебра, соответствующая подгруппе .G  Пара 
( gg, ) называется изотропно-точной, если точ-
но изотропное представление .g  Там, где это не 
будет вызывать разночтения, будем отождеств-
лять подпространство, дополнительное к g  в 

,g  и фактор-пространство ggm /= .  
Если подгруппа G  связна, то однородное 

пространство /G G  редуктивно при сущест-
вовании разложения ,mgg   0;mg  

,][ mmg,   а само разложение g = g+m  на-
зывается каноническим [4]. Если, кроме того, 
[m ,m ] g , то пара ( gg, ) локально задает 
симметрическое пространство / ,M G G  в 
противном случае пространство не является 
симметрическим.  

Аффинной связностью на паре ),( gg  на-
зывается отображение )(: mglg  такое, 
что его ограничение на g  – изотропное пред-
ставление подалгебры, а все отображение яв-
ляется g -инвариантным. Если пространство 
допускает инвариантную аффинную связ-
ность, то оно является изотропно-точным [4]. 
Редуктивные и симметрические пространства 
всегда допускают инвариантную аффинную 
связность.  

Тензор кручения )(1
2 mInvTT   и тензор 

кривизны )(1
3 mInvTR  имеют вид  

 
   ),()(),(=),(

,,)()(=),(

yxyxyxR

yxxyyxyxT





mm

mmmmm   

для всех ., gyx   
Одной из важнейших характеристик связ-

ности является группа голономии. Алгебра 
Ли *h  группы голономии инвариантной связ-
ности )(3,: glg  на паре ),( gg  – это  
подалгебра алгебры Ли )(3, gl  вида 

,]]),([),([]),([  VVV ggg  где V  – 
подпространство, порожденное множеством  

}.,|]),([)](),({[ g yxyxyx  

Положим a  равной подалгебре в ,)(3, gl  по-
рожденной }.|)({ g xx  Связность нормальна, 
если ah =*  [4]. 

Инвариантная связность, определяемая ра-
венством ,0 m  называется канонической связ-
ностью (относительно разложения ).mgg   
Редуктивное однородное пространство допускает 
единственную инвариантную аффинную связ-
ность без кручения, имеющую те же геодезиче-
ские, что и каноническая: ,],[2/1)( mm yxyx   

;, myx  она называется естественной связно-
стью без кручения. 

Классификация несимметрических прост-
ранств, допускающих нормальные связности. 
Будем описывать пару ),( gg  при помощи таб-
лицы умножения g  c базисом }...,,{ 1 nee , 

dim=n g  и полагать, что g  порождается 
1 3, ..., ne e  , а 1 2 2 1 3{ , , }n n nu e u e u e     – базис 
.m  Для нумерации подалгебр используем за-

пись . ,d n  для нумерации пар – . . ,d n m  здесь  
d  – размерность подалгебры; n  – номер по-
далгебры в )(3, gl ; m  – номер пары ).,( gg  
Будем описывать связность через образы ба-
зисных векторов 1( ),u  2( ),u  3( ),u  тензор 
кривизны R  – через 1 2( , ),R u u 1 3( , ),R u u 2 3( , ),R u u  
а тензор кручения T  – через 1 2( , ),T u u  

1 3( , ),T u u  2 3( , ).T u u   
Теорема 1. Все трехмерные редуктивные 

несимметрические однородные пространства, 
допускающие нормальную связность, такие что 
g  и g  неразрешимы, локально имеют следую-
щий вид:  

 

3.3.3 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 2e2 –2e3 u1 –u2 0 
e2 –2e2 0 e1 0 u1 0 
e3 2e3 –e1 0 u2 0 0 
u1 –u1 0 –u2 0 0 u1

u2 u2 –u1 0 0 0 u2

u3 0 0 0 –u1 –u2 0 
 

3.3.2 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 2e2 –2e3 u1 –u2 0 
e2 –2e2 0 e1 0 u1 0 
e3 2e3 –e1 0 u2 0 0 
u1 –u1 0 –u2 0 u3 0 
u2 u2 –u1 0 –u3 0 0 
u3 0 0 0 0 0 0 

 

Для получения указанного результата най-
дены все трехмерные редуктивные пары с не-
разрешимыми g  и g  (с подробным описанием 
можно ознакомиться в публикации [3]), опре-
делены пары, допускающие нормальную связ-
ность, и выбраны несимметрические пары.  

Действительно, пусть g  – подалгебра ал-
гебры Ли ,)(3,gl  такая что редуктивная пара 
( gg, ) допускает нормальную связность, g  и g  
неразрешимы. Тогда g  сопряжена одной из сле-
дующих подалгебр в )(3,gl  [3]:  

3.3 ; 3.4 ; 3.5 .

x y x y y x

z x z y y z

z x x z

 
  

 

Предполагается, что переменные обозначе-
ны латинскими буквами и принадлежат  . Ба-
зис подалгебры по умолчанию будем выбирать, 
придав одной из латинских переменных значе-
ние 1, а остальным 0, нумерация базисных век-
торов соответствует алфавиту. 

;
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Для каждой такой подалгебры найдем изо-
тропно-точные пары. Рассмотрим, например, 
пары ),( gg  типа 3.3. Обозначим через h  ниль-
потентную подалгебру алгебры Ли g , порож-
денную вектором 1e . Заметим, что g  – полу-
простая алгебра Ли.  

Имеем  

),()()()()(= (2)(1)(0)1)(2)( hghghghghgg    

где  

.=)(,=)(

,=)(,=)(,=)(

2
(2)

1
(1)

31
(0)

2
1)(

3
2)(

eu

ueue




hghg

hghghg 

 

Поэтому  

1 2 1 1 3 3 1 3 1 1 2 3 2 2[ , ] = ,[ , ] = ,[ , ] = .u u a e u u u u u u u     

Здесь и далее параметры принадлежат   
(если не оговорено противное).  

Используя тождество Якоби, видим, что 1 = 0,a  
1 2=  , а 3 2 = 0.   При 3 2= = 0   пара ),( gg  

эквивалентна тривиальной паре, являющейся 
симметрической. При 3 20, = 0    отображе-
ние gg  2: , где  

1 1

2 2 3 3
3

( ) = , = 1, 2, 3, ( ) = ,

1
( ) = , ( ) = ,

i ie e i u u

u u u u

 

 


 

показывает эквивалентность пар ),( gg  и 3.3.2 
(см. формулировку теоремы 1). При 3 = 0,  

2 0   отображение gg  3: , где 

1 1

2 2 3 2 3

( ) = , = 1, 2, 3, ( ) = ,

( ) = , ( ) = ,
i ie e i u u

u u u u

 
  

 

показывает, что пары ),( gg  и 3.3.3 эквива-
лентны.  

Поскольку ,dimdim 21 gg DD   мы видим, 
что тривиальная пара и 3.3.2 не эквивалентны. 
Поскольку ,dimdim 13 gg DD   заключаем, что 
3.3.3 и тривиальная пара также не эквивалент-
ны. Поскольку 32 = uZ g  и 0,=3gZ  заключа-
ем, что пары 3.3.3 и 3.3.2 не эквивалентны.  

Прямыми вычислениями получаем, что аф-
финные связности на этих пространствах име-
ют вид, указанный далее.  

Пара Аффинная связность 
3.3.2,

3.3.3
 1,3

1,3

3,2 3,2

0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 0 ,

0 0 0 0

p

p

p p

   
   
   
      

 

1,1

1,1

3,3

0 0

0 0

0 0

r

r

r

 
 
 
 
 

 

Связность является канонической, если 
1( )u = 2( )u = 3( )u = 0. В случаях 3.3.2, 3.3.3 

при r3,3 = 0, r1,1 = –p1,3 связность имеет те же 
геодезические, что и каноническая. Выпишем, 
когда связность является естественной связно-
стью без кручения. 

Пара Естественная связность без кручения 

3.3.2 p1,3 = r1,1 = r3,3 = 0, p3,2 = 1/2 

3.3.3 p3,2 = r3,3 = 0, p1,3 = –r1,1 = 1/2 

Тензоры кривизны и кручения на редуктив-
ных несимметрических пространствах выгля-
дят следующим образом: 

Пара Тензор кривизны 

3.3.2
1,3 3,2 1,1

1,3 3,2 1,1

1,3 3,2 3,3

1,3 3,3 1,1 1,3

3,2 1,1 3,3 3,2

0 0

0 0 ,

0 0 2

0 0

0 0 0 ,

0 0

p p r

p p r

p p r

p r r p

p r r p

  
   
  

 
 
 
  

 

1,3 3,3 1,1 1,3

3,2 1,1 3,3 3,2

0 0 0

0 0

0 0

p r r p

p r r p

 
  
   

 

3.3.3
1,3 3,2

1,3 3,2

1,3 3,2

1,3 3,3 1,1 1,3 1,3

3,2 1,1 3,3 3,2 3,2

0 0

0 0 ,

0 0 2

0 0

0 0 0 ,

0 0

p p

p p

p p

p r r p p

p r r p p

 
  
 
 

  
 
 
   

1,3 3,3 1,1 1,3 1,3

3,2 1,1 3,3 3,2 3,2

0 0 0

0 0

0 0

p r r p p

p r r p p

 
   
    

 

Пара Тензор кручения 

3.3.2
 

   
 
3,2 1,3 1,1

1,3 1,1

0, 0, 2 1 , , 0, 0 ,

0, , 0

p p r

p r

 


 

3.3.3
 

   
 

3,2 1,3 1,1

1,3 1,1

0, 0, 2 , 1, 0, 0 ,

0, 1, 0

p p r

p r

 

 
 

В случае 3.3.2 связность нормальна, если 
,00, 3,21,3  pp  тогда при 1,13,3 2= rr   алгебра 

голономии совпадает с ,)(3,sl  а при 

;

;
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1,13,3 2rr   алгебра голономии совпадает с 
;)(3,gl  в случае 3.3.3 связность нормальна, 

если ,2= 1,13,3 rr   ,00, 3,21,3  pp  тогда алгеб-
ра голономии совпадает с .)(3,sl  

В случаях 3.4 и 3.5 получаем только сим-
метрические пары. 

Теорема 2. Все трехмерные редуктивные не-
симметрические однородные пространства, до-
пускающие нормальную связность, такие что g  
неразрешима, а g  разрешима ){0}( g , ло-
кально имеют следующий вид:  

2.21.4 e1 e2 u1 u2 u3 
e1 0 e2 u1 0 –u3

e2 –e2 0 0 u1 u2 
u1 –u1 0 0 u1 u2 
u2 0 –u1 –u1 0 u3 
u3 u3 –u2 –u2 –u3 0 

 

1.1.7 e1 u1 u2 u3

e1 0 u1 –u2 0 
u1 –u1 0 e1 + u3 0 
u2 u2 –e1 – u3 0 0 
u3 0 0 0 0 

 

1.3.3 e1 u1 u2 u3

e1 0 –u2 u1 0 
u1 u2 0 e1 + u3 0 
u2 –u1 –e1 – u3 0 0 
u3 0 0 0 0 

 

1.3.4 e1 u1 u2 u3

e1 0 –u2 u1 0 
u1 u2 0 –e1 + u3 0 
u2 –u1 e1 – u3 0 0 
u3 0 0 0 0 

 

1.8.2 e1 u1 u2 u3 
e1 0 0 u1 u2 
u1 0 0 u1 u2 
u2 –u1 –u1 0 u3 
u3 –u2 –u2 –u3 0 

Аналогично приведенному в доказательстве 
теоремы 1 для получения указанного результа-
та найдены все трехмерные редуктивные пары 
с неразрешимой g  и разрешимой g , определе-
ны пары, допускающие нормальную связность, 
и выбраны несимметрические пары. 

Проведя вычисления, аналогичные приве-
денным выше, получаем, что редуктивные не-
симметрические пространства, допускающие 
нормальную связность, задают только пары, 
указанные в теореме. Аффинные связности на 
найденных парах имеют вид, показанный ниже. 

Пара Аффинная связность 
2.21.4

1,2 1,2

1,2

1,2

1,2

1,2

0 0 0 0

0 0 , 0 0 0 ,

0 0 0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

p p

p

p

p

p

  
  
  

      
 
  
  

 

1.1.7 
1,3

2,3

3,2 3,1

1,1

2,2

3,3

0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 0 ,

0 0 0 0

0 0

0 0

0 0

p

q

p q

r

r

r

   
   
   
   
   

 
 
 
 
 

 

1.3.3

1.3.4
 1,3 2,3

2,3 1,3

3,1 3,2 3,2 3,1

1,1 1,2

1,2 1,1

3,3

0 0 0 0

0 0 , 0 0 ,

0 0

0

0

0 0

p p

p p

p p p p

r r

r r

r

   
   
   
      

 
  
 
 

 

1.8.2 
1,2 1,3 1,2 1,2 1,3

1,2 1,2 1,3

1,2

1,1 1,2 1,3

1,2 1,1 1,2 1,2 1,3

1,2 1,1 1,2 1,3

0

0 0 , 0 0 ,

0 0 0 0 0

0 2

p p p q q

p q p

p

r r r

p r q r q

p r q p

  
     

      
 
    
    

 

Инвариантная связность нормальна, если 
;=* ah  например, в случае 2.21.4 это верно при 

1,2 0,p   1,2 1,p   тогда алгебра голономии 

3 1

2 1 1 2 3

2 3

0

0 , , ,

0

p p

p p p p p

p p

  
     
    

  

в противном случае алгебра голономии нулевая.  
Выпишем, при каких условиях связность 

имеет те же геодезические, что и каноническая. 

Пара 
Геодезические совпадают  

с геодезическими канонической  
связности 

1.1.7 q3,1 = –p3,2, r3,3 = 0, r1,1 = –p1,3, r2,2 = –q2,3

1.3.3 p3,1 = 0, r3,3 = 0, r1,1 = –p1,3, r1,2 = p2,3

1.3.4 p3,1 = 0, r3,3 = 0, r1,1 = –p1,3, r1,2 = p2,3

1.8.2 q1,2 = 0, r1,3 = 0, r1,1 = –p1,3, r1,2 = –q1,3

2.21.4 p1,2 – любое 
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Далее выпишем, при каких условиях связ-
ность является естественной связностью без 
кручения. 

Пара Естественная связность без кручения
1.1.7 q3,1 = –1/2, p3,2 = 1/2, 

r3,3 = r1,1 = p1,3 = r2,2 = q2,3 = 0 
1.3.3 p3,1 = r3,3 = r1,1 = p1,3 = r1,2 = p2,3 = 0, 

p3,2 = 1/2 
1.3.4 p3,1 = r3,3 = r1,1 = p1,3 = r1,2 = p2,3 = 0, 

p3,2 = 1/2 
1.8.2 q1,2 = r1,3 = r1,1 = p1,3 = r1,2 = q1,3 = 0, 

p1,2 = 1/2 
2.21.4 p1,2 = 1/2 

Заключение. Таким образом, найдены все 
трехмерные редуктивные несимметрические од-
нородные пространства с неразрешимой груп-
пой преобразований, допускающие нормаль-
ную связность, инвариантные аффинные связ-
ности на таких однородных пространствах вме-
сте с их тензорами кривизны и кручения, ал-
гебрами голономии, выписаны канонические 
связности, а также естественные связности без 
кручения. Полученные результаты могут быть 
использованы в работах по дифференциальной 
геометрии, дифференциальным уравнениям, то-
пологии, в теории представлений, теоретической 
физике, а также других разделах современной 
математики и физики.  
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ВЛИЯНИЕ ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ НА ДЛИНУ 
ОПТИЧЕСКОГО ВОЛОКНА В ТРУБКЕ ОПТИЧЕСКОГО МОДУЛЯ 

В работе исследовано влияние термомеханического воздействия на изменение длины опти-
ческого волокна (ОВ) в трубке оптического модуля (ТОМ). Оно показало, что при температуре 
выше 20°С выбранная модульная конструкция оптического кабеля (ОК) вызывает появление сил 
растяжения ОВ, а при температуре ниже 20°С – сил сжатия. Причиной этого является наличие в 
конструкции ОК элементов, выполненных из материалов с различными значениями температур-
ного коэффициента линейного расширения, из-за чего длины ОВ и трубки оптического модуля 
под воздействием температуры изменяются по-разному. Результаты расчетов изменения длины 
ОВ показали, что его сжатие в трубке оптического модуля приводит к созданию в структуре во-
локна макроизгибов, а растяжение – к образованию микротрещин, что требует необходимости 
учета и создания избыточной длины волокна при его интеграции в ТОМ при производстве.  
В работе показано, что применение поликарбоната в качестве материала трубки оптического 
модуля позволяет добиться при изменении температуры меньшего отличия длин оптического 
волокна и ТОМ. 

Ключевые слова: оптический кабель, оптическое волокно, трубка оптического модуля, уд-
линение, сжатие, растяжение, температурный коэффициент линейного расширения. 

 
O. V. Bondarenko, D. N. Stepanov 

Odessa National A. S. Popov Academy of Telecommunications (Ukraine) 

INFLUENCE OF THERMOMECHANICAL IMPACT  
ON OPTICAL FIBER LENGTH IN OPTICAL MODULE TUBE 

The influence of the thermomechanical impact on the changing of the optical fiber (OF) length in the 
optical module tube (OMT) is investigated. It has shown that at temperature higher than 20°C the select-
ed modular design of an optical cable (OC) causes the appearance of OF stretching, and at a temperature 
below 20°C – compression forces. The reason for this is the presence in the OC design the elements, 
which are made of materials with different values of the temperature coefficient of linear expansion, due 
to which the lengths of the OF and optical module tube are different under the influence of temperature. 
The results of the calculations of the OF length shown that its compression in the optical module tube 
leads to the creation of macro-bends in the structure of the fiber, but the stretching  – to formation of 
microcracks, which requires the need to record and create an excess fiber length when it is integrated into 
production. It has been shown that the usage of polycarbonate as a material of the optical module tube 
can be achieved the smaller difference between the lengths of the optical fiber and OMT at changing of 
the temperature. 

Key words: optical cable, optical fiber, optic module tube, elongation, compression, stretching, tem-
perature coefficient of linear expansion. 

Введение. Предусмотрение физической це-
лостности оптических волокон (ОВ) в сердеч-
нике оптических кабелей (ОК) и стабильности 
их параметров передачи не только при норми-
рованной температуре 20°С, но и во всем диа-
пазоне температур эксплуатации является акту-
альной задачей конструирования ОК. 

Одним из внешних дестабилизирующих 
факторов является влияние температуры окру-
жающей среды эксплуатации на конструкцию 

ОК и его элементы (ОВ, трубки оптических мо-
дулей, центральный и периферический силовые 
элементы, защитные оболочки и др.). При изме-
нении температуры ОК в его конструкции воз-
никает напряженно-деформированное состояние 
в результате разности значений температурных 
коэффициентов линейного расширения (ТКЛР) 
материалов элементов, в первую очередь, оп-
тических волокон и трубки оптического моду-
ля (ТОМ), в которую они помещены [1]. Такое 
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состояние ОК может привести к появлению в 
ОВ экстремальных растягивающе-сжимающих 
сил, которые повлекут непредсказуемое изме-
нение параметров передачи (коэффициента 
затухания и дисперсию сигнала), преждевре-
менное старение и выход из строя всей воло-
конно-оптической линии передачи. 

В настоящее время в научной и техниче-
ской литературе отсутствуют в полной мере 
данные о термомеханическом воздействии на 
длины ОВ в ТОМ конструкции ОК под действием 
изменения температур среды эксплуатации. 

Целью данной работы является обоснова-
ние метода определения влияния термомехани-
ческого действия на длину ОВ в трубке оптиче-
ского модуля оптического кабеля и предостав-
ление практических рекомендаций по обеспе-
чению технической целостности ОВ при экс-
плуатации кабеля в различных температурах.  

Основная часть. Наличие в конструкции 
ОК элементов, изготовленных из материалов с 
различными ТКЛР, является причиной измене-
ния геометрических размеров ОВ, в частности 
его длины. При изменении температуры экс-
плуатации это приводит к возникновению сил 
сжатия или растяжения ОВ. Указанное может 
привести кроме дополнительных потерь пере-
даваемого оптического сигнала к сокращению 
срока службы ОК за счет появления микротре-
щин, макро- и микроизгибов в ОВ. 

Как известно, уменьшение длины оптиче-
ского волокна в конструкции оптического мо-
дуля под действием температуры может при-
вести к ограничению свободного передвижения 
ОВ в середине ТОМ. Это уменьшит величину 
максимальной допустимой растягивающей на-
грузки ОК ниже номинального значения.  

Под действием температуры длина элемен-
тов ОК, расположенных вдоль продольной оси 
кабеля, изменяется (увеличивается или умень-
шается по сравнению с начальной длиной) [2]: 

  0 ТКЛР,l l T                        (1) 

где l  – абсолютное изменение длины линей-
ного элемента ОК, мм; 0l  – начальная длина 
элемента ОК, мм; T  – разность температур, К;

ТКЛР – температурный коэффициент линейно-
го расширения материала элемента ОК, К–1. 

Для исследования влияния термомеханиче-
ского действия на ОВ, расположенного в ТОМ, 
используем подход к этому вопросу, представ-
ленный в [3]. 

Как отмечалось в этой работе, ТКЛР харак-
теризует относительное изменение длины эле-
мента ОК в зависимости от изменения темпера-
туры по выражению  

             
0

ТКЛР ,
l

T
l


                      (2)  

где   – относительное удлинение элемента ОК; 
l  – абсолютное удлинение элемента ОК, м;  

0l  – начальная длина элемента кабеля, м; 
ТКЛР – температурный коэффициент линейно-
го расширения элемента кабеля, К–1; T  – раз-
ность температур среды, К. 

При равенстве длин ОВ и ТОМ относитель-
ное изменение их длины определяется по вы-
ражению [1] 

ОВ,ТОМ ТКЛР T      

   ОВ ТОМ 0ТКЛР ТКЛР ,t t           (3) 

где   – изменение длины ОВ относительно 
длины ТОМ; ТКЛРОВ, ТКЛРТОМ – температур-
ный коэффициент линейного расширения ОВ и 
ТОМ соответственно, К–1; t – температура сре-
ды, К; t0 – температура, при которой начальная 
избыточная длина ОВ условно равна нулю, К. 

В табл. 1 приведены типичные значения 
ТКЛР материалов ОВ и ТОМ, используемых 
при изготовлении ОК [1–3]. 

В табл. 2 приведены данные о характере на-
пряженного состояния ОВ, расположенного 
внутри ТОМ при изменении температуры [1]. 

Как показано в табл. 2, для обеспечения 
термостабильной конструкции сердечника ка-
беля, чтобы при изменении температуры опти-
ческое волокно не испытывало механических 
нагрузок и оставалось целостным, необходимо 
на этапе разработки ОК и в процессе интегра-
ции ОВ в ТОМ предусмотреть избыток длины 
ОВ в трубке оптического модуля. 

 
Таблица 1  

Характеристики материалов для изготовления  
оптического волокна и трубки оптического модуля 

Элемент ОК Материал 
Модуль Юнга, 

Н/мм2 
Плотность, г/см3 ТКЛР, К–1 

Оптическое волокно  Кварцевое стекло  72 500 2,20 5,5 · 10–7 

Трубка оптического модуля  Полибутилентерефталан  1 600 1,31  1,5 · 10–4 

Полиамид  1 700 1,06  7,8 · 10–5 

Поликарбонат  2 300 1,20  6,5 · 10–5 
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Таблица 2 
Характер напряженного состояния ОВ, расположенного внутри ТОМ при изменении температуры 

Сопоставление 
ТКЛР материалов 

ОВ и ТОМ 

Изменение длин ОВ ΔlОВ
и ТОМ ΔlТОМ

Напряженное состояние ОВ 

при увеличении 
температуры 

при уменьшении
температуры

при увеличении
температуры

при уменьшении
температуры

Положительные 
ТКЛР 

ТКЛРОВ < ТКЛРТОМ 

Увеличение дли-
ны ОВ и ТОМ 

ΔlТОМ > ΔlОВ 

Уменьшение дли-
ны ОВ и ТОМ 

ΔlТОМ < ΔlОВ 

Удлинение ТОМ больше 
удлинения ОВ, появление 
сил растяжения ОВ (по-
явление микротрещин)

Сокращение ТОМ боль-
ше сокращения ОВ, по-
явление сил сжатия ОВ 
(появление изгибов)

  
Исходя из табл. 1 и того, что для заданных 

материалов значение ТКЛР ОВ меньше, чем 
ТКЛР материалов ТОМ, изменение длины ОВ 
по сравнению с длиной трубки модуля будет 
происходить так, как показано на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Изменение длины ОВ  
сравнительно с длиной ТОМ:  

а – при увеличении температуры;  
б – при уменьшении температуры 

 
Одним из важных процессов при проверке 

качества изготовления ОВ на заводе-изготови-
теле является профтест сил натяжения и удли-
нения ОВ, которые не должны превышать 4 Н и 
0,5% соответственно [1, 3]. 

Сила приращения длины ОВ может быть 
определена по данным силы натяжения и удли-
нения ОВ при профтесте во время его отбра-
ковки на предприятии: 

ОВ
ОВ тестОВ

тестОВ

,P P





                 (4) 

где РОВ – сила приращения длины ОВ при уд-
линении, Н; ОВ – изменение длины ОВ от тем-
пературы окружающей среды; тестОВ – удлине-

ние ОВ при тестировании его качества, %, тестОВ = 
= 0,5%; РтестОВ – значение растяжения усилия ОВ 
при тестировании, Н, РтестОВ = 4 Н. 

В качестве примера в данной работе были 
определены силы приращения длины и относи-
тельного удлинения ОВ в сравнении с ТОМ, в 
которой оно расположено, при значениях ТКЛР 
материалов ОВ и ТОМ из табл. 1. Расчет изме-
нения длины ОВ в трубке ОМ выполняется при 
t0 = 20°С (293 К), при изменении температуры t 
в диапазоне от –40 до +60°С (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Изменение длины оптического волокна  

относительно длины оптического модуля  
при разных значениях температуры и материалах ТОМ: 

1 – полибутилентерефталан; 2 – полиамид; 
3 – поликарбонат 

 
При нагревании трубки ОМ до температуры, 

например, +60°С (333 К), оптическое волокно 
получит приращение относительно ТОМ, изго-
товленного из полибутилентерефталана 

 7 4
ОВ,ТОМ 5,5 10 1,5 10        

 333 293 0,006.     

При охлаждении конструкции трубки ОМ 
из полибутилентерефталана до температуры –
40°С (253 К) длина ОВ изменится относительно 
длины трубки ОМ на величину: 

   7 4
ОВ,ТОМ 5,5 10 1,5 10 253 293 0,09.          
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При растяжении ОВ при температуре +60°С 
сила растяжения будет равна: 

ОВраст

0,006
4 4,8  Н.

0,005
P

 
   
 

 

Это значение превышает силу растяжения в 
4 Н при профтесте и указывает на появление 
избыточных механических сил, которые могут 
привести к разрыву ОВ при увеличении темпе-
ратуры до +60°С. 

Анализируя величину изменения длины ОВ в 
трубке ОМ, видим, что влияние отрицательных 
температур на ТОМ, а значит на кабель в целом, 
более критическое, чем положительных темпера-
тур (за счет появления макроизгибов ОВ в ТОМ). 

Из рис. 2 видно, что лучший результат сре-
ди рассмотренных материалов ТОМ обеспечи-

вается поликарбонатом, так как возникает 
меньшая разница в длинах ОВ и ТОМ при из-
менении температуры. 

Заключение. Подводя итоги вышесказан-
ного, можно сделать следующие выводы. 

1. Проведенное исследование влияния тер-
момеханического воздействия на изменения дли-
ны волокна в трубке ОМ показало, что при тем-
пературе выше 20°С выбранная модульная кон-
струкция ОК вызывает появление сил растяжения 
ОВ, а при температуре ниже 20°С – сил сжатия. 

2. Результаты расчетов изменения длины 
ОВ указывают на то, что его сжатие в трубке 
оптического модуля приводит к образованию в 
структуре волокна макроизгибов, а растяжение – 
к инициированию микротрещин, что требует 
создания избыточной длины волокна в процес-
се его интеграции в ТОМ при производстве. 
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И. И. Наркевич, Е. В. Фарафонтова, Д. Е. Зубрицкий 

Белорусский государственный технологический университет 

ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ МИКРОСКОПИЧЕСКОГО  
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЦЕНТРОВ КОЛЛОИДНЫХ ЧАСТИЦ  

В МАКРОСКОПИЧЕСКИ ОДНОРОДНОМ ВОДНОМ РАСТВОРЕ 

В работе предпринята попытка применения двухуровневого молекулярно-статистического 
подхода к описанию структуры и равновесных термодинамических характеристик однородных 
коллоидных водных растворов. Этот статистический метод был разработан для конденсирован-
ных молекулярных систем с парным взаимодействием молекул друг с другом, которое описыва-
ется, в частности, с помощью потенциала Леннард-Джонса для систем с гранецентрированной 
кубической решеткой в кристаллическом состоянии.  

В связи со спецификой поведения наноразмерных коллоидных частиц в водных растворах 
имеются основания для описания взаимодействия между такими частицами с помощью потен-
циала SALR (Short-range Attraction and Long-range Repulsion). Он учитывает сильное отталкива-
ние между частицами на малых расстояниях, притяжение – на промежуточных и слабое оттал-
кивание – на сравнительно больших расстояниях, которые составляют несколько эффективных 
диаметров коллоидных частиц. Такой необычный вид потенциала SALR является следствием 
влияния полярного растворителя (воды) на коллоидные частицы; так что фактически реальную 
бинарную флюидную систему согласно ранее проведенным экспериментальным и теоретиче-
ским исследованиям можно теоретически испытывать в рамках однокомпонентной статистиче-
ской модели с гексагональной решеткой. 

В результате решения полученной замкнутой системы интегральных и алгебраических уравне-
ний получены зависимости среднеквадратичных отклонений центров тяжести коллоидных частиц в 
воде от чисел заполнения n микроячеек модифицированного метода условных распределений. На 
графиках зависимости свободной энергии присутствует точка бифуркации, соответствующая появ-
лению двух решений при числах заполнения n  0,5 (при n > 0,5 имеется только одно решение). 

Ключевые слова: двухуровневый молекулярно-статистический подход, коррелятивные 
функции, потенциал средних сил, неоднородная система, наночастица. 

I. I. Narkevich, E. V. Farafontova, D. E. Zubrytski 

Belarusian State Technological University 

NUMERICAL-ANALYTICAL CALCULATION OF MICROSCOPIC  
DISTRIBUTION OF COLLOID PARTICLE CENTERS  

IN A MACROSCOPICALLY HOMOGENEOUS AQUEOUS SOLUTION 

The attempt is made to apply a two-level molecular-statistical approach to description of the struc-
ture and equilibrium thermodynamic characteristics of homogeneous colloidal aqueous solutions. This 
statistical method was developed for condensed molecular systems with pair interaction of molecules 
with each other, the latter is described, in particular, with the help of the Lennard-Jones potential for 
systems with a face-centered cubic lattice in the crystalline state. 

Taking into account the specifics of the behavior of nanoscale colloidal particles in aqueous solutions, 
there is a reason to describe the interaction between such particles, using the potential of SALR (Short-range 
Attraction and Long-range Repulsion). It takes into account strong repulsion between particles at short dis-
tances, the attraction at intermediate distances and weak repulsion at relatively large distances, which equal 
several effective diameters of colloidal particles. Such an unusual form of the SALR potential is a conse-
quence of the influence of the polar solvent (water) on the colloidal particles. Therefore, the real binary fluid 
system, according to the previous experimental and theoretical studies, can be theoretically investigated with 
method of a framework of a one-component statistical model with a hexagonal lattice. 

The result of solving a derived closed system of integral and algebraic equations is the dependence 
of root-mean-square deviations of the centers of gravity of colloidal particles in water on the occupation 
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numbers of n microcells of the modified method of conditional distributions. On the graphs of the free 
energy dependences, there is a bifurcation point, corresponding to the appearance of two solutions with 
fill numbers n  0,5 (for n > 0,5 there is only one solution). 

Key words: two-level molecular-statistical approach, correlation functions, mean force potential, 
inhomogeneous system, nanoparticle. 

Введение. Двухуровневый молекулярно-ста-
тистический подход [1] к описанию равновес-
ных свойств термодинамических молекулярных 
систем базируется на совместном применении 
метода Боголюбова – Борна – Грина – Киркву-
да – Ивона (ББГКИ), метода условных распре-
делений Ротта [2] и метода термодинамических 
потенциалов плотности. В этом подходе ис-
пользуются потенциалы средних сил [1–3], ко-
торые в случае неоднородных систем являются 
функционалами от искомых полей средней 
плотности [1]. Они определяют одночастичные, 
двухчастичные и т. д. условные функции рас-
пределения частиц (атомов или молекул) в ок-
рестности узлов элементарных ячеек, на кото-
рые разбивается весь объем V системы. Иско-
мые потенциалы удовлетворяют достаточно 
сложной системе интегральных уравнений, 
решение которой требует выполнения большо-
го объема численных расчетов. Отсутствие 
аналитического выражения для этих потен-
циалов создает непреодолимые трудности для 
последующего их использования при решении 
соответствующих вариационных задач [1, 4] 
по определению, например, профилей плотно-
сти на границе раздела двух однородных со-
существующих фаз или наночастиц с неодно-
родным распределением плотности на их гра-
нице. Для решения этой проблемы в данной ра-
боте будут использоваться ранее полученные 
аппроксимационные формулы для искомых  
потенциалов средних сил. 

Для этого аналитические преобразования и 
последующие численные расчеты проводим, 
как и ранее [5], для систем, объем V которых 
мысленно разделен на M микроячеек объемом 
i, центры которых образуют в данной работе 
гексагональную решетку. В этом случае нор-
мированную на единицу унарную функцию 

11
ˆ ( , , )F x y z  в F11-приближении метода условных 
распределений, которая в кристаллическом со-
стоянии имеет резкие пики в окрестности узлов, 
заменим на вспомогательную функцию *

11F̂  с 
практически равномерным распределением мо-
лекул внутри сфер с радиусами bi, центры кото-
рых совпадают с узлами решетки (i = 1, 2, …, М). 
Параметры bi подбираем так, чтобы среднеквад-
ратичные отклонения i молекул от узлов ре-
шетки были равными для функций 11F̂  и *

11F̂ : 
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2
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            (2) 

Здесь Аi – нормирующий множитель для функ-
ции 11

ˆ ( );iF q


 1 / kT   – обратная температура; 
 ij i 


– потенциал средних сил метода услов-
ных распределений [1, 2]; i


 – радиус-вектор 

молекулы в ячейке объемом i  по отношению 
к системе координат, начало которой совмеще-
но с узлом ячейки ,j  а суммирование прово-
дится по всем узлам решетки. 

Для короткодействующих потенциалов Ф(r) 
обычно ограничиваются суммированием по уз-
лам, принадлежащим одной или двум ближай-
шим координационным сферам по отношению 
к центру ячейки .i  В случае потенциала SALR 
от этого упрощения придется отказаться и вы-
полнять суммирование с учетом вкладов от 
взаимодействия с большим числом координа-
ционных сфер.  

Введенная функция *
11F̂  позволяет аналити-

чески выполнить усреднение парного потен-
циала с учетом корреляции в расположении 
двух коллоидных частиц внутри своих сфер с 
радиусами b и β. Поэтому при усреднении учи-
тывается, что их центры не могут находиться 
на расстояниях меньше, чем d (d – параметр об-
резания, который в дальнейших расчетах при-
нимается равным 0,9). В результате средние 
потенциалы  ,  ,  ,b d   определяющие унар-
ную функцию (2), находим, как и ранее, по сле-
дующей формуле: 

 
   

 
,  ,  .b

b

b
Vij
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V

U r E r d dV
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b d
n E r d dV



  





         (3) 

Здесь ijn  – двухъячеечные числа заполнения 
ячеек с номерами i и j; ni – числа заполнения 
ячеек i, учитывающие наличие вакантных ячеек; 
U(r) – потенциал SALR; V = 4/3b3;  E r d  – 
единичная ступенчатая функция Хевисайда: 

  0 при ,

1 при .

r d
E r d

r d


   

                (4) 

Основная часть. Экспериментальные и 
теоретические исследования коллоидных рас-
творов позволили сконструировать выражение 
для парного потенциала взаимодействия кол-
лоидных частиц с учетом явления экранирова-
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ния их зарядов в полярной среде. Для раствора 
частиц в водном растворе будем использовать 
потенциал SALR, который в безразмерных еди-
ницах имеет следующий вид [6]: 

Л-Д К( ) ( ) ( )U r r r     
12 6 14( ) .rr r Br e                  (5) 

Первое слагаемое в выражении (5) является 
потенциалом Леннард-Джонса, а второе – экра-
нированным потенциалом Кулона. 

На рис. 1 изображен график зависимости 
потенциала U от расстояния r между частицами 
при B = 1,27 и  = 0,5. 

Из рис. 1 видно, что для коллоидных час-
тиц в воде потенциал имеет специфический 
вид. Он учитывает наличие сильного отталки-
вания на малых расстояниях (r < 1,14), притя-
жения – на промежуточных расстояниях и 
достаточно слабого отталкивания – на боль-
ших расстояниях (r > 2,…). 

 

 
Рис. 1. Зависимость потенциала U  
от расстояния r между частицами 

 
После подстановки выражения (5) в урав-

нение (3) и вычисления в сферической системе 
определенных интегралов по углу  (от 0 до 2) 
и углу θ (от 0 до θmax), а также неопределенного 
интеграла по r получим аналитическое выра-
жение для среднего потенциала (ρ): 
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После подстановки пределов r1 и r2 для ко-
ординаты r, которые зависят от соотношения 
между расстоянием  и параметрами b и d, по-
лучаются аналитические выражения для сред-
него потенциала:

 
 

   * ,  ,  ,  ,  i ijb d n b d n       

   

   
   
 

3

, , , , 
 при ;

4 / 3
, , , , 

 при  < ;
, , , , 

Ф   при .

I b b d I b b d
b d

b
I b b d I d b d

d b b d
V b b d V d b d

b d b

  
 


 

  
 

  

(11) 

В результате численного решения системы 
уравнений (1)–(11) получены зависимости 
среднеквадратичных отклонений 3 / 5 b   
центров тяжести коллоидных частиц от узлов 
гексагональной решетки (рис. 2). Эта решетка 
используется здесь для статистического опи-
сания микроструктуры макроскопически од-
нородного коллоидного водного раствора при 
одинаковых значениях чисел заполнения ni = 
n, которые в этом случае имеют смысл кон-
центрации n = N / M. Система интегральных 
уравнений (1)–(11) решалась методом итера-
ций при различных значениях пробных (на-
чальных) значений параметра b, определяю-
щих искомые среднеквадратичные отклонения 
. Вертикальные стрелки на рис. 2 соединяют 
две точки, первая из которых соответствует 
пробному значению параметра b, а вторая – 
найденному решению для этого параметра при 
разных значениях концентрации n. Получен-
ные результаты, представленные на рис. 2, 
указывают на сходимость итерационной про-
цедуры и устойчивость полученных решений, 
поскольку они не зависят от пробных значе-
ний параметра b. 

Расчеты выполнены для безразмерной тем-
пературы θ = kT / ε = 0,4 (ε – глубина потен-
циальной ямы потенциала Леннард-Джонса) и 
безразмерного параметра гексагональной ре-
шетки R = 1,12 (R = a = b = c) в единицах ли-
нейного параметра  потенциала Леннард-
Джонса. 
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Рис. 2. Зависимость параметра b 
от концентрации n коллоидного раствора 

 
Наличие аналитической зависимости между 

средними потенциалами и среднеквадратичны-
ми отклонениями  позволили описать микро-
структуру макроскопически однородной среды с 
помощью условных унарных функций (2) рас-
пределения центров коллоидных частиц внутри 
примитивных ячеек гексагональной решетки. 

На рис. 2 показано, что при значениях чисел 
заполнения n, бóльших чем 0,5, имеются два 
решения, одно из которых соответствует лока-
лизованному распределению центров тяжести 
коллоидных частиц (при этом среднеквадра-
тичные отклонения   0,08), тогда как второе 
решение относится к делокализованному рас-
пределению центров тяжести коллоидных час-
тиц (0,25 <  < 0,50). 

В связи с этим на зависимости свободной 
энергии от чисел заполнения n (рис. 3) имеется 
точка С бифуркации для решений системы ин-
тегральных уравнений (1)–(11). Для свободной 
энергии использовалось выражение, которое 
получено ранее в рамках двухуровневого моле-
кулярно-статистического подхода [1] и имеет 
следующий вид: 
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Здесь * ( ,  ,  )j b d   – среднее значение по-
тенциала φ*, полученное в результате усредне-
ния по положениям центра коллоидной части-
цы внутри сферы радиуса  = b. 

Следует отметить, что выражение (12) явля-
ется приближенным, поскольку корреляция 
между коллоидными частицами учитывается с 
помощью функций Хевисайда (4) фактически 
только в ближайших (соседних) микроячейках, 
при этом используется приближение nij  ninj 
(для однородной системы nij  n2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3. Зависимость свободной энергии fсв = Fсв / M 
от концентрации n коллоидного раствора 

 
Заключение. Разработанная итерационная 

методика решения системы интегральных урав-
нений (1)–(11) для макроскопически однород-
ного коллоидного раствора будет в дальнейшем 
использоваться при изучении адсорбции кол-
лоидных частиц из объема раствора с неодно-
родным распределением плотности, т. е. чисел 
заполнения микроячеек в объеме V. 

Результаты работы получены при финансо-
вой поддержке научной программы Евросоюза 
HORIZONT – 2020 (проект АМД-734276-
CONIN) и Министерства образования Респуб-
лики Беларусь (ГПНИ, подпрограмма «Нанома-
териалы и нанотехнологии»). 

Авторы благодарны координатору проекта 
А. Цях за участие в выборе направления иссле-
дований, в рамках которого выполнена настоя-
щая работа. 

Литература  

1. Наркевич И. И. Молекулярно-статистическая теория неоднородных конденсированных сред: 
дис. … д-ра физ-мат. наук. СПб., 1993. 223 с. 

2. Rott L. A., Vikhrenko V. S. Statistical Method of Conditional Distributions // Fortschr. Phys. 1975. 
Vol. 23, no. 3. P. 133–164. 

0,5                       0,75                        1 

ж ж5 / 3b    

кр кр5 / 3b  

n 

b 
 
 

0,6 
 
 
 
 

0,4 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
0,2 

 
 
 
 

 
 
 

0 

           0,5                        0,75                     1 

fсв 
 
 

12 
 

 
 
 
 

10 
 
 
 
 
 
 
 

8 
 
 
 
 
 
 
 

 

6 
 
 
 
 
 
 

 
 

4 
 
 
 
 

 
 
 
 

2 

 
0 

*

ж
свf

кр
свf  

C

D

E

n



È. È. Íàðêåâè÷, Å. Â. Ôàðàôîíòîâà, Ä. Å. Çóáðèöêèé 51 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2018 

3. Thermodynamics and diffusion of a lattice gas on a simple cubic lattice / P. Argyrakis [et al.] // 
Phys. Rev. E. 2001. Vol. 64, no. 6. Art. #066108. 

4. Бокун Г. С., Вихренко В. С., Наркевич И. И. Применение вариационных методов для описа-
ния структурных и термодинамических характеристик наночастиц // Автоматический контроль и 
автоматизация производственных процессов: материалы Междунар. науч. конф., Минск, 22–24 окт. 
2015 г. / Белорус. гос. технол. ун-т. Минск, 2015. С. 239–243. 

5. Наркевич И. И., Квасов Н. Т., Козич Е. Ю. Двухуровневое молекулярно-статистическое изу-
чение структуры и термодинамических характеристик однородных макроскопических систем и 
сферических наночастиц // Труды БГТУ. 2016. № 6: Физ.-мат. науки и информатика. С. 61–65. 

6. Ciach A., Gozdz W. T. Mesoscopic description of network-forming clusters of weakly charged col-
loids // Condensed Matter Physics. 2010. Vol. 13, no. 2. P. 23603. 

References 

1. Narkevich I. I. Molekulyarno-statisticheskaya teoriya neodnorodnykh kondensirovannykh sred. Dis. 
dokt. fiz.-mat. nauk [Molecular-statistical theory of the non-homogeneous condenced matter. Doct. Diss.]. 
St. Petersburg, 1993. 223 p. 

2. Rott L. A., Vikhrenko V. S. Statistical Method of Conditional Distributions. Fortschr. Phys., 1975, 
vol. 23, no. 3, pp. 133–164. 

3. Argyrakis P., Groda Ya. G., Bokun G. S., Vikhrenko V. S. Thermodynamics and diffusion of  
a lattice gas on a simple cubic lattice. Phys. Rev. E. 2001, vol. 64, no. 6, art. #066108. 

4. Bokun G. S., Vikhrenko V. S., Narkevich I. I. Application of variational methods to describe the 
structural and thermodynamic properties of nanoparticles [Materialy Mezhdunarodnoy konferentsii 
“Avtomaticheskiy control’ i avtomatizatsiya proizvodstvennykh protsessov”] [Materials of the International 
Scientific Conference “Automatic control and automation of production processes”]. Minsk, 2015,  
pp. 239–243 (In Russian). 

5. Narkevich I. I., Kvasov N. T., Kozich E. Yu. Two-level molecular-statistical study of the structure 
and thermodynamic characteristics of homogeneous macroscopic systems and spherical nanoparticles. 
Trudy BGTU [Proceedings of BSTU], 2016, no. 6: Physics and Mathematics. Informatics, pp. 61–65  
(In Russian). 

6. Ciach A., Gozdz W. T. Mesoscopic description of network-forming clusters of weakly charged col-
loids. Condensed Matter Physics. 2010, vol. 13, no. 2, p. 23603. 

Информация об авторах 

Наркевич Иван Иванович − доктор физико-математических наук, профессор, профессор ка-
федры физики. Белорусский государственный технологический университет (220006, г. Минск,  
ул. Свердлова, 13а, Республика Беларусь). E-mail: Narkevich@belstu.by 

Фарафонтова Елена Валерьевна − кандидат физико-математических наук, старший препода-
ватель кафедры физики. Белорусский государственный технологический университет (220006,  
г. Минск, ул. Свердлова, 13а, Республика Беларусь). E-mail: farafontova@belstu.by 

Зубрицкий Даниил Евгеньевич – студент. Белорусский государственный технологический 
университет (220006, г. Минск, ул. Свердлова, 13а, Республика Беларусь). 

Information about the authors 

Narkevich Ivan Ivanovich − DSc (Physics and Mathematics), Professor, Professor, the Department of 
Physics. Belarusian State Technological University (13a, Sverdlova str., 220006, Minsk, Republic  
of Belarus). E-mail: Narkevich@belstu.by 

Farafontova Elena Valer’yevna − PhD (Physics and Mathematics), Senior Lecturer, the Department 
of Physics. Belarusian State Technological University (13a, Sverdlova str., 220006, Minsk, Republic  
of Belarus). E-mail: farafontova @belstu.by 

Zubrytski Daniil Yaugen’yevich – student. Belarusian State Technological University (13a, 
Sverdlova str., 220006, Minsk, Republic of Belarus). 

     Поступила 18.05.2018  



52  Òðóäû ÁÃÒÓ, 2018, ñåðèÿ 3, № 2, ñ. 52–56 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2018 

УДК 537.633.2 

В. Р. Мадьяров  
Белорусский государственный технологический университет 

ПРИМЕНЕНИЕ ЭФФЕКТОВ ВРАЩЕНИЯ ПЛОСКОСТИ ПОЛЯРИЗАЦИИ  
И МАГНИТОПЛАЗМЕННОГО ОТРАЖЕНИЯ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ  

ПАРАМЕТРОВ ЭЛЕКТРОННОГО ПЕРЕНОСА В ПОЛУПРОВОДНИКАХ  

Представлены результаты измерений постоянной вращения в кремнии с продольной и попе-
речной ориентацией магнитного поля относительно волнового вектора падающей волны (в гео-
метрии Фарадея и Фойгта). Показано, что в образце n-Si при продольной ориентации магнитного 
поля постоянная вращения монотонно возрастает с частотой в диапазоне 30–80 ГГц и примерно 
на порядок превышает значение, полученное для поперечного магнитного поля. Получены соот-
ношения между частотой зондирующей волны, циклотронной и магнитоплазменной частотами, 
соответствующие минимальному коэффициенту пропускания в СВЧ- и ИК-диапазонах, которые 
позволяют определить эффективную массу и концентрацию носителей заряда. Расчеты показыва-
ют, что в продольной геометрии электронные параметры полупроводника можно определить по 
абсолютной величине частотного сдвига магнитоплазменного отражения в дальней ИК-области.  
В поперечном магнитном поле эти параметры можно определить по частотам минимального и 
максимального пропускания. В миллиметровом диапазоне для получения полного отражения зон-
дирующего излучения требуются очень сильные магнитные поля (более 10 Тл). Полученные дан-
ные позволяют выбрать наиболее эффективную и технически простую схему измерений.  

Ключевые слова: волны миллиметрового диапазона, эффект Фарадея, магнитоплазменное 
отражение, концентрация носителей, эффективная масса. 

V. R. Mad’yarov  
Belarusian State Technological University 

ELECTRON TRANSPORT PARAMETERS MEASUREMENTS  
IN SEMICONDUCTORS USING POLARIZATION PLANE ROTATION EFFECT  

AND MAGNETOPLASMA REFLECTION 

Polarization plane rotation constants have been measured using longitudinal and transverse mag-
netic field relative to the wave vector of the incident wave (in Faraday and Voigt geometry). The rota-
tion constant in the n-Si specimen at longitudinal magnetic field was shown to increase linearly with 
frequency in the 30–80 GHz range and approximately by an order of magnitude exceeded the values 
obtained for the transverse magnetic field. The relations were obtained between the frequency of  
the probing wave, cyclotron and magnetoplasma frequencies corresponding to the minimum transmit-
tance in the microwave and IR ranges, which allow determine the effective mass and concentration of 
charge carriers. Calculations show that in longitudinal geometry the semiconductor electronic parame-
ters can be determined by the absolute value of the frequency shift of the magnetoplasma reflection in 
the far IR region. In the transverse magnetic field, these parameters can be determined by the frequencies 
at minimum and maximum transmission. In the millimeter range, very strong magnetic fields (more than 
10 Tl) are required to obtain complete reflection of the probing radiation. The obtained data allow to 
choose the most effective and technically simple measuring system. 

Key words: millimeter waves, Faraday effect, magnetoplasma reflection, carrier concentration,  
effective mass. 

Введение. В настоящее время для опреде-
ления параметров электронного переноса в по-
лупроводниках, таких как скорости поверхно-
стной и объемной рекомбинации и длина диф-
фузии носителей заряда, применяются бескон-
тактные методы с использованием излучений 
миллиметрового и видимого диапазонов [1, 2]. 
Методы, основанные на измерении фотопрово-
димости в магнитном поле в геометрии Фойгта 
и Фарадея, применялись для определения ре-
комбинационных параметров носителей заряда 
в эпитаксиальных пленках Cd-Te [3]. Методика 

на основе эффекта магнитного вращения в 
миллиметровом диапазоне позволяет оценить 
такие параметры, как подвижность, эффектив-
ная масса носителей заряда и время релакса-
ции. В данной работе сопоставляются чувстви-
тельности измерительных схем с продольным 
(геометрия Фарадея) и поперечным магнитны-
ми полями, параллельным и перпендикулярным 
к направлению распространения зондирующего 
излучения соответственно. Измерения с маг-
нитным вращением являются более результа-
тивными в сочетании с получением частотной 
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характеристики пропускания излучения. Это 
обусловлено тем, что практически все полупро-
водниковые материалы слабо поглощают излу-
чение миллиметрового и дальнего ИК-диапа-
зонов, причем в данной области частот (~1012–
1013 Гц) находятся магнитоплазменная и цикло-
тронная частоты, а также частота столкнове-
ний, определяющая время релаксации носите-
лей. Поэтому данные о таких параметрах, как 
эффективная масса и концентрация носителей, 
можно получить по частотам или величине 
магнитного поля, при которых возможно на-
блюдать минимальное и максимальное пропус-
кание зондирующего излучения.  

Основная часть. Наиболее простыми в тех-
ническом отношении являются бесконтактные 
методы исследования переноса носителей заряда 
в полупроводниках на основе определения ко-
эффициентов отражения или угла поворота 
плоскости поляризации зондирующего излуче-
ния в магнитном поле. Для образцов кремния и 
германия интерпретация полученных данных 
значительно упрощается, если измерения прово-
дить в диапазоне, охватывающем миллиметро-
вую и дальнюю ИК-область с малым коэффици-
ентом потерь излучения, которые обусловлены 
рассеянием на свободных носителях, решеточ-
ным и примесным поглощением.  

Угол поворота  плоскости поляризации   
зондирующей волны в продольной геометрии 
(Фарадея) пропорционален разности волновых 
чисел 0,5( )k k d     волн с правой и левой 
циркулярной поляризацией. В поперечной гео-
метрии (Фойгта) угол  определяется разно-
стью этих чисел обыкновенной и необыкновен-
ной волн с взаимно перпендикулярными плос-
костями колебаний электрического вектора:  
 = 0,5( k k )d. Соответствующие волновые 
числа определяются из уравнения распростра-
нения плоско поляризованной электромагнит-
ной волны с частотой ω в направлении оси z в 
немагнитной проводящей среде с анизотропной 
удельной электропроводностью , обусловлен-
ной магнитным полем: 

2
2

02
( )k i E k E k

c

 
       

 

  
,       (1) 

где k – модуль волнового вектора;  – диэлек-
трическая проницаемость полупроводника; E


–  

вектор напряженности электрического поля 
волны; 0 01/c     – скорость электромагнит-
ной волны в вакууме. 

Удельная электропроводность  в магнитном 
поле в уравнении (1) определяется матрицей [4]: 

xx xy

xy yy

  
     

, 

где xx – проводимость, обусловленная дрей-
фом носителей под действием электрического 
поля зондирующей волны; xy – холловская 
проводимость полупроводникового образца, вы-
званная взаимодействием тока проводимости с 
постоянным магнитным полем с индукцией B. 
Компоненты xx и xy в приближении сфериче-
ских энергетических поверхностей определя-
ются соотношениями: 
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где 0  – удельная электропроводность в посто-
янном электрическом поле; τ – время релакса-
ции импульса; ωс = eB / m* – циклотронная час-
тота;  m* – эффективная масса носителей заряда. 

Если магнитное поле с индукцией B на-
правлено вдоль распространения волны (гео-
метрия Фарадея), то ( ) 0k E k 

 
и для проекций 

электрического поля Ex и Ey на оси х и y:  
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Из уравнений (3) следует решение для k в 
продольной геометрии: 
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Если магнитное поле направлено перпен-
дикулярно к направлению распространения 
волны, то уравнения для проекций Ex и Ey при-
мут вид:  
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Экспериментальная установка показана на 
рис. 1. 

В качестве источника зондирующего излу-
чения использовался генератор Г4-142 (диапа-
зон 50–78 ГГц). Волновод имел стандартное 
прямоугольное сечение и был рассчитан на 
прохождение моды TE11. Использовались пла-
стинки образцов n-кремния и n-германия тол-
щиной 0,5 мм. Образцы помещались в непод-
вижную цилиндрическую переходную латун-
ную секцию, состоящую из двух коаксиальных 
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цилиндров. Один из цилиндров мог поворачи-
ваться и соединялся со второй прямоугольной 
секцией. Магнитное поле, параллельное на-
правлению распространения волны в месте 
расположения образца, создавалось внутри об-
мотки, одетой на цилиндрическую секцию. По-
перечное магнитное поле возбуждалось в зазо-
ре между полюсами электромагнита. Плоскость 
образца кремния перпендикулярна оси [100], 
для которой известны продольная и поперечная 
эффективные массы. Направление продольного 
магнитного поля совпадало с этой осью. Угол 
поворота цилиндрической секции измерялся по 
смещению светового пятна лазерного луча, от-
раженного от зеркальца, жестко соединенного с 
вращающейся секцией. Такая система обеспе-
чивала минимальный измеряемый угол поворо-
та около 0,1 град при данной толщине образца. 
Мощность прошедшей волны измерялась де-
текторным блоком, вставленным во вторую 
прямоугольную секцию.   

 

 
Рис. 1. Экспериментальная установка:  

1 – СВЧ-генератор; 
2 –  волновод; 3 – образец;  

4 – обмотка соленоида; 5 – электромагнит; 
6 – лазер; 7 – детектор; 8 – микровольтметр 

 
Решение уравнений (5) дает выражение для 

k в поперечной геометрии: 
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Сопоставление углов поворота для про-
дольной и поперечной геометрии с использова-
нием формул (4) и (6) затруднено, так как срав-
нительно простые аналитические выражения 
для удельных электропроводностей xx и xy, 
которые входят в выражения (4) и (6), получе-
ны только в изотропном приближении, т. е. для 
сферических энергетических поверхностей по-
лупроводника.  

На рис. 2 показаны зависимости угла пово-
рота  плоскости поляризации в кремниевой 
пластинке от частоты зондирующего излучения 
с одинаковыми продольным ( ,B E H

  
) и попе-

речным ( B E H
  

 ) постоянными магнитными 
полями. Величина  в поперечной геометрии 

оказывается значительно меньше, чем при на-
ложении продольного магнитного поля.   
 

 
Рис. 2. Зависимости угла поворота плоскости  

поляризации в продольном (1) и поперечном (2) 
магнитном поле с индукцией B = 0,04 Тл  

от частоты зондирующего излучения (n-Si 96 Cм/м). 
Сплошные кривые – расчетные значения 

Расчетные значения для углов  и  полу-
чены с использованием формулы (4) для k и 
выражений для компонент тензора проводимо-
сти xx и xy в предположении сферических 
энергетических поверхностей.  

На рис. 3 представлены зависимости углов 
вращения  и  от магнитного поля в про-
дольной и поперечной геометрии. Для про-
дольного и поперечного полей наблюдается 
линейная зависимость угла вращения от маг-
нитного поля. Угол вращения плоскости поля-
ризации для продольного поля   значительно 
превышает значения  даже в гораздо более 
слабых полях. Таким образом, схема с геомет-
рией Фарадея оказывается более чувствитель-
ной к магнитному полю.  

Рассмотрим возможность определения пара-
метров полупроводника из магнитоплазменных 
измерений в дальней ИК и миллиметровой об-
ластях при обеих ориентациях магнитного поля.  

Для продольного магнитного поля, исполь-
зуя выражения (2), из формулы (4) можно полу-
чить уравнение для полного отражения зонди-
рующей волны, которое  имеет место при k = 0: 
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Для дальней ИК-области ( ~ 1013 с–1) вы-
полняется условие ( ) 1c    . Тогда в сла-
бых магнитных полях решение уравнения (7) 
дает  величину сдвига магнитоплазменного от-
ражения: 
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где * – частота максимального отражения при 
отсутствии магнитного поля; p – плазменная 
частота: 
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.                  (9) 

Из формул (8) и (9) следуют выражения для 
эффективной массы и концентрации: 
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Для миллиметровой и субмиллиметровой об-
ластей ( ~ 1011–1012 c–1) и в умеренных магнит-
ных полях выполняется условие ( ) 1c    . 
Тогда из формулы (7) следует уравнение для час-
тоты, соответствующей полному отражению: 

3 2 2
2

2 0.c p c


       


          (11) 

Численное решение уравнения (11) с ис-
пользованием магнитной индукции B в качест-
ве параметра показывает, что для типовых зна-
чений m*,  и σ0 полное отражение в рассматри-
ваемом частотном диапазоне достигается в 
очень сильных магнитных полях (более 10 Тл). 

 

a 

 
б 

Рис. 3. Зависимости угла магнитного вращения  
от магнитного поля для n-кремния c удельной  

электропроводностью 0 = 96 См/м в продольной (а) 
и поперечной (б) геометрии на частотах:  

1 – 63 ГГц; 2 – 56 ГГц; 3 – 53 ГГц 

Рассмотрим отражение в поперечном маг-
нитном поле. Решение уравнения (6) дает час-
тоту, соответствующую максимальному про-

пусканию при k = ω/c. Для дальней ИК-области 
получается уравнение: 

2
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2 2 2 0.p p c
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          (12) 

Решение уравнения (12) дает частоту макси-
мума пропускания в поперечном магнитном поле: 
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Для максимума отражения (минимума про-
пускания) в дальней ИК-области, при котором  
k = 0, из (12) следует уравнение:  

 4 2 2 2 2 22 0.p p p c          

Отсюда частота, соответствующая мини-
мальному пропусканию в поперечном магнит-
ном поле:  

 p p c

      .                 (14) 

Из уравнения (14) с учетом неравенства  
ω < ωp следует выражение для эффективной 
массы:    
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где ωp – плазменная частота, соответствующая 
максимальному отражению при отсутствии маг-
нитного поля. Подставив выражение (15) в фор-
мулу для p, можно рассчитать концентрацию 
носителей через измеряемые значения p и *

 :  
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В миллиметровой и субмиллиметровой об-
ластях при поперечной геометрии, т. е. при 
условиях (ω  ±  ωp) << 1 и ω << ωp, как следует 
из уравнений, полученных в [5], полное отра-
жение в умеренных магнитных полях не дос-
тигается. 

Заключение. Из экспериментального со-
поставления эффективности вращения плоско-
сти колебаний излучения в области частот 30–
70 ГГц показано, что в образцах n-Si и n-Ge при 
продольной ориентации магнитного поля по-
стоянная вращения примерно на порядок пре-
вышает значение, полученное для поперечного 
магнитного поля и монотонно возрастает с 
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частотой. Расчеты показывают, что для оценки 
таких параметров полупроводника, как эффек-
тивная масса и концентрация носителей, целесо-
образно использовать зондирование излучением 
дальнего ИК-диапазона (примерно 50–100 мкм). 
При продольной геометрии эти параметры 

можно оценить по величине частотного сдвига 
магнитоплазменного отражения. В поперечном 
магнитном поле эти параметры наиболее просто 
определяются по частотам, соответствующим 
минимальному пропусканию в отсутствие маг-
нитного поля и при его включении.  
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О. Г. Бобрович 
Белорусский государственный технологический университет 

КОМПОЗИЦИОННЫЙ СОСТАВ ЦИРКОНИЕВОГО ПОКРЫТИЯ,  
ОСАЖДЕННОГО НА КРЕМНИЙ  

В УСЛОВИЯХ ИОННОГО АССИСТИРОВАНИЯ 

В представленной работе мы исследовали состав и распределение элементов в покрытии, 
нанесенном на пластины (100) Si в условиях ионного ассистирования при комнатной температу-
ре, а также химические связи элементов в поверхностном слое кристаллов кремния при нанесе-
нии Zr-покрытия. Элементный состав покрытия и распределение элементов по глубине изучали 
с применением резерфордовского обратного рассеяния ионов гелия и вторичной ионной масс-
спектрометрии. Установлено, что покрытие однородно по составу по всей толщине. В состав 
покрытий на кремнии входят атомы осаждаемого металла Zr, технологических примесей С, О и 
Al, а также Si в результате встречной диффузии из подложки в покрытие. Рост ускоряющего 
напряжения для ассистирующих ионов Zr+ от 5 до 10 кВ приводит к уменьшению толщины по-
крытия при одинаковом времени модифицирования образцов кремния. Рассчитанная средняя 
скорость осаждения покрытия составляла 0,3–0,5 нм/мин. В поверхностном слое покрытия при-
сутствуют оксиды ZrO и SiO, карбиды ZrC и SiC, углеводороды СН, молекулы С2, а также атомы 
Zr, Si, C, O, Al.  

Ключевые слова: Zr-покрытия, кремний, элементный состав, химические связи элементов в 
покрытии. 

 
O. G. Bobrovich 

Belarusian State Technological University 

COMPOSITION OF ZIRCONIUM COATING PRECIPITATED ON SILICON  
IN THE CONDITIONS OF IONIC ASSISTING 

In the present study we investigated the composition and distribution of elements in the coating 
deposited on the plate (100) Si in conditions of ion assisting at room temperature, as well as chemical 
bonds of elements in the surface layer of silicon crystals at deposition of the Zr-coating. We studied the 
elemental composition of the coating and distribution of elements in depth, using Rutherford 
backscattering of helium ions and secondary ion mass spectrometry. It is found that the coating is 
uniform in composition throughout its thickness. The composition of coatings on silicon atoms includes 
the deposited metal Zr, technological impurities C, O, Al, and Si as a result of counter-diffusion from 
the substrate into the coating. An increace of the accelerating voltage for assisting Zr+ ions from 5 to 
10 kV results in a decrease in the thickness of the coating at the same time modifying the silicon 
samples. The calculated average deposition rate of the coating was 0.3–0.5 nm/min. The surface layer 
of the coating contain carbide ZrC, SiC, oxides ZrO, SiO, CH hydrocarbons, C2 molecules, as well as 
Zr, Si, C, O, Al atoms. 

Key words: Zr-coatings, silicon, elemental composition, chemical bonds of elements in the surface. 
 

Введение. Ионно-лучевые технологии яв-
ляются одними из наиболее перспективных ме-
тодов модифицирования свойств поверхности 
материалов [1]. В процессе модифицирования 
различных материалов в их поверхностных 
слоях происходят сложные физико-химические 
процессы, которые могут существенно изме-
нить структуру и свойства поверхности мате-
риала. В частности, можно увеличить ее нанот-
вердость и микротвердость, износостойкость к 
механическому истиранию [2, 3], улучшить ад-
гезионные способности поверхности модифи-
цированных материалов. Изучение таких про-
цессов, протекающих на поверхности кремния, 

модифицируемого осаждением металлических 
покрытий в условиях ионного ассистирования, 
вызвано необходимостью определения опти-
мальных условий для получения покрытий с 
заданными свойствами, которые могут исполь-
зоваться в качестве проводящих, изолирующих 
и т. п. В настоящей работе исследуются зако-
номерности процессов взаимопроникновения и 
распределения элементов подложки и покрытия 
при осаждении тонких Zr-пленок в условиях 
ассистирования ионами Zr+ при ускоряющем 
напряжении 5 и 10 кВ. Рост покрытия сопрово-
ждается формированием переходного переме-
шанного слоя в области межфазной границы 
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покрытие – подложка, толщиной которого мож-
но управлять, формируя адгезионно-устойчи-
вые покрытия, что обеспечивает увеличение 
срока эксплуатации изделий с покрытиями. На-
несение металлических покрытий в условиях 
ионного ассистирования проводили с использо-
ванием вакуумного резонансного плазменно-
дугового ионного источника. Этот тип ионного 
источника с электродами, изготовленными из 
материала наносимого покрытия, позволяет од-
новременно получать регулируемые потоки ио-
нов металла Ji и нейтральных атомов JА осаж-
даемого металла. Время модифицирования 
кремния ионами Zr+ составляло 1, 3, 6 и 12 ч, 
что позволяло получить различные ионные по-
токи при осаждении Zr-покрытий. Вакуум в 
процессе осаждения покрытий в рабочей каме-
ре достигал ∼10−2 Па. Плотность ионного тока 
при модифицировании менялась в пределах 
∼2,5–5,0 мкА/см2. Отношение плотности ион-
ного потока к плотности нейтрального потока 
Ji / JА составляло 0,02, что соответствовало рос-
ту покрытия на кремнии [4]. 

Для элементного анализа формируемых 
структур покрытие − подложка и распределения 
элементов по глубине применялись методы ре-
зерфордовского обратного рассеяния (РОР) ионов 
гелия с энергией E0 = 2 МэВ, геометрией рассея-
ния θ1 = 0°, θ2 = 12°, θ = 168°, компьютерного мо-
делирования спектров РОР по программе RUMP 
[5] и вторичной ионной масс-спектрометрии 
(ВИМС). Энергетическое разрешение детектора в 
методе РОР составляло 25 кэВ. Энергия первич-
ных ионов Ar+ в методе ВИМС для послойного 
распыления мишени и анализа состава твердого 
тела по глубине была 4 кэВ. 

Основная часть. На рис. 1 представлены 
экспериментальные спектры РОР ионов гелия 
от кремниевых образцов, модифицированных 
осаждением Zr-покрытий в условиях одновре-
менного ассистирования ионами Zr+ при уско-
ряющем напряжении 10 кВ. Вертикальными 
стрелками (рис. 1) отмечены номера каналов, 
которые связаны с энергиями рассеяния ионов 
гелия на атомах соответствующих элементов, 
локализованных на поверхности образцов. 
В числе элементов, находящихся в поверхност-
ном слое исследуемых материалов, на спектрах 
идентифицируются цирконий, а также С, O, Si. 
Сдвиг сигнала от кремния в область меньших 
номеров каналов на спектрах 1, 2 и 3 свиде-
тельствует о том, что на поверхности кристалла 
кремния образуется покрытие. Аналогичные 
закономерности по элементному составу и рос-
ту покрытий на кремнии наблюдались на спек-
трах РОР от образцов Si, модифицированных 
ионами Zr+ при ускоряющем напряжении 5 кВ 
и времени модифицирования 1, 3, 6 и 12 ч. 

Рис. 1. Спектры РОР ионов гелия с E0 = 2 МэВ  
от кристаллов (100) Si, модифицированных  

ионно-ассистируемым осаждением Zr-покрытий  
при ускоряющем напряжении 10 кВ  

и времени осаждения:  
1 – 1 ч; 2 – 3 ч; 3 – 6 ч, 4 – 0 ч  
(исходный образец кремния) 

 
Наряду с цирконием количественный ана-

лиз спектров РОР ионов гелия от модифициро-
ванных методом ионно-ассистируемого осаж-
дения образцов кремния выявил высокие кон-
центрации кислорода и углерода (таблица).  

 
Cлоевые концентрации элементов, рассчитанные 

по спектрам РОР от образцов (100) Si,  
модифицированных в различных условиях 

Режим  
обработки 

(100) Si 

Толщина 
покрытия, 

нм 

Слоевые концентрации 
(Nt), 1017 ат./см2 

U, кВ t, ч C O Zr 
5 1 ∼20 6,9 3,4 0,6 
5 3 ∼50 16,8 8,7 2,5 
5 6 ∼240 66,2 41,6 7,6 
5 12 ∼390 89,0 55,1 12,0 

10 1 ∼15 10,0 3,7 0,5 
10 3 ∼35 22,2 8,8 2,0 
10 6 ∼180 76,5 41,0 6,5 
 
Анализ данных, представленных в таблице, 

свидетельствует о том, что относительные 
слоевые концентрации углерода (Nt)C/(Nt)Zr и 
кислорода (Nt)O/(Nt)Zr уменьшаются с увеличе-
нием времени модифицирования кремния. Из 
представленных данных также следует, что с 
увеличением времени модифицирования уве-
личивается слоевое содержание кислорода, но 
остается меньше слоевых концентраций угле-
рода при аналогичных условиях осаждения по-
крытия. Отношение слоевых концентраций уг-
лерода и кислорода (Nt)С/(Nt)О уменьшается от 
2,0 до 1,6 при ускоряющем напряжении 5 кВ и 
от 2,7 до 1,9 при ускоряющем напряжении 
10 кВ с увеличением времени модифицирова-
ния образцов кремния.  

50 100 150 200 250 300 350
0

2000

4000

6000

8000

50 100 150 200 250 300 350
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

Si
O

C Zr

 

 

Y,
 и
м
п.

Номер канала

 1
 2
 3
 4

 

Y
, и
м
п.

 

Y
, и
м
п.

 



Î. Ã. Áîáðîâè÷ 59 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2018 

Концентрационные глубинные профили 
элементов в структурах Zr-покрытие − Si, полу-
ченные компьютерным моделированием спек-
тров РОР ионов гелия, представлены на рис. 2. 
Толщина покрытия с увеличением времени мо-
дифицирования, как и следовало ожидать, растет 
(таблица). Средняя скорость осаждения покры-
тия при этом составляет 0,3−0,5 нм/мин.  

 

 
а 

б 

Рис. 2. Распределение элементов в структуре Zr − Si 
после ионно-ассистируемого нанесения Zr  
на кремний при ускоряющем напряжении:  

a −5 кВ; б −10 кВ.  
Время модифицирования − 6 ч 

 
Пунктирной линией выставлена поверх-

ность исходной подложки кристалла кремния, 
которая является границей между покрытием и 
подложкой. Для этого использовалась специ-
ально разработанная методика введения ксено-
нового маркера [6]. На концентрационных про-
филях идентифицируемых элементов в струк-
турах покрытие − Si (рис. 2) обнаруживается 
эффект глубинного проникновения циркония в 
кремний. Средний проективный пробег одноза-
рядных ионов циркония в кремнии Rp с учетом 
продольного разброса пробегов ΔRp по про-
грамме TRIM дает значения Rp ± ΔRp = (12,9 ±  
± 4,3) нм (для U = 5 кВ) и Rp ± ΔRp = (20,0 ±  
± 6,5) нм (для U = 10 кВ). Используемый ион-

ный источник работает без электромагнитной 
сепарации, и поэтому при расчете ионного по-
тока нужно учитывать, что зарядовый спектр 
ионного пучка, эмитируемого источником, ха-
рактеризуется наличием ионов с разным заря-
дом [7]. Расчет среднего проективного пробега 
для двух- и трехзарядных ионов циркония в 
кремнии показывает, что глубина проникнове-
ния циркония в кремний выше проективного 
пробега ионов. Распределение циркония со-
ставляет 4−5 ат. % по всей толщине покрытия с 
увеличением до 6 ат. % к границе раздела фаз. 
Для уточнения данных моделирования спек-
тров РОР при исследовании структур Zr − Si 
использовали метод ВИМС, значения которого 
приведены на рис. 3. 

Рис. 3. Профили концентрации компонентов  
в структуре Zr − Si, полученные с помощью метода 

ВИМС. Время модифицирования − 6 ч 
 

Результаты анализа концентрационных 
профилей, полученных методом ВИМС, пока-
зывают, что содержание Zr постоянно по всему 
покрытию, увеличиваясь вблизи границы раз-
дела покрытие − подложка. Также подтвержда-
ется высокое содержание С и О в покрытии. 
Используя коэффициенты относительной чув-
ствительности, уровни элементов C и О на 
рис. 3 должны быть увеличены в 5 раз. Это по-
зволяет говорить, что относительная концен-
трация С и О, определенная методом ВИМС, 
сравнима с данными для этих элементов, полу-
ченными на основе метода РОР. Нужно отме-
тить, что для построения концентрационных 
профилей на рис. 2, б и 3 структур покрытие – 
подложка с применением методов РОР и 
ВИМС использовались фрагменты одного об-
разца. Следы Al в покрытии, вероятно, являют-
ся результатом распыления изоляторов ионного 
источника, содержащего оксиды алюминия, в 
которых крепятся электроды. Данные метода 
РОР, а также дополнительные сведения о мас-
совых фракциях при распылении поверхности 
во время послойного анализа состава покрытия 
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методом ВИМС позволяют предположить о 
возможной комбинации кислорода с цирконием 
в форме оксида (например, ZrO и ZrO2) и кар-
бида (например, ZrС).  

Данные масс-спектрометрии вторичных ио-
нов представлены на рис. 4. 
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Рис. 4. Масс-спектр вторичных ионов, полученный 

от структуры Zr − Si 
 

Экспериментальный масс-спектр в структуре 
Zr − Si показывает наличие в поверхностном слое 
покрытия оксидов ZrO и SiO, карбидов ZrC и SiC, 
углеводородов СН и молекул С2, а также атомов 
Zr, Si, C, O, Al. Анализ данных масс-спектромет-
рии вторичных ионов обнаруживает содержание 
водорода, находящегося в связанном состоянии в 
поверхностном слое покрытия на кремнии, что 
подтверждает данные резонансной ядерной реак-
ции при взаимодействии ионов азота с водородом 
1Н(15N, αγ)12C путем амселевского сканирования 
энергии ионов N+ в интервале 6,38−7,00 МэВ, по-
лученные нами ранее [8], в которых показано, что 
пленки, осажденные при испарении металлов, 
могут содержать значительные концентрации 
атомов водорода.  

Заключение. В результате проведения ис-
следований с применением набора независимых 

методов РОР и ВИМС элементного состава 
конструкции покрытие − подложка установле-
но, что в состав покрытий, осаждаемых на 
кремниевую подложку, входят кроме металла 
Zr, С и О из атмосферы остаточного вакуума в 
мишенной камере, а также Si, как результат 
встречной диффузии атомов матрицы в покры-
тие. Анализ распределения элементов по глу-
бине свидетельствует о достаточно равномер-
ном содержании по толщине покрытий Zr, C и 
O, относительная концентрация которых сни-
жается в области межфазной границы раздела 
покрытие − подложка. При этом данные мето-
дов РОР, ВИМС показывают, что концентрация 
Si уменьшается от межфазной границы к по-
верхности не по экспоненциальному закону, а 
сохраняется по толщине покрытия на уровне 
4−5 ат. %. Можно констатировать, что незави-
симые методы ядерно-физического анализа со-
става образцов позволяют получать данные, ко-
торые удовлетворительно подтверждают друг 
друга. При уменьшении ускоряющего напря-
жения для ассистирующих ионов Zr+ от 10 до 
5 кВ толщина покрытий увеличивается при 
одинаковом времени модифицирования образ-
цов кремния, что связано с различной интен-
сивностью процессов распыления, осаждаемого 
покрытия, при различных энергиях ассисти-
рующих ионов. Рассчитанная средняя скорость 
осаждения Zr покрытий в условиях ионного ас-
систирования Zr+ составляла 0,3−0,5 нм/мин. 
Установлено, что при достижении толщины 
покрытия ∼100 нм процесс его осаждения ста-
билизируется и атомные концентрации элемен-
тов покрытия (Zr, С, О, Si) по всей толщине не 
изменяются, увеличиваясь (для Si) и уменьша-
ясь (для Zr, С, О) к границе раздела фаз покры-
тие − подложка. В поверхностном слое покры-
тия присутствуют оксиды ZrO и SiO, карбиды 
ZrC и SiC, углеводородные соединения CH, мо-
лекулы С2, а также атомы Zr, Si, C, O, Al.  
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МОРФОЛОГИЯ И СВОЙСТВА ПОВЕРХНОСТИ СПЛАВА АМг2М,  
МОДИФИЦИРОВАННОГО ОСАЖДЕНИЕМ МОЛИБДЕНА  

В УСЛОВИЯХ ИОННОГО АССИСТИРОВАНИЯ 

В данной работе изучали закономерности смачивания и микротвердость поверхности алюми-
ниевого сплава АМг2М после модифицирования осаждением молибдена в условиях ионного ас-
систирования при ускоряющем напряжении 3, 6, 9, 12 и 15 кВ для ассистирующих ионов Мо+ и 
интегральных потоков ионов (1,1–2,1) · 1017 Мо+/см2. Морфология поверхности исходных и мо-
дифицированных образцов изучалась с использованием атомно-силовой микроскопии в контакт-
ном режиме. Смачивание исходных и модифицированных образцов сплава АМг2М дистиллиро-
ванной водой определяли по равновесному краевому углу θ смачивания (РКУС). Средняя шеро-
ховатость исходного образца сплава АМг2М составляла 34,3 нм и снижалась при увеличении ус-
коряющего напряжения для ассистирующих ионов Мо+ до 7,8 нм при U = 12 кВ и до 9,9 нм при  
U = 15 кВ. При внедрении сравнимых доз ионов молибдена в образцы сплава с увеличением ус-
коряющего напряжения значения РКУС также увеличиваются. Исходная поверхность сплава бы-
ла гидрофильной (θ = 64,8°) и оставалась гидрофильной после модифицирования при U = 3 и 
6 кВ. После модифицирования сплава при U = 9, 12, 15 кВ для ассистирующих ионов поверх-
ность стала гидрофобной и значение РКУС увеличилось до θ = 98,1° при 15 кВ. Относительное 
изменение микротвердости модифицированных образцов увеличилось на 15% при U = 9 кВ и 
уменьшилось на 8% при U = 6 кВ. 

Ключевые слова: сплав алюминия АМг2М, Мо-покрытия, смачиваемость, гидрофобная и 
гидрофильная поверхность, микротвердость.  
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MORPHOLOGY AND SURFACE PROPERTIES OF ALLOY 5251, MODIFIED  
BY DEPOSITION OF MOLYBDENUM IN CONDITIONS OF ION ASSISTANCE 

In this paper we studied the wetting behavior and microhardness of the surface of the aluminum al-
loy 5251 after modification by the deposition of molybdenum under ion assisting conditions at  
an accelerating voltage of 3, 6, 9, 12 and 15 kV for assisting Mo+ ions and integral ion fluxes of  
(1.1–2.1) ⋅ 1017 Mo+/cm2. The morphology of the surface of the initial and modified samples was stud-
ied using atomic-force microscopy in the contact regime. Wetting of the initial and modified samples of 
the alloy 5251 with distilled water was determined from the equilibrium contact angle θ of the wetting. 
The average roughness of the initial sample of the alloy 5251 was 34.3 nm and decreased with an in-
crease in the accelerating voltage for the assisting Mo+ ions to 7.8 nm at U = 12 kV and 9.9 nm at  
U = 15 kV. When the comparable doses of molybdenum ions were introduced into the samples of the 
alloy with an increase in the accelerating voltage, the values of the contact angle of wetting also 
increased. The initial surface of the alloy was hydrophilic (θ = 64.8°) and remained hydrophilic after 
modification at U = 3 and 6 kV. After modifying the alloy at U = 9, 12, 15 kV for assisting ions, the 
surface became hydrophobic and the value of the contact angle of wetting increased to θ = 98.1° at 
15 kV. The relative change in the microhardness of the modified samples increases by 15% at U = 9 kV 
and decreases by 8% at U = 6 kV. 

Key words: aluminum alloy 5251, Mo-coating, wettability, hydrophobic and hydrophilic surface, 
microhardness. 

 
Введение. Алюминиевые сплавы широко 

используются во многих отраслях промыш-
ленности, в том числе связанных с развитием 
энергосберегающих технологий, в качестве 

конструкционных материалов современной 
техники [1]. Структура и свойства поверхно-
сти и приповерхностных слоев алюминиевых 
сплавов определяют их функциональные и 
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эксплуатационные характеристики, такие как 
износостойкость, коррозионная стойкость, мик-
ротвердость, смачивание поверхности [2−4]. 
Применение ионных пучков вызывает в мате-
риале как химические, так и физические изме-
нения. Для улучшения физико-механических и 
физико-химических свойств алюминиевых 
сплавов используются различные методы ион-
но-лучевой модификации. В данной работе 
изучали закономерности смачивания и микро-
твердость поверхности алюминиевого сплава 
АМг2М после модифицирования осаждением 
молибдена в условиях ионного ассистирова-
ния. Покрытия Mo наносились на сплав 
АМг2М с использованием резонансного ионно-
го источника вакуумной электродуговой плаз-
мы. Данный источник создает плазму вакуум-
ного электродугового разряда, в которой одно-
временно генерируются положительные ионы и 
нейтральная фракция из материала электродов 
источника ионов. В качестве материала элек-
тродов использовался чистый молибден 99,9%. 
Осаждение молибденового покрытия проводили 
при ускоряющем напряжении 3, 6, 9, 12 и 15 кВ 
для ассистирующих ионов Мо+ и интегральных 
потоков ионов (1,1–2,1) ⋅ 1017 Мо+/см2. Морфо-
логия поверхности исходных и модифициро-
ванных образцов изучалась с использованием 
атомно-силовой микроскопии в контактном 
режиме (атомно-силовой микроскоп NT-206, 
зонды CSC21), а измерение микротвердости 
проведено на приборе AFFRI−MVDM8 мето-
дом Виккерса. Смачивание исходных и мо-
дифицированных образцов сплава АМг2М 
дистиллированной водой определяли по рав-
новесному краевому углу θ смачивания 
(РКУС). Краевой угол определяли по основ-
ным размерам капель воды, наносимой на 
исследуемые образцы: по высоте и диаметру 
ее основания. Для получения воспроизводи-
мых результатов капли воды, наносимые на 
образцы, имели примерно одинаковый объем  
V = (47,6 ± 0,3) ⋅ 10−3 мл. Погрешность в изме-
рении РКУС составляла не более 2%. 

Основная часть. Метод атомно-силовой 
микроскопии использовался для изучения то-
пографии и шероховатости исходных и моди-
фицированных образцов сплава алюминия. На 
рис. 1 показаны изображения исходной поверх-
ности сплава АМг2М и модифицированной 
осаждением Мо в условиях ионного ассиcти-
рования при ускоряющем напряжении для ио-
нов Мо+ U = 15 кВ, а также показаны капли 
дистиллированной воды на этих образцах.  

Характеристики поверхности исходного 
сплава АМг2М и сплава с нанесенным Mo-по-
крытием представлены в табл. 1. Средняя ше-
роховатость исходного образца сплава АМг2М 

составляла 34,3 нм и снижалась при увеличе-
нии ускоряющего напряжения для ассисти-
рующих ионов Мо+ до 7,8 нм при U = 12 кВ и 
9,9 нм при U = 15 кВ. При внедрении сравни-
мых доз ионов молибдена в образцы сплава с 
увеличением ускоряющего напряжения значе-
ния РКУС также увеличивались (рис. 2). Ис-
ходная поверхность сплава была гидрофильной 
(Θ = 64,8°) и оставалась гидрофильной после 
модифицирования при U = 3 и 6 кВ. После мо-
дифицирования сплава при U = 9, 12, 15 кВ для 
ассистирующих ионов поверхность стала гид-
рофобной и значение РКУС увеличилось до  
Θ = 98,1° при 15 кВ. 

 

 

а 

 
б 

Рис. 1. AСM-изображения исходной (а)  
и модифицированной (б) осаждением Мо в условиях 
ионного ассистирования при U = 15 кВ для ионов 

Мо+ поверхности сплава АМг2М  
 
Полученные результаты указывают на воз-

можность управления шероховатостью по-
верхности пленки и ее смачиваемостью путем  
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изменения ускоряющего напряжения для асси-
стирующих осаждение покрытия ионов Мо+ и 
их дозы при модифицировании сплава алюми-
ния АМг2М, как сообщалось ранее некоторыми 
авторами [5].  

 
Таблица 1 

Параметры морфологии поверхности исходного 
алюминиевого сплава АМг2М и после  

его модифицирования осаждением молибдена  
в условиях ионного ассистирования 

Ион 
U, 
кВ 

Θ,  
град 

Ra,  
нм 

Rq,  
нм 

Z, 
нм 

− 0 64,8 34,3 48,3 655,8 

Мо 3 68,5 15,5 21,0 310,9 

Мо 6 75,8 16,3 23,1 322,4 

Мо 9 92,8 11,0 15,2 187,2 

Мо 12 95,6 7,8 10,4 138,2 

Мо 15 98,1 9,9 14,9 181,6 
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Рис. 2. Зависимость краевого угла смачивания  
дистиллированной водой поверхности сплава 

АМг2М от ускоряющего напряжения  
для ассистирующих ионов Мо+

 

 
При измерении чисел микротвердости, что-

бы исключить влияние масштабного эффекта, 
относительное изменение микротвердости 
ΔН/Нисх модифицированных образцов сплава 
алюминия определялось для одинаковых глу-
бин проникновения индентора микротвердоме-
ра. Нагрузка на индентор Р менялась в интер-
вале от 10 до 100 г, что соответствовало изме-
нению глубины проникновения индентора от 
2,2 ± 0,1 до 7,5 ± 0,3 мкм. Следует отметить, 
что толщина модифицированного слоя была на 
1−2 порядка меньше глубины проникновения 
индентора микротвердомера в поверхность мо-
дифицированного образца. Данные об относи-
тельном изменении микротвердости поверхно-
сти сплава алюминия после ионно-ассистиру-
емого осаждения Мо-покрытий представлены в 
табл. 2. 

Таблица 2 
Относительное изменение микротвердости  

сплава алюминия марки АМг2М,  
модифицируемого ионно-ассистируемым  
осаждением Мо-покрытий в зависимости 

 от ускоряющего напряжения  
для ассистирующих ионов Мо+ 

 
Относительное 
изменение 

микротвердо-
сти 

Р, 
г 

U, кВ 

3 6 9 12 

ΔН/Нисх 

10 +0,03 −0,08 +0,15 −0,06 
25 −0,01 +0,07 +0,14 −0,01 
50 +0,01 −0,01 +0,06 −0,04 

100 +0,01 +0,06 +0,04 −0,02 
 
Полученные экспериментальные данные 

изменения микротвердости с увеличением глу-
бины проникновения индентора для сплава 
алюминия марки АМг2М, модифицированного 
ионно-ассистируемым осаждением Мо-покры-
тий, представлены на рис. 3.  

Рис. 3. Графики зависимости микротвердости  
поверхности сплава алюминия марки АМг2М  

от глубины проникновения индентора исходного  
образца (1) и модифицированных образцов  

ионно-ассистируемым осаждением Мо-покрытий 
при ускоряющих напряжениях:  

2 – 3 кВ; 3 – 6 кВ; 4 – 9 кВ; 5 – 12 кВ 
 

Приведенные в табл. 2 и на рис. 3 результаты 
свидетельствуют о том, что при нагрузках на ин-
дентор 50 и 100 г относительное изменение мик-
ротвердости сплава алюминия лежит в пределах 
погрешности измерений чисел микротвердости. 
Увеличение относительного изменения микро-
твердости на 14−15% наблюдается при осажде-
нии Мо-покрытий при ускоряющем напряже- 
нии 9 кВ, а уменьшение на 8% (U = 6 кВ) –  
при малых нагрузках (10 и 25 г) на индентор 
микротвердомера. 

Изменение микротвердости поверхности 
сплава алюминия марки АМг2М при ионно-
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ассистируемом осаждении покрытий обуслов-
лено, по-видимому, конкуренцией двух меха-
низмов. Один механизм – это формирование на 
поверхности сплава алюминия слоев с повы-
шенными прочностными свойствами. Причи-
нами увеличения микротвердости, как извест-
но, является образование в приповерхностных 
областях карбидов металлов и структурных  
дефектов, формируемых при ионно-лучевом 
воздействии, а также твердорастворное упроч-
нение, обусловленное присутствием атомов ле-
гирующих элементов в алюминии. Второй  
механизм связан с разупрочнением приповерх-
ностных слоев полученных структур. При оса-
ждении покрытий в приповерхностных слоях 
сформированных структур содержится водо-
род. Нами ранее были проведены исследо-
вания методом ядерных реакций [6], которые 
установили, что в покрытиях, полученных  
ионно-ассистируемым осаждением, содержится 
∼6−10 ат. % водорода, что приводит к умень-
шению прочности поверхности образца.  

Заключение. В результате выполненных 
исследований установлена возможность уп-
равления шероховатостью поверхности плен-

ки и ее смачиваемостью путем изменения ус-
коряющего напряжения для ассистирующих 
осаждение покрытия ионов Мо+ и их дозы 
при модицировании сплава алюминия 
АМг2М. Средняя шероховатость модифици-
рованных образцов сплава АМг2М снижалась 
при увеличении ускоряющего напряжения 
для ассистирующих ионов Мо+ до 7,8 нм при 
U = 12 кВ и до 9,9 нм при U = 15 кВ. При 
внедрении сравнимых доз ионов молибдена в 
образцы сплава с увеличением ускоряющего 
напряжения значения РКУС также увеличи-
ваются. Исходная поверхность сплава была 
гидрофильной (θ = 64,8°) и оставалась такой 
после модифицирования при U = 3 и 6 кВ. 
Однако увеличение ускоряющего напряжения 
для ассистирующих ионов Мо+ до значений  
U = 9, 12, 15 кВ модифицировало поверх-
ность сплава таким образом, что она стала 
гидрофобной и значение РКУС увеличилось 
до θ = 98,1° при 15 кВ. Относительное изме-
нение микротвердости модифицированных 
образцов увеличилось на 15% (U = 9 кВ) и 
уменьшилось на 8% (U = 6 кВ) при малых на-
грузках (10 г) на индентор микротвердомера. 
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УДК 539.1.06:539.23.234 
В. В. Тульев 

Белорусский государственный технологический университет 

ИЗУЧЕНИЕ ПОВЕРХНОСТИ СТРУКТУР МЕТАЛЛ – ТИТАН,  
ПОЛУЧЕННЫХ ИОННО-АССИСТИРУЕМЫМ НАНЕСЕНИЕМ 

МЕТАЛЛСОДЕРЖАЩИХ ПОКРЫТИЙ 

На подложки из титана наносились тонкие металлсодержащие (Cr, Cu, Mo, W) пленки мето-
дом ионно-ассистируемого осаждения в вакууме. Этот метод  позволяет осаждать покрытие на по-
верхность образца и одновременно облучать ускоренными ионами того же вида, что и материал 
наносимого покрытия. Для реализации данного метода использовался вакуумный ионно-дуговой 
источник плазмы металлов, который одновременно генерирует положительные ионы и нейтраль-
ную фракцию из материала электродов. Облучение осаждаемого покрытия осуществлялось при 
ускоряющем напряжении между источником и мишенью, равном 20 кВ. Плотность ионного тока 
составляла ∼6−20 мкА/см2, а интегральный поток ассистирующих ионов (1−2) ⋅ 1017 ион/см2. В ра-
бочей камере в процессе осаждения покрытий поддерживался вакуум при давлении ~10−2 Па. 

Элементный состав и распределение элементов по глубине в сформированных на титане по-
крытиях изучались методом резерфордовского обратного рассеяния ионов гелия в сочетании с 
компьютерным моделированием. 

Исследования показали, что на поверхности титана формируется покрытие толщиной ∼25 нм, в 
состав которого входят атомы осаждаемого материала (2–8 ат. %), атомы технологической примеси 
кислорода (10–25 ат. %) и атомы титана из подложки. Установлено, что проникновение атомов ме-
талла и кислорода в титановую подложку происходит в результате радиационно-стимулированной 
диффузии, а атомов титана в покрытие – вследствие встречной диффузии. На процессы формирова-
ния покрытия влияет также распыление поверхности формируемой структуры. 

Ключевые слова: ионно-ассистируемое осаждение, титан, металлсодержащие пленки, 
хром, медь, молибден, вольфрам.  

 
V. V. Tul’ev 

Belarusian State Technological University 

STUDY OF THE SURFACE OF METAL – TITANIUM STRUCTURES  
OBTAINED BY THE ION-BEAM ASSISTED DEPOSITION 

OF METAL-CONTAINING COATING 

Thin films on the basis of metals (Cr, Cu, Mo, W) were applied on titanium substrates using the 
method of the ion-assisted deposition in vacuum. This method allows to deposit the coating on the sur-
face of the sample and simultaneously irradiate it with accelerated ions. The vacuum ion-arc plasma 
source of metals was used as implementation method. The source simultaneously generates positive 
ions and a neutral fraction from the material of the electrodes. 

Ion-assisted deposits were prepared using 20 kV accelerating voltage between sources and target. 
The density of ionic current at the deposition of the covering has changed in the range of 6 to 
20 μA/cm2, and the ion flow has changed in the range of 1 ⋅ 1017 to 2 ⋅ 1017 cm–2. The deposition of the 
covering has occurred in a vacuum at a pressure of ~10–2 Pa in the working chamber. 

Rutherford back scattering and computer simulation RUMP code were applied to investigate the 
composition of the modified titanium surface. 

The research showed that the superficial structure is formed on titanium, ~ 25 nm thick. The cover-
ing composition includes atoms of the deposited metal (2–8 at. %), atoms of technological impurity of 
oxygen (10–25 at. %), atoms of titanium from the substrate. It has been determined that the penetration 
of metal and oxygen atoms into the interior of the sample occurs as a result of radiation-stimulated dif-
fusion of titanium atoms due to interdiffusion. The formation of the coating is affected by the sputtering 
of the surface of the formed structure. 

Key words: ion-beam assisted deposition, titanium, metal-containing films, chrome, copper,  
molybdenum, tungsten. 

 
Введение. Ионно-лучевые методы нанесе-

ния покрытий являются перспективными мето-
дами модифицирования состава и свойств по-

верхности материалов и изделий [1, 2]. Одним 
из таких методов является метод ионно-
ассистируемого осаждения покрытий в вакууме. 
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Он позволяет при осаждении металлсодержа-
щей пленки облучать поверхность формируе-
мой структуры ускоренными ионами. При та-
ком нанесении покрытий происходит переме-
шивание атомов поверхностного слоя мишени с 
атомами осаждаемого покрытия, в результате 
чего формируется покрытие с высокой степе-
нью адгезии к подложке [1–3]. 

В процессе осаждения покрытия в поверх-
ностных слоях подложки происходит измене-
ние композиционного состава и структурно-
фазового состояния, что может приводить к из-
менению механических и коррозионных 
свойств ее поверхности [1, 2, 4].  

Основная часть. В качестве материала 
подложки использовался титан. Ионно-
ассистируемое осаждение металлсодержащих 
(Me = Cr, Cu, Mo, W) покрытий осуществлялось 
при ускоряющем напряжении U = 20 кВ и 
плотности ионного тока ∼6–20 мкА/см2. Инте-
гральный поток ассистирующих ионов состав-
лял (1–2) ⋅ 1017 ион/см2. В рабочей камере в 
процессе осаждения покрытия поддерживался 
вакуум при давлении ~10−2 Па.  

Изучение элементного состава сформиро-
ванных структур методом резерфордовского 
обратного рассеяния (РОР) ионов гелия прово-
дился при следующих параметрах: энергия ио-
нов гелия Е0 = 2,0 МэВ, угол рассеяния  
θ = 165°, угол влёта θ1 = 0° и угол вылета рас-
сеянных ионов θ2 = 15°. Относительная по-
грешность при определении слоевого содержа-
ния рассеивающих атомов составляла ∼5%.  

На основе метода РОР был определен ком-
позиционный состав покрытий, рассчитаны 
слоевые концентрации элементов покрытия. 
Распределение элементов по глубине в анали-
зируемом приповерхностном слое строилось на 
основе данных РОР с использованием компью-
терного моделирования [5]. 

Среднее зарядовое число Q* в ионном пучке 
рассчитывалось по эмпирической формуле, 
приведенной в работе [6]. Так же по среднему 
зарядовому числу определялась средняя энер-
гия Ei ассистирующих ионов, величина которой 
была использована в программе TRIM для рас-
чета среднего проективного пробега Rp, страг-
глинга пробега ΔRp ионов Cr+, Cu+, Mo+, W+ в 
титане и коэффициентов распыления титана STi 
и металла SМe соответствующими ионами. Рас-
считанные данные представлены в табл. 1. 

Спектры РОР ионов гелия от образца из ти-
тана до и после ионно-ассистируемого осажде-
ния покрытий на основе Cr, Cu, Mo, W представ-
лены на рис. 1. 

На спектре РОР для образца с покрытием на 
основе хрома (рис. 1) наблюдается сдвиг сигна-
ла от атомов подложки (титана) в сторону 

меньших номеров каналов. Такой эффект сви-
детельствует о появлении тонкой пленки на по-
верхности образца. Сдвиг сигнала составляет 
∼5 каналов, что соответствует толщине покры-
тия ∼20–25 нм. Для покрытий на основе Cu, Mo 
и W такого сдвига не наблюдается. Причиной 
этого эффекта, по нашему мнению, является 
процесс распыления поверхности формируемой 
структуры, возникающий при облучении асси-
стирующими ионами. Этот факт подтверждает-
ся значениями коэффициентов распыления, 
рассчитанными для ионов Cr+, Cu+, Mo+, W+ 
(табл. 1). Для ионов Cu+, Mo+, W+ коэффициен-
ты распыления атомов того же материала, что и 
сами ионы, превышает коэффициент распыле-
ния для Cr+ в 2–2,5 раза.  

 
Таблица 1 

Рассчитанные данные Q*, Ei, Rp ± ΔRp, STi, SМe  
для ионов Cr+, Сu+, Mo+, W+  

Показатели
Ионы 

Cr+ Cu+ Мо+ W+

Q* 1,71 1,70 2,55 2,81 
Ei, кэВ 34 34 51 56
Rp ± ΔRp, нм 24 ± 11 21 ± 10 23 ± 10  20 ± 6
STi, ат./ион 1,7 1,9 2,4 3,1 
SМe, ат./ион 4,3 10,5 7,9 8,9

 

 
Рис. 1. Спектры РОР ионов гелия от образца  
из титана до и после осаждения покрытий 

 
На всех экспериментальных спектрах РОР 

(рис. 1) наблюдается сигнал от атомов кисло-
рода, что указывает на наличие в покрытии 
технологической примеси кислорода. Источни-
ком кислорода в осажденных покрытиях явля-
ются остаточные газы в вакуумной камере  
[1, 4]. Сигнала от атомов углерода не наблюда-
ется, что свидетельствует о содержании незна-
чительного количества углерода, меньшего чем 
чувствительность метода.  
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На основе данных экспериментальных спек-
тров РОР с применением компьютерного моде-
лирования были построены профили распределе-
ния элементов покрытия по глубине (рис. 2–3).  
 

 
Рис. 2. Концентрационные профили распределения 
элементов по глубине в титане после осаждения  

покрытия на основе хрома 
 

 
Рис. 3. Концентрационные профили распределения 
элементов по глубине в титане после осаждения  

покрытия на основе хрома 
 

Моделирование спектров РОР показало, что 
на поверхности титана формируется покрытие 
толщиной ∼25 нм, в состав которого входят 
атомы титана из подложки, атомы осажденного 
металла, а также атомы технологической при-
меси кислорода. 

Проникновение атомов осаждаемого металла 
и кислорода в глубь образца превышает средний 
проективный пробег с учетом страгглинга пробе-
га ассистирующих ионов (табл. 1). Причиной 
проникновения этих элементов в глубь образца 

является радиационно-стимулированная диффу-
зия, а причиной проникновения атомов титана в 
покрытие – встречная диффузия. 

На основе данных, полученных из спектров 
РОР от образцов с осажденным покрытием, 
были рассчитаны слоевые концентрации эле-
ментов сформированного покрытия. Данные 
представлены в табл. 2. 
 

Таблица 2 
Слоевые концентрации элементов  

в покрытиях, сформированных на Ti 

Образец 
Слоевые концентрации ×1017, 

ат./см2 
Me O Ti 

Ti – 0,4 9,2 
Cr/Ti 0,4 3,2 9,0 
Cu/Ti 0,8 1,2 8,8 
Mo/Ti 0,4 1,2 8,4 
W/Ti 0,2 1,9 8,3 

 
Из представленных данных следует, что в 

приповерхностных слоях сформированных 
структур содержится ∼10–25 ат. % кислорода и 
∼2–8 ат. % осажденного металла. Набольшее ко-
личество технологической примеси кислорода 
наблюдается для хромсодержащего покрытия. 

Заключение. Исследования методом ре-
зерфордовского обратного рассеяния ионов ге-
лия в сочетании с компьютерным моделирова-
нием показали, что при нанесении покрытия на 
основе Cr, Cu, Mo, W на титан методом ионно-
ассистируемого осаждения при ускоряющей 
разности потенциалов 20 кВ и c интегральными 
потоками (1–2) ⋅ 1017 ион/cм2 формируются 
тонкопленочные структуры толщиной  ∼25 нм, 
содержащие атомы осаждаемого металла (Cr, 
Cu, Mo, W), атомы технологической примеси 
кислорода, атомы титана из подложки.  

Определено, что в состав покрытия входят 
атомы осаждаемого материала (2−8 ат. %), ато-
мы технологических примесей кислорода 
(10−25 ат. %) и атомы титана из подложки. 
Наибольшее количество примеси кислорода 
наблюдается для хромсодержащего покрытия. 

Установлено, что проникновение атомов оса-
ждаемого металла и кислорода в глубь образца 
происходит вследствие радиационно-стимулиро-
ванной диффузии, а атомов титана в покрытие – в 
результате встречной диффузии. На процессы 
формирования покрытия влияет распыление по-
верхности формируемой структуры. 
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В. И. Никитенок1, С. С. Ветохин2, А. М. Бахарь1, Е. В. Терешко2 
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МЕТОДИКА РАСЧЕТА РАБОЧИХ ХАРАКТЕРИСТИК АДАПТИВНОГО 
ОБНАРУЖИТЕЛЯ СЛАБЫХ ОПТИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ 

Рассматривается обнаружение слабых оптических сигналов, когда на выходе фотоприемни-
ка наблюдается последовательность импульсов, распределенных по закону Пуассона, другими 
словами, стационарный или простейший пуассоновский поток, представляющий собой либо 
чистый шум, либо смесь полезного сигнала с шумом. С опорой на элементы теории статистиче-
ских решений разработана методика получения рабочих характеристик адаптивного обнаружи-
теля. В модели для стабилизации вероятности ложной тревоги используют подстройку порога 
обнаружения с учетом характеристик классифицированной обучающей выборки. В качестве по-
следней принят «шумовой» пуассоновский поток. 

Ключевые слова: слабый оптический сигнал, фотоприемник, адаптивный обнаружитель, 
вероятность ложной тревоги, вероятность правильного обнаружения. 
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Введение. При обнаружении слабых опти-

ческих сигналов на выходе фотоприемника 
имеется простейший пуассоновский поток 
(ППП) с интенсивностью λ0 (прием чистого 
шума) или λ1 = λс  + λ0  (прием смеси сигнала с 
шумом) [1, 2, 3]. Известно, что в этом случае 
оптимальное по критерию Неймана – Пирсона 
принятие решений на обнаружение состоит в 
сравнении числа принимаемых импульсов за 
фиксированное время с порогом обнаружения, 
зависящим от задаваемой вероятности ложной 
тревоги и интенсивности потока шума [1, 2, 3].  

Если в качестве входных воздействий рас-
сматривать последовательность временных ин-
тервалов между соседними импульсами ППП, 
которые распределены экспоненциально [1–4], 
то оптимальное обнаружение включает их 
суммирование при фиксированном числе им-
пульсов и сравнение с порогом решения, зави-
сящим как от задаваемой вероятности ложной 
тревоги, так и от величины λ0 [4]. Очевидно, 
что оба алгоритма обнаружения статистически 
эквивалентны. Оперирование с непрерывными 

случайными величинами облегчает последую-
щий анализ, не сужая общности решаемой про-
блемы, которая состоит в том, что рабочие  
характеристики оптимального обнаружителя 
слабых оптических сигналов получены при ус-
ловии точно известного параметра экспоненци-
ального распределения. Однако на практике 
такой случай является исключением из прави-
ла. В этих условиях, как показано в публикации 
[5], реальные характеристики обнаружения мо-
гут существенно отличаться от рассчитанных, 
так как параметр экспоненциального распреде-
ления при наличии чистого шума может уйти 
от нашего контроля, и порог обнаружения оп-
ределяется неверно. Как отмечалось, в данном 
случае имеет место априорная неопределен-
ность относительно параметра экспоненциаль-
ного распределения.  

Обратимся к двум известным принципам 
преодоления априорной неопределенности. Один 
и них состоит в разработке адаптивных алгорит-
мов, другой – в применении непараметрических, 
в том числе ранговых, алгоритмов. В настоящей 



72 Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà ðàáî÷èõ õàðàêòåðèñòèê àäàïòèâíîãî îáíàðóæèòåëÿ ñëàáûõ îïòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2018 

статье рассматривается пример применения адап-
тивного алгоритма обнаружения слабых оптиче-
ских сигналов с применением методов обучения. 
В ней дополняются и уточняются результаты, 
представленные в работе [6]. В случае парамет-
рической априорной неопределенности эти мето-
ды базируются на теории статистических реше-
ний с использованием классифицированной обу-
чающей выборки [4]. Вид функции распределе-
ния известен (экспоненциальный) и в течение 
периода обучения, который должен предшество-
вать моменту принятия решения на обнаружение, 
надо на основании наблюдений сформировать 
оценку неизвестного параметра λ0. Эта оценка 
используется затем для вычисления порога обна-
ружения вместо неизвестного истинного значе-
ния λ0 интенсивности ППП при приеме чистого 
шума. Подчеркнем, должна быть твердая уверен-
ность именно в этом: оценка действительно вы-
рабатывается по чистому шуму. Имеет место так 
называемое обучение с учителем. В ходе обуче-
ния в данном случае происходит изменение па-
раметра алгоритма обучения с целью приближе-
ния его к оптимальному алгоритму с точки зре-
ния задаваемого критерия качества. Подобные 
устройства принято называть адаптивными (или 
самоорганизующимися) [4]. Обратим внимание, 
что применение методов обучения приводит к 
системам с характеристиками, близкими к опти-
мальным с известными параметрами. 

Основная часть. Как отмечалось, в адап-
тивном обнаружителе в целях определения оп-
тимального значения порога обнаружения для 
оценки интенсивности шума λ0 используется 
классифицированный обучающий ППП им-
пульсов (обучающая выборка), соответствую-
щий приему чистого шума.  

Для удобства расчетов перейдем к величи-
не 0ϑ , обратной λ0: 

 0 01/ λ .ϑ =  (1) 

Тогда экспоненциальное распределение 
последовательности временных интервалов 
между соседними импульсами ППП при прие-
ме чистого шума имеет вид (плотность вероят-
ности случайной величины) [4]: 

 
0/

0 0( ) 1 / , 0, 0.tf t e t− ϑ= ϑ > ϑ >  (2) 

Среднее значение такой случайной величи-
ны равно 0ϑ , а ее дисперсия 2

0ϑ . Эффективной 
несмещенной оценкой параметра 0ϑ  экспонен-
циального распределения (1) является выбо-
рочное среднее:  

 
0

0 0 1
1 / ,

m
ii

m t=ϑ = 


 
(3) 

где m0 – объем классифицированной обучаю-
щей выборки, по которой проводится оценка 
параметра ϑ . 

Как известно [4], дисперсия выборочного 
среднего всегда (при независимых элементах 
выборки размера m0) в m0 раз меньше диспер-
сии исходного распределения: 

 
2

0 0 0{ } / ,V mϑ = ϑ


 (4) 

а математическое ожидание 

 0 0{ } .E ϑ = ϑ


 (5) 

При m0 >> 1 распределение оценки (3) при-
ближается к гауссову с параметрами (4) и (5): 

0 0

2
0 0 0

0 0

( ) 1 / 2 { }

exp{ ( { }) / (2 { })}

0,5 / /

f V

E V

m

ϑ = π ϑ ×

× − ϑ − ϑ ϑ =

= π ϑ ×

 

  
 

 
2 2

0 0 0 0exp{ ( ) / (2 / )}.m× − ϑ − ϑ ϑ


  (6) 

Поскольку точность оценки параметра ϑ  
зависит от объема обучающей последователь-
ности m0, то и показатели качества адаптивного 
обнаружителя являются функциями этой вели-
чины. Поэтому вероятности правильного обна-
ружения и ложной тревоги адаптивного обна-
ружителя (Dа, Fа) вычисляют усреднением этих 
показателей для оптимального обнаружителя 
(D, F) по неизвестному параметру, получаемо-
му путем оценивания. 

Таким образом, уравнение рабочей характе-
ристики адаптивного обнаружителя с учетом вы-
ражений (4)–(6) и (8) из [5] можно записать в виде 

0 0 0( , ; / ) ( )dа cD D m F f
∞

−∞
= ϑ ϑ ϑ ϑ =

  
 

( )1
0 0/ (1 / ) (1 )c cm F

∞ −
−∞

= Φ ϑ ϑ − + ϑ ϑ Φ − ×
 

 

0 00,5 / /m× π ϑ ×  

 
2 2

0 0 0 0 0exp{ ( ) / (2 / )}d ,m× − ϑ − ϑ ϑ ϑ
 

 (7) 

где 
2 /2( ) 1 / (2 ) d

x tx e t−
−∞

Φ = π   – интеграл вероят-

ности, Ф–1(x) – функция, обратная интегралу 
вероятности,

 
1 / λ .с сϑ =  

Вычислить уравнение (7) аналитически в 
простой форме не удается. Поэтому воспользуемся 
известной аппроксимацией интеграла вероятности 
(ошибка аппроксимации составляет 5%) [7]: 

 
2( ) 1 exp{ ( ) },x а b d xΦ ≅ − − +  (8) 

при x = 0–5,5 и 1 – Ф(x) = 80,5 10 ,−⋅  
где a = 0,65, b = 0,443, d = 0,75. 

Остановимся более подробно на использо-
вании приближения интеграла вероятности (8). 

Из уравнения (8) следует, что его можно 
использовать для нахождения вероятности пра-
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вильного обнаружения, значение которой пре-
вышает 0,5: 

( )DD x= Φ ≅  

 
21 exp{ ( ) },Dа b d x≅ − − + D > 0,5, (9) 

где нижний индекс у x «привязывает» его к ис-
комому показателю качества обнаружения.  
В данном случае это вероятность правильного 
обнаружения.  

Очевидно, что если D < 0,5, то вероятность 
правильного обнаружения надо вычислять через 
вероятность пропуска 1 – D, которая больше 0,5, 
и при выполнении условий в формуле (8): 

11 ( )DD x −− = Φ ≅
 

 
2

11 exp{ ( ) },Dа b d x −≅ − − +  (10) 

откуда  

 
2

1exp{ ( ) },DD а b d x −≅ − +  при D < 0,5. (11) 

Вероятность ложной тревоги F может на-
ходиться в пределах 10–2–10–8. При этом усло-
вия в формуле (8) не выполняются. Поэтому F 
найдем через вероятность правильного необна-
ружения 1 – F: 

11 ( )FF x −− = Φ ≅
 

 
2

11 exp{ ( ) },Fа b d x −≅ − − +  (12) 

откуда  

 
2

1 11 ( ) exp{ ( ) },F FF x а b d x− −= − Φ ≅ − +   (13) 

1 1
1 1( ( )) (1 )F Fx x F− −
− −= Φ Φ = Φ − =  

 1/ ln( / ) .b a F d= −
 (14) 

Вероятность правильного обнаружения D в 
уравнении (7) с учетом формул (9) и (14) равна  

0 0( , ; / ) ( /c cD m F mϑ ϑ = Φ ϑ ϑ −
 

1
0(1 / ) (1 ))c F−− + ϑ ϑ Φ − ≅


 

1 exp{ (2 1/ ln( / )а b d b a F≅ − − − +  

 
2

0( / )( 1/ ln( / ) )) }.c m b a F d+ ϑ ϑ − +


 (15) 

Подставим выражение (15) в (7): 

{1 exp{ (2 1 / ln( / )аD а b d b a F
∞

−∞
= − − − +

2
0( / )( 1/ ln( / ) )) }}c m b a F d+ ϑ ϑ − + ×


 

0 00,5 / /m× π ϑ ×
2 2

0 0 0 0 0exp{ ( ) / (2 / )}dm× − ϑ − ϑ ϑ ϑ =
 

0 01 0,5 / /а m= − π ϑ ×

exp{ (2 1/ ln( / )b d b a F
∞

−∞
× − − +  

2
0( / )( 1/ ln( / ) )) }c m b a F d+ ϑ ϑ − + ×


 

 
2 2

0 0 0 0 0exp{ ( ) / (2 / )}d .m× − ϑ − ϑ ϑ ϑ
 

 (16) 

Выражение (16) можно привести к виду 

2 2
0 0 01 0,5 / / exp{ }аD а m bL M= − π ϑ − − ϑ ×  

 
2 2

0 0 0
ˆexp{ }d ,p q

∞

−∞
× − ϑ + ϑ ϑ

 
 

(17) 

где 
2

0 02 1/ ln( / ), 0,5 / ;L d b a F M m= − = ϑ
2 2

02( ), ;q M bLK p bK M= ϑ − = +
 

(1/ )( 1/ ln( / ) ).cK m b a F d= ϑ − +  

Для вычисления формулы (17) воспользу-
емся табличным интегралом [8]: 

2 2exp{ }dp x qx x
∞

−∞
− ± =  

 
2 2/ exp{ / (4 )}.p q p= π  (18) 

С учетом (18) выражение (17) приводится к 
виду 

0 01 0,5 / /аD а m= − π ϑ ×  
2 2 2

0exp{ } /bL M bK M× − − ϑ π + ×  

 
2 2

0exp{(2( )) / (4( ))}.M bLK bK M× ϑ − +  (19) 

После преобразований формулы (19) имеем 

21 (1 2 (аD а bg d m≅ − + + −  
2 0,5

01/ ln( / )) / )b a F m −− ×  

exp{ ( (2 )b d g g m× − + + −  
2 2(1 ) 1/ ln( / )) / (1 2g b a F bg− + + ×  

 
2

0( 1/ ln( / )) / )},d m b a F m× + −   (20) 

при Dа > 0,5. 
Проведем проверку правильности полу-

ченного выражения. Положим, m0 → ∞, и из 
уравнения (20) получим  

0
lim 1 exp{ ( (2 )m аD b d g→∞ ≅ − − + +  

 
2(1 ) 1/ ln( / )) } .g m g b a F D+ − + ≅   (21) 

Замечаем, что формула (21) представляет 
собой рабочую характеристику оптимального 
обнаружителя с точно известными параметра-
ми [5]. Это подтверждает правильность выпол-
ненных преобразований. 

Обратим внимание на то, что в известных 
авторам работах условную вероятность ложной 
тревоги адаптивного обнаружителя не рассмат-
ривают. Однако ее анализ приводит к интерес-
ным для практики результатам. Как отмечалось, 
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вероятность ложной тревоги адаптивного обна-
ружителя можно получить, усредняя по неиз-
вестному параметру выражение для вероятности 
ложной тревоги оптимального обнаружителя: 

0 0 0 0( , ; / ) ( / (aF m F mϑ ϑ = Φ ϑ ϑ −
 

 
1(1 )) ).F m−− Φ − −  

Далее для использования аппроксимации 
интеграла вероятности перейдем к вероятности 
правильного необнаружения: 

пр.н 0 0 0 0( , ; / ) 1 ( , ; / )aD m F F m Fϑ ϑ = − ϑ ϑ =
 

 
1

0 01 ( / ( (1 )))m m F−= − Φ − ϑ ϑ −Φ − =


 
1

0 0( / ( (1 )) )m F m−= Φ ϑ ϑ −Φ − − =


 

0 0( /m= Φ + ϑ ϑ ×


 

 ( 1/ ln( / ) )).b a F d m× − −  (22) 

Вероятность правильного необнаружения 
адаптивного обнаружителя получаем, усредняя 
выражение (22) по неизвестному параметру 

пр.н.а пр.н 0 0 0 0( , ; / ) ( )dD D m F f
∞

−∞
≅ ϑ ϑ ϑ ϑ =

  
 

0 0( / ( 1 / ln( / )m b a F d
∞

−∞
= Φ + ϑ ϑ − −


 

0 0)) 0,5 / /m m− π ϑ ×  

 
2 2

0 0 0 0 0exp{ ( ) / (2 / )}d .m× − ϑ − ϑ ϑ ϑ
 

 (23) 

Проводя преобразования уравнения (23), 
аналогичные получению вероятности правиль-
ного обнаружения, получаем 

пр.н.а 1 (1 2 ( 1 / ln( / )D а b b a F≅ − + −
2 0,5

0) / )d m m −− − ×  

exp{ ln( / ) / (1a F× − +  

 
2

02 ( 1/ ln( / ) ) / )},b b a F d m m+ − −   (24) 

откуда  

пр.н.а1 (1 2 ( 1 / ln( / )аF D a b b a F= − ≅ + −  
2 0,5

0) / ) exp{ ln( / ) / (1d m m a F−− − × − +  

 
2

02 ( 1/ ln( / ) ) / )}.b b a F d m m+ − −   (25) 

В формуле (25) значения m должны выби-
раться не произвольно, а, как и в публика-
ции [5], с учетом обеспечения заданных D и F 
при располагаемом :g  

 
1 1 2(( ( ) (1 ) (1 )) / ) .m D g F g− −= Φ + + Φ −  (26) 

При m0 → ∞ из выражения (27) получаем 

 0
lim exp{ ln( / )} .m аF a a F F→∞ ≅ − ≅

   
(27) 

Логарифмируя выражение (27), имеем ln(Fa / а) ≈ 
≈ –ln(а / F) и Fa ≈ F, что подтверждает правиль-
ность выполненных преобразований. 

Заключение. Итак, в адаптивном обнару-
жителе для стабилизации условной вероятно-
сти ложной тревоги осуществляется подстрой-
ка порога обнаружения по классифицирован-
ной обучающей выборке, которой является 
«шумовой» ППП.  

Представленная методика расчета рабо-
чих характеристик адаптивного обнаружите-
ля слабых оптических сигналов позволила 
получить сравнительно простые выражения 
для условных вероятностей правильного об-
наружения и ложной тревоги. Они в даль-
нейшем могут быть применены различными 
пользователями для конкретного анализа ра-
боты адаптивных обнаружителей слабых оп-
тических сигналов, сравнения их с опти-
мальными. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕРМОНАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ  
СВЕТОПРОЗРАЧНОЙ КОНСТРУКЦИИ ПРИ ОГНЕВОМ ВОЗДЕЙСТВИИ 

Рассматриваются вопросы, связанные с анализом термонапряженного состояния ограничен-
ной стеклянной панели с учетом температурной зависимости теплофизических свойств стекла, 
воздуха и дымовых газов, конструктивных особенностей светопрозрачной конструкции и нели-
нейного характера изменения температуры окружающей среды при огневом воздействии. 

Ключевые слова: светопрозрачная конструкция, тепловое воздействие, термическое на-
пряжение. 

 
A. S. Dmitrichenko1, S. V. Zditovetskaya1, S. Yu. Yanovskiy2, K. D. Kerimov2 

1Belarusian State Technological University 
2University of Civil Protection of the Ministry for Emergency Situations  

of the Republic of Belarus 

STUDY OF THE THERMAL STRESS STAЕE  
OF GLAZING ASSEMBLY INDUSED BY FIRE 

The paper examines the issues related to the analysis of thermal stresses in the limited glass panel 
taking into account the temperature dependence of thermophysical properties of glass, air and combus-
tion gases, design features of a translucent structure and the nonlinear nature of the ambient temperature 
chance when exposed to fire. 

Key words: translucent structure, thermal influence, thermal tension. 
 

Введение. В настоящее время одной из 
главных тенденций современной архитектуры 
является широкое использование светопро-
зрачных конструкций (СПК) из стекла, которые 
делают современные здания более интересны-
ми и привлекательными. Основным препятст-
вием для распространения данных технологий 
в строительстве является отсутствие в норма-
тивных документах методик, позволяющих 
рассчитывать термические напряжения, возни-
кающие за счет неравномерности нагрева при 
пожаре [1]. Актуальной задачей является раз-
работка научно-обоснованного метода расчета 
термических напряжений в современных СПК. 

При огневом воздействии на оконную па-
нель ее открытая часть нагревается, а темпера-
тура закрытой рамой части остается почти неиз-
менной. Часть панели, которая закрыта рамой, 
испытывает напряжение за счет неравномерно-
сти прогрева по площади листа, что приводит к 
образованию в ней трещин и разрушению. Для 
определения термонапряженного состояния 
стеклянной панели необходимо решить задачу о 
распределении температуры и напряжений в 
ограниченной стеклянной пластине в условиях 
огневого воздействия на ее поверхность. 

Основная часть. Рассмотрим задачу о рас-
пределении температуры в стеклянной панели, 

заключенной в раму шириной d. Начало коор-
динат разместим в центре панели на краю рамы 
и направим ось z вдоль кромки рамы, ось y пер-
пендикулярно кромке рамы по направлению к 
центру панели (высота панели равна 2H), ось x 
направлена перпендикулярно поверхности 
стеклянной панели толщиной L.  

 

 
Рис. 1. Стеклянная панель, заключенная в раму 
 
Для определения поля температуры в стек-

лянной пластине необходимо решить диффе-
ренциальное уравнение теплопроводности [2]: 

( ) ( ) ( ) +








∂
∂+

∂
∂λ=

∂
∂ρ

2

2

2

2 ,,,,,,

y

tyxT
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tyxT
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c  

      ( ) ( )e ;kxI t k y−+ η   ;0 Lx << – ,Hyd <<  (1) 
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где ρ – плотность, кг/м3; c – теплоемкость 
Дж/(кг·К); T(x, y, t) – температура, К; λ – коэф-
фициент теплопроводности, Вт/(м·К); x, y – 
пространственные координаты, м; t – время, с; 
I(t) – плотность лучистого потока, поступаю-
щего на поверхность пластины, (Вт/м2); k – ко-
эффициент поглощения, м–1; η(y) – единичная 
функция Хевисайда (η(y) = 0 при y < 0; η(y) = 1 
при y > 0). 

Начальное условие имеет вид 

( ) iTyxT =0,,  при ,0=t    (2) 

где Тi – начальная температура пластины, К. 
Краевые условия записаны в виде 

( ) ( ) ( )( )[ +−=
∂

∂λ− tyTtTh
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,,0

,,0
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где h1, h2 – коэффициенты конвективной тепло-
отдачи с поверхностей, Вт/(м2·К); Tc1(t), Tc2(t) – 
температура окружающей среды, К; εпр – при-
веденная степень черноты; σ – постоянная Сте-
фана – Больцмана (σ = 5,67 · 10–8 Вт/(м2·К4)); 
L  – толщина пластины, м.  

)111(

1

пcр
пр −ε+ε

=ε
//

,    (6) 

где εср, εп – степень черноты среды и поверхно-
сти стекла соответственно. 

Коэффициент конвективного теплообмена 
от среды, нагреваемой пожаром h2(T(L, t), 
Tc2(t)), меняется с изменением температуры 
дымовых газов и температуры обогреваемой 
поверхности пластины, коэффициент конвек-
тивного теплообмена между необогреваемой 
поверхностью пластины и окружающим возду-
хом h1(T(0, t), Tc1) меняется с ростом темпера-
туры необогреваемой поверхности.  

Средний коэффициент теплоотдачи для 
вертикальной поверхности высотой Н с учетом 
ламинарного и турбулентного режимов в ши-
роком диапазоне изменения параметров 
(Pr = 0,022–7640, RaН = 10–4–1015) можно опре-
делить из выражений [3]: 

 ср,в в ср,г г
1 2

Nu Nu
; ,h h

Н Н

λ λ
= =  (7) 

где Nuср – критерий Нуссельта; λ – коэффици-
ент теплопроводности, Вт/(м·К); Н – высота 
стеклянной панели, м. Индексы: в – воздух; г –
дымовые газы. 

( )

1/6
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где Ra – критерий Релея; Pr – критерий Пран-
дтля. 

( )
2
в

3
п

в,Gr
ν
−β

= ∞ HTTg t
H ; 

(9) 
( )

2
г

3
п

г,Gr
ν
−β= ∞ HTTg t

H , 

где Gr – критерий Грасгофа; g – ускорение си-
лы тяжести, м/с2; βt = 1/Т – термический коэф-
фициент объемного расширения, К–1; Т∞ – тем-
пература окружающей среды, °С; Тп – темпера-
тура поверхности стеклянной панели, ºС; ν – 
коэффициент кинематической вязкости, м2/с. 

в

в
вPr

а

ν= ; 
г

г
гPr

а

ν= ,  (10) 

где а – коэффициент температуропроводности, 
м2/с. 

вв,в, PrGrRa HH = ; .HH гг,г, PrGrRa =   (11) 

Теплофизические и динамические парамет-
ры, входящие в формулы (4)–(10), берутся при 
температуре Tср: 

п
ср .

2

T T
T ∞ −=         (12) 

Свойства воздуха и дымовых газов при 
разных температурах, приведенные в таблицах 
[3], аппроксимированы полиномами второй 
степени: 

( ) −⋅⋅+=λ − ТT 3
в 108,120878,024280  

;10,9714322 28 T⋅⋅− −    (13) 

( ) +⋅⋅+⋅=ν −− TT 85
в 109,118545101,319498  

;108,279991 211 T⋅⋅+ −    (14) 

( ) +⋅⋅−= − TT 4
в 102,0405370,707193Pr  

;103,26627 27 T⋅⋅+ −   (15) 
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( ) −⋅⋅+=λ − TT 5
г 108,499151,0228540  

;109,64936 210 T⋅⋅− −   (16) 

( ) +⋅⋅+⋅=ν −− ТT 85
г 10,905910,106591  

;106,376374 211 T⋅⋅+ −   (17) 

( ) +⋅⋅−= − ТТ 4
г 10,880121,710220Pr  

.T 28105,594406 ⋅⋅+ −   (18) 

Теплофизические свойства образцов окон-
ного стекла исследовались в интервале темпе-
ратур 25–500°С на приборе LFA 457 MicroFlash 
фирмы NETZSCH [4] методом лазерной 
вспышки [5]. 

Зависимость коэффициента теплопроводно-
сти и коэффициента температуропроводности 
оконного стекла от температуры может быть 
аппроксимирована полиномами второй степени: 

−⋅⋅+=λ − T3101,541745,7188990  

;101,39502 26 T⋅⋅− −    (19) 

+⋅⋅+⋅= −− Tа 107 104,179546104,378452  

.T 210105,629294 ⋅⋅+ −   (20) 

Среднеобъемную температуру помещения 
при огневом воздействии Тс2(t) зададим при 
помощи стандартной кривой пожара [6]: 

( ) ( ) ,10,1383lg345 0п TttT ++=           (21) 

где Tп(t) – температура огневого воздействия, 
°C; t – время воздействия, c; T0 – начальная 
температура огневого воздействия, °C. 

Распределение напряжений σzz, Н/м2 в стек-
ле в области d y H− < <  можно определить из 
выражения [2]: 

( ) ( ) ( ) 
−

−
+
β=σ

H

d

L

zz dxdytyxT
dHL

E
ty

0

,,,  

( )
β−

L

dxtyxT
L

E

0

,,,    (22) 

где E – модуль Юнга, Н/м2; β – коэффициент 
линейного теплового расширения стекла, K–1. 

Для расчета распределения температуры в 
стеклянной панели с учетом температурной 
зависимости теплофизических характеристик 
стекла, воздуха, дымовых газов и нелинейного 
характера изменения температуры окружаю-
щей среды в процессе пожара задачи (4)–(21) 
были решены методом конечных элементов с 
использованием пакета FlexPDE [7]. 

На рис. 2 показаны профили температуры 
на обогреваемой стороне панели при разных 
интенсивностях падающего на нее теплового 
излучения. При этом принимались коэффици-
ент поглощения k = 50 см–1, половина ширины 
панели 0,9 м, толщина панели 6 мм, ширина 
затенения 18 мм. 
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Рис. 2. Распределение температуры  
по обогреваемой поверхности стеклянной  

панели в момент времени t = 180 c: 
1 – I = 15 кВт/м2; 2 – I = 10 кВт/м2; 3 – I = 5 кВт/м2 

 
На приведенных зависимостях показано, 

что температура в области, затененной рамой, 
остается близкой к начальному значению, а 
затем быстро возрастает по направлению к 
центру панели. Чем выше интенсивность теп-
лового излучения, тем выше температура па-
нели. 

По определенному температурному профи-
лю по формуле (22) были рассчитаны термиче-
ские напряжения, возникающие за счет нерав-
номерности прогрева поверхности панели. 

На рис. 3 показано распределение напря-
жений в области панели, затененной рамой, и 
в открытой области. Видно, что наибольшие 
растягивающие напряжения возникают в об-
ласти панели, затененной рамой. При этом на-
пряжения тем больше, чем больше интенсив-
ность падающего теплового излучения. По на-
правлению к центру панели напряжения сни-
жаются и достигают небольших сжимающих 
значений. 

Время достижения критических напряже-
ний τb в панели, приводящих к ее разрушению, 
определяется из формулы (23): 

( ) ,, bbzz d σ=τ−σ   (23) 

где σb –  критические напряжения, приводящие 
к разрушению стекла. 
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Выражение (23) можно переписать в виде 

( ) ( ),
, ,zz b b

b k

d
T d T

E E

σ − τ σΔ − τ = = =
β β

      (24) 

где Tk – критическая температура перегрева 
центральной части панели относительно ее 
края, приводящая к возникновению критиче-
ских напряжений. 
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Рис. 3. Распределение напряжений  
в области, затененной рамой,  

и открытой области в момент времени t = 100 c: 
1 – I = 15 кВт/м2; 2 – I = 10 кВт/м2; 3 – I = 5 кВт/м2 

 
По формулам (23) и (24) были проведены 

расчеты времени достижения критических на-
пряжений τb в панели, приводящих к ее разру-
шению, при различной вариации параметров 
модели. 

На рис. 4 показана зависимость времени 
достижения критических напряжений τb в пане-
ли от интенсивности радиационного теплового 
потока I, поступающего на поверхность панели 
при разных длинах поглощения излучения 

.k/l 1=  Половина ширины панели равна 
H = 0,9 м, толщина панели 6 мм, ширина зате-
нения 18 мм. 

Как видно из приведенных зависимостей, 
время разрушения панели уменьшается с уве-
личением интенсивности радиационного теп-
лового потока и увеличивается с увеличением 
критических напряжений в панели. 

Зависимость времени достижения критиче-
ских напряжений τb в панели от ширины затене-
ния панели рамой d, мм, при разных длинах по-
глощения показана на рис. 5. Видно, что время 
разрушения панели уменьшается с увеличением 
ширины затенения и тем больше, чем больше 
длина поглощения и чем больше критическая 
температура (критическое напряжение).  

Увеличение времени τb с уменьшением 
ширины затенения объясняется тем, что рас-

тягивающие напряжения, возникающие в за-
тененной области, пропорциональны разно-
сти температур центральной зоны панели, 
подверженной излучению, и ее затененной 
части. Если ширину затененной части панели 
уменьшить, то за счет теплопроводности тем-
пература этой зоны повысится и уменьшится 
разность температур с центральной зоной, а 
значит, уменьшатся и напряжения. Поэтому 
центральная зона панели должна нагреться до 
больших значений, чтобы возникли критиче-
ские напряжения, то есть время разрушения 
увеличится. 
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Рис. 4. Зависимость времени достижения  

критических напряжений в панели 
от интенсивности падающего излучения 

при разных длинах поглощения: 
1 – l = 20 мм; 2 – l = 2 мм;  

3 – l = 0,2 мм 
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Рис. 5. Зависимость времени достижения  
критических напряжений в панели 

от ширины затенения панели 
при разных длинах поглощения: 

1 –  l = 20 мм; 2 – l = 10 мм; 
3 – l = 5 мм; 4 – l = 2 мм 
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На рис. 6 представлена  зависимость време-
ни τb от толщины панели при разной ширине 
затенения панели рамой. Критическая темпера-
тура 110°С при σb = 73 МПа, интенсивность 
падающего излучения 10 кВт/м2. 
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Рис. 6. Зависимость времени достижения  

критических напряжений в панели от ее толщины  
при разной ширине затенения панели: 

1 – d = 10 мм; 2 – d = 18 мм 

Из приведенных на рис. 5 данных следует, 
что с увеличением толщины панели время дос-
тижения критических напряжений, приводящих 
к ее разрушению, увеличивается, и тем больше, 
чем меньше ширина затенения.  

Заключение. Выполнены расчеты, связан-
ные с анализом термонапряженного состояния 
ограниченной стеклянной панели с учетом  
температурной зависимости теплофизических 
свойств стекла, воздуха и дымовых газов, кон-
структивных особенностей светопрозрачной 
конструкции и нелинейного характера измене-
ния температуры окружающей среды при огне-
вом воздействии. 

На основе разработанного с помощью паке-
та FlexPDE программного кода для расчета 
распределения температуры и напряжений в 
ограниченной стеклянной панели с учетом тем-
пературной зависимости теплофизических ха-
рактеристик стекла, воздуха и дымовых газов, 
конструктивных особенностей СПК и нелиней-
ного характера изменения температуры окру-
жающей среды в процессе пожара возможно 
оценивать время разрушения светопрозрачной 
конструкции при пожаре.  
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ИНФОРМАТИКА И ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ 
 
 
 
 

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ  
È ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ 

 
 
 
УДК 681.53 

Д. А. Гринюк, И. Г. Сухорукова, Н. М. Олиферович, И. О. Оробей 
Белорусский государственный технологический университет 

АНАЛИЗ ЭФФЕКТИВНОСТИ ПИД-РЕГУЛЯТОРОВ С ДВУМЯ СТЕПЕНЯМИ 
СВОБОДЫ С ПОМОЩЬЮ ИНТЕГРАЛЬНЫХ КРИТЕРИЕВ  

В статье рассматриваются различные варианты настройки ПИД-алгоритма для одновремен-
ного решения задачи компенсации отклонений по сигналам задания и возмущения. Исследованы 
различные варианты конструкции регуляторов с двумя степенями свободы (of the two-degree-of-
freedom structure, 2DoF). Для объекта управления с несколькими вариантами динамики произве-
ден анализ как известной структуры регулятора с двумя степенями свободы, так и собственный 
вариант. Также были разработаны и рассмотрены варианты построения нелинейного ПИД-
регулятора с двумя степенями свободы. В качестве основы настройки и последующего сравне-
ния линейных и нелинейных вариантов 2DoF-регуляторов использованы два варианта инте-
гральных критериев. Показано, что два варианта структур с двумя степенями свободы улучшают 
работу ПИД-регулятора, но не являются эквивалентными и не обеспечивают одновременной 
минимизации интегральных критериев возмущения и заданного значения. Сделан вывод, что 
при выборе структур для решения прикладных задач, следует обладать априорной информацией 
об амплитуде и интенсивности основных возмущений, которые будут воздействовать на объект 
управления. Среди использованных для комплексной настройки интегральных критериев моди-
фицированный интегральный критерий приводит к более приемлемому для технологических 
объектов переходному процессу. 

Обнаружено меньшее расхождение между работами двух нелинейных структур 2DoF. Для 
рассмотренных вариантов динамики объекта управления с точки зрения интегральных критери-
ев нелинейная структура лучше справлялась с подавлением возможных отклонений. 

Ключевые слова: ПИД-регулятор, регулятор с двумя степенями свободы, нелинейный ре-
гулятор, интегральные критерии настройки.  

 
D. A. Hryniuk, I. G. Suhorukova, N. M. Oliferovich, I. O. Orobei 

Belarusian State Technological University 

ANALYSIS OF THE EFFICIENCY OF PID CONTROLLER  
WITH TWO-DEGREE-OF-FREEDOM STRUCTURE WITH INTEGRATED CRITERIA 

The article considers various options for configuring the PID algorithm for simultaneous solution of 
the problem of compensation of deviations from the reference and disturbance signals. Different variants 
of the controller with two-degree-of-freedom structure (2DoF) are investigated. For a control object with 
several variants of dynamics, analysis of both the known structure of a controller with two degrees of 
freedom, so its own version, is performed. Also options for constructing a nonlinear PID controller with 
two degrees of freedom were developed and considered. Two variants of integral criteria are used as a ba-
sis for tuning and subsequent comparison of linear and nonlinear variants of 2DoF controllers. It is shown 
that two versions of structures with two degrees of freedom improve the operation of the PID controller, 
but are not equivalent and don’t provide simultaneous minimization of integral disturbance criteria and a 
given value. It is concluded that when choosing the structures for solving applied problems, it is necessary 
to have a priori information about the amplitude and intensity of the main disturbances that will affect the 
control object. Among the integral criteria used for complex turning, the modified integral criterion leads 
to a more transient process that is more acceptable for technological processes. 
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A smaller discrepancy is found between the work of two nonlinear 2DoF structures. For the con-
sidered variants of the dynamics of the control object, from the point of view of integral criteria, the 
nonlinear structure copes better with suppression of possible deviations. 

Key words: PID controller, controller with two-degree-of-freedom structure, non-linear PID, inte-
gral performance criteria. 

 
Введение. Качественная настройка про-

мышленных регуляторов способствует повы-
шению стабильности технологических пара-
метров и уменьшает энергозатраты на единицу 
продукции. Это обусловлено уменьшением пе-
реходных процессов и критических отклоне-
ний. Практика обучения специалистов теории 
управления, а также большинство учебной ли-
тературы используют наблюдение за переход-
ным процессом вследствие изменения сигнала 
задания для проверки качества регулирования. 
В то же время большинство систем стабилиза-
ции технологических параметров предназначе-
ны для подавления возмущений в процессе 
функционирования. Иногда возникают задачи, 
при которых система подвергается частым воз-
мущениям как со стороны канала возмущения, 
так и ввиду частого изменения сигнала задания. 

Основная часть. Одним из вариантов ре-
шения проблемы является использование two-
degree-of-freedom structure (2DoF) [1–7]. Суще-
ствует классический вариант реализации струк-
туры (рис. 1 [3]), но можно предложить и аль-
тернативный вариант. Несмотря на введение 
дополнительных коэффициентов a и b, задачу 
поиска настроек регулятора можно легко раз-
делить на два этапа: настройка основных коэф-
фициентов KP, TI и TD, а затем поиск дополни-
тельных коэффициентов a и b.  

 

 

Рис. 1. Классический вариант регулятора с двумя 
степенями свободы (КРДСС). 

SP – сигнал задания; YOUT – выход;  
KP – коэффициент усиления; TI – время 

интегрирования; TD – время дифференцирования;  
WA – передаточная функция исполнительного 

механизма; WS – передаточная функция 
измерительного преобразователя;  

WO – передаточная функция объекта; F – сигнал 
возмущения; s – оператор передаточной функции 

 

Рис. 2. Альтернативный вариант регулятора с двумя 
степенями свободы (АРДСС) 

 
В качестве критерия настройки, как отра-

жено в работе [8], легко можно использовать 
интегральные критерии [9]. В работе были ис-
пользованы два интегральных критерия на-
стройки. 

Первый критерий является классическим, в 
то же время второй обеспечивает компромис-
сный вариант между быстродействием, перере-
гулированием и запасом по устойчивости [9].  

 ( ) ;min
0

2 →
tf

dtte  (1) 

 ( ) .min
0

2 →
tf

dttet  (2) 

При настройке по информационному кана-
лу задания ошибка вычислялась как 

 ( ) .OUTYSPte −=  (3) 

При настройке по информационному кана-
лу возмущения ошибка соответствовала вы-
ходному значению 

 ( ) .OUTYte =  (4) 

Алгоритм настройки предполагает попере-
менное применение формул (3) и (4). Для 
структуры на рис. 1 сначала находятся на-
стройки KP, TI и TD по критерию с использова-
нием формулы (4), а затем по тому же крите-
рию уже с использованием выражения (3) рас-
считываются дополнительные коэффициенты a 
и b. В случае использования структуры на 
рис. 2 KP, TI и TD  определялись в соответствии 
с (3), а уже a и b по формуле (4).  
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Для исследования была выбрана система со 
следующими передаточными функциями: 

 ( ) ;
15

1

+
=

s
sWA  (5) 

 ( ) ;
110

1

+
=

s
sWS  (6) 

 ( ) ( )( ) ( )s
ss

sWO τ−
++

= exp
125115

1
. (7) 

Поскольку транспортное запаздывание вре-
мени τ существенно влияет на результат при-
менения интегральных критериев [8], методика 
настройки была проверена для нескольких зна-
чений τ = [0; 3; 7,5; 15]. 

Минимизация критериев производилась в 
Matlab. Время моделирования для каждого зна-
чения τ было свое, оно определялось предвари-
тельным экспериментом. При использовании 
критерия (1) время tf было в 1,5 раза больше, 
чем при использовании критерия (2), что явля-
лось следствием большей длительности про-
цесса затухания. 

Кроме линейных структур использовался и 
ПИД-регулятор с нелинейной характеристикой 
[8, 10].  

 ( ) ( ) 11ln)( −+=μ eesigne . (8) 

При этом нелинейное преобразование ис-
пользовалось только для интегральной и про-
порциональной составляющих регулятора (вто-
рой вариант нелинейного ПИД-регулятора на 
рис. 3). 

 

 

Рис. 3. Нелинейный альтернативный вариант 
регулятора с двумя степенями свободы  

 
Соотношения между настройками линей-

ного (LR) и нелинейного (NR) ПИД-регу-
ляторов по каналу возмущения f и задания SP 
можно видеть в табл. 1–2, где KP,SP, TI,SP, TD,SP – 
настройки, которые были найденные при ми-
нимизации интегральных критериев по каналу 
сигнала задания; KP,F, TI,F, TD,F – настройки, 

которые были найдены при минимизации ин-
тегральных критериев по каналу возмущения. 

 
Таблица 1  

Соотношения между параметрами регуляторов, 
которые найдены по критерию (1) 

Тип 
ПИД

Соотношение
параметров 

τ, с 

0 3 7,5 15 

LR 

KP,SP/KP,F 0,8615 0,8686 0,8690 0,8847
TI,SP/TI,F 16,4030 7,2977 4,4148 2,9489
TD,SP/TD,F 0,5319 0,6145 0,6391 0,6593

NR 

KP,SP/KP,F 0,9375 0,9188 0,9000 0,8647
TI,SP/TI,F 11,9070 6,1048 3,8248 2,6693
TD,SP/TD,F 0,5737 0,6377 0,6598 0,6812

 
Таблица 2  

Соотношения между параметрами регуляторов, 
которые найдены по критерию (2) 

Тип 
ПИД

Соотношение 
параметров 

τ, с 

0 3 7,5 15 

LR 

KP,SP/KP,F 0,3689 0,5342 0,4882 0,6394
TI,SP/TI,F 5,9179 3,4831 2,7151 1,9518
TD,SP/TD,F 0,3486 0,5221 0,4102 0,5660

NR 

KP,SP/KP,F 0,5797 0,7028 0,7083 0,7849
TI,SP/TI,F 4,8036 2,8595 2,3341 1,6585
TD,SP/TD,F 0,5107 0,6459 0,6205 0,7453

 
Табл. 3–7 получены путем деления значе-

ния интегрального критерия на минимальное 
значение интегрального критерия при данном 
запаздывании, где KIDSP – относительное 
значение интегрального критерия для настро-
ек классического ПИД-регулятора, найден-
ных при настройках по каналу задания; 
KIDF – относительное значение интегрально-
го критерия для настроек классического 
ПИД-регулятора, найденных при настройках 
по каналу возмущения.  

 
Таблица 3 

Относительный интегральный критерий 
по возмущению по критерию (1) 

Тип 
ПИД

Соотношение 
параметров 

τ, с 

0 3 7,5 15 

LR 

АРДСС 3,9087 2,4091 1,8054 1,4594
KIDSP 5,2363 2,8780 2,0339 1,5660
KIDF 1 1,0114 1,0192 1,0246

NR 

АРДСС 3,1277 1,9829 1,5357 1,2920
KIDSP 3,8849 2,3120 1,7251 1,4231
KIDF 1,0024 1 1 1 

u 

WS 

SP 

TD s 

1 
TI s 

b 

KP 

a 

μ(e) 

μ(e)
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Таблица 4 
Относительный интегральный критерий 

по заданию по критерию (1)  

Тип 
ПИД 

Соотношение 
параметров 

τ, с 
0 3 7,5 15 

LR 
КРДСС 2,4908 1,7292 1,4404 1,2781
KIDSP 1 1 1 1 
KIDF 2,9579 2,1497 1,7578 1,4768

NR 
КРДСС 2,4406 1,8364 1,4698 1,2759
KIDSP 1,0576 1,0601 1,0504 1,0503
KIDF 2,4936 1,9342 1,5796 1,3642

 
Таблица 5 

Относительный интегральный критерий 
по возмущению по критерию (2) 

Тип 
ПИД 

Соотношение 
параметров 

τ, с 
0 3 7,5 15 

LR 
АРДСС 10,986 5,9113 4,4847 2,7973
KIDSP 28,975 14,531 7,0241 4,1731
KIDF 1,0260 1,0375 1,0036 1,0563

NR 
АРДСС 7,7601 4,8329 3,2140 2,3835
KIDSP 27,575 12,215 5,8081 3,2652
KIDF 1 1 1 1 

 
Таблица 6  

Относительный интегральный критерий 
по заданию по критерию (2) 

Тип 
ПИД 

Критерий 
τ, с 

0 3 7,5 15 

LR 
КРДСС 3,2499 2,6725 2,2413 2,0020
KIDSP 1,0964 1,0028 1,0798 1 
KIDF 5,5760 4,6725 3,8762 3,2010

NR 
КРДСС 6,5172 4,1317 3,1874 1,5022
KIDSP 1 1 1 1,0195
KIDF 6,5461 4,7148 4,0921 2,8739

 
Таблица 7  

Относительное улучшение от использования 
структур КРДСС и АРДСС  

для обеспечения универсальности 

Тип 
ПИД 

Критерий 
τ, с 

0 3 7,5 15 
KIDF/КРДСС 

LR 
(2) 1,7157 1,7483 1,7294 1,5989 
(1) 1,1874 1,2430 1,2202 1,1554 

NR 
(2) 1,0044 1,1411 1,2839 1,9131 
(1) 1,0217 1,0533 1,0747 1,0692 

KIDSP/АРДСС 
LR (2) 2,5328 2,3851 1,5598 1,4897 

(1) 1,3565 1,1967 1,1271 1,0731 
NR (2) 3,2352 2,4157 1,7805 1,3669 

(1) 1,2483 1,1682 1,1252 1,1027 
 
Анализ таблиц показывает, что отличия 

между оптимальными настройками регуля-
торов по каналу задания и возмущения могут 

отличаться в несколько раз. Наибольшее от-
личие наблюдается во времени интегрирова-
ния. Следует отметить, что использование 
нелинейного преобразования ошибки прида-
ет ПИД-регулятору большую универсаль-
ность при стабилизации технологических 
параметров.  

Данные таблиц показывают, что дополни-
тельные коэффициенты настроек позволяют 
уменьшить значение интегральных критериев, 
однако не всегда существенно. Наибольший 
эффект достигается для объектов без запазды-
вания или при небольшом его значении. Улуч-
шения наблюдаются также и по перерегулиро-
ванию, и по времени переходного процесса 
(рис. 4–9). Использование критерия (1), как 
обычно [9], приводит к высокой колебательно-
сти и длительности затухания. 

 

 
Рис. 4. Переходной процесс по возмущению 

для запаздывания τ = 0. Настройка по критерию (2) 
 

 
Рис. 5. Переходной процесс по возмущению 

для запаздывания τ = 15. Настройка по критерию (2) 
 
В целом структура КРДСС за счет до-

полнительных коэффициентов способствует 
уменьшению перерегулирования и времени 
переходного процесса. Структура АРДСС, в 
первую очередь, способствует улучшению 
быстродействия и уменьшению переходного 
процесса. 
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Результаты работы нелинейного регулятора 
по анализу таблиц и переходных процессов 
свидетельствуют о его преимуществе в сравне-
нии с линейным регулятором. С практической 
точки зрения он показывает выигрыш не только 
по интегральному критерию, но и по времени 
переходного процесса, перерегулированию. 
 

 

Рис. 6. Переходной процесс по заданию 
для запаздывания τ = 15. Настройка по критерию (2) 

 

Рис. 7. Переходной процесс по заданию  
для запаздывания τ = 3. Настройка по критерию (2) 

 
Рис. 8. Переходной процесс по заданию  

для запаздывания τ = 15. Настройка по критерию (1) 

Использование интегрального критерия (1) не 
способствует получению качественного переход-
ного процесса для работы в прикладных условиях. 
Как было показано в публикации [9], использова-
ние данного критерия приводит к малому запасу 
по устойчивости, большому перерегулированию и 
длительному процессу затухания колебаний.  

 

 

Рис. 9. Переходной процесс по возмущению  
для запаздывания τ = 0. Настройка по критерию (1)  

Следует отметить, что отдельно были про-
верены варианты использования 2DoF для ПИ-
регулятора. Во многом они совпадают с резуль-
татами анализа работы ПИД-регулятора.  

Методика последовательной настройки 
структуры 2DoF ПИД-регулятора путем исполь-
зования интегрального критерия дает устойчивый 
вариант комплексной настройки. Одновременная 
настройка всех пяти коэффициентов позволит 
добиться большего баланса. Но в этом случае по-
требуется сформировать обобщеный критерий 
для канала по возмущению и сигналу задания с 
весовыми коэффициентами. Вариация этих весо-
вых коэфициентов позволит перераспределять 
эффективность функционирования исходя из 
требований прикладной технологии. 

Заключение. В результате  проведенных 
исследований сделаем следующее выводы: 

1. При использовании ПИД-регулятора для 
стабилизации технологических параметров 
следует заранее определить основные источни-
ки возмущений и на их основании производить 
выбор структуры и настройку регулятора two-
degree-of-freedom.  

2. Предложенные нелинейные варианты 
two-degree-of-freedom чаще всего обеспечивают 
лучшее качество функционирования контуров с 
обратными связями.  
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УДК 681.53 

Н. М. Олиферович, Д. А. Гринюк, И. О. Оробей, И. Г. Сухорукова 
Белорусский государственный технологический университет 

DEADBEAT РЕГУЛЯТОР С ПРОГНОЗИРУЕМЫМ УРОВНЕМ СИГНАЛА 
УПРАВЛЕНИЯ 

В статье рассматриваются различные алгоритмы для расчета параметров настройки аперио-
дического цифрового (deadbeat) регулятора. Данный регулятор имеет высокое быстродействие, 
однако требует возможности формирования большого управляющего воздействия.  

Основное внимание при разработке алгоритмов расчета уделено возможности построения 
deadbeat регулятора для стабилизации технологических параметров в условиях ограничения на 
управляющее воздействие. Предложена методика расчета настроек deadbeat регулятора при условии 
формирования максимально возможных управляющих импульсов на начальной стадии отработки 
сигнала задания. Проанализирована зависимость максимально возможного управляющего воздейст-
вия от времени дискретизации при различных вариантах удлинения переходного процесса.  

На примере показаны временные зависимости переходных процессов и управляющих воз-
действий работы регуляторов, которые были синтезированы на основании разработанных алго-
ритмов расчета с различным временем переходного процесса и временем дискретизации. Прове-
ден анализ влияния выбора структуры на устойчивость. Устойчивость анализировалась как с 
помощью вариации параметров объекта, так и путем оценки запаса устойчивости по амплитуде 
и  по фазе с помощью диаграммы Боде. Сделан вывод об усилении устойчивости (робастности) с 
увеличением количества тактов переходного процесса. Отмечены ограничения в применении 
разработанных алгоритмов расчета на практике. 

Ключевые слова: цифровой регулятор, апериодический регулятор, робастность.  
 

N. M. Oliferovich, D. A. Hryniuk, I. O. Orobei, I. G. Suhorukova 
Belarusian State Technological University 

DEADBEAT CONTROLLER WITH PREDICTABLE LEVEL OF CONTROL  
SIGNAL 

This article considers various calculating algorithms for the settings of an deadbeat controller. This 
controller has a high speed, but it requires the possibility of high control action forming. 

The main attention in the development of calculation algorithms is given to the possibility of a 
deadbeat controller constructing for stabilization of process parameters in conditions of limitation on 
the control action. We propose a technique for calculating the settings of the deadbeat controller under 
the condition that the maximum possible control pulses are formed at the initial stage of the reference 
signal. The paper analyzes the dependence of the maximum possible control action on the sample time 
under different variants of the transient process elongation. 

We provide examples of the time dependences of the transient processes and control actions of the 
controllers, which were synthesized on the basis of the developed calculation algorithms with different 
transient time and sampling time. The influence of structure selection on stability is analyzed. Stability 
was analyzed both with the help of variation in the object’s parameters, and by estimating the stability 
margin in amplitude and phase using the Bode diagram. The conclusion is made about the increasing 
the stability (robustness) with the increasing the number of transient process steps. We have noted the 
limitations in the application of the developed calculation algorithms in practice. 

Key words: digital controller, deadbeat controller, robustness. 
 

Введение. В современных системах управле-
ния практически все алгоритмы реализуются в 
цифровом виде. В то же время, за редким исклю-
чением, при стабилизации технологических пара-
метров используются аналоговые методы синтеза. 

На сегодняшний день базовым алгоритмом 
стабилизации технологических параметров яв-
ляется пропорционально-дифференциально-ин-
тегральный (ПИД) закон регулирования. Чаще 
всего этот алгоритм реализуется в различных 

вариациях с использованием программируемых 
логических контролеров (ПЛК). Иногда для 
этих целей используются отдельные модули 
или микропроцессорные регуляторы. Во всех 
случаях, за исключением ПЛК, время кванто-
вания является фиксированным параметром и 
устанавливается производителем. ПЛК обла-
дает более широкими возможностями по ста-
билизации технологических параметров. Если 
в старых системах цифрового управления  
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время квантования являлось фиксированным 
параметром, то программное обеспечение со-
временных ПЛК легко может быть оптимизи-
ровано под конкретную задачу управления и во 
многих случаях перенастраиваться. Современ-
ные ПЛК интегрированы в системы управления 
SCADA (Supervisory Control And Data Acqui-
sition) и MES (Manufacturing Execution System), 
которые обладают еще большими возможно-
стями по прогнозированию и адаптации работы 
алгоритмов управления для конкретного техно-
логического процесса.  

ПИД-алгоритм имеет ряд ограничений. Су-
ществует проблема возникновения интеграль-
ного насыщения при ограничении управляюще-
го воздействия, проблема быстродействия, 
адаптация настроек при изменении динамиче-
ских характеристик объекта. 

При синтезе каскадных систем управления 
желательно иметь внутренний регулятор, кото-
рый настроен на апериодический переходной 
процесс типа deadbeat [1–2]. Это не только обес-
печивает высокую скорость внутренней цепи 
(что является основной задачей внутренних ре-
гуляторов), но и облегчает задачу синтеза внеш-
него регулятора (наличие комплексных корней в 
объекте усложняет настройку внешнего регуля-
тора). Алгоритмы deadbeat контроллера широко 
используются в управлении двигателем [3], в 
модуляции балансировки напряжения [4]. 

Основная часть. Расчет многих цифровых 
регуляторов, в том числе deadbeat [1–2], гораз-
до более алгоритмизирован. Данный регулятор 
характеризуется высоким быстродействием. 
Однако это достигается путем формирования 
высокого значения управляющего воздействия, 
что сложно реализовать в прикладных услови-
ях. В то же время можно добиться соответствия 
контроллера технологическим нормам за счет 
увеличения времени шаговых ответов [5]. 

Следует отметить, что существуют и другие 
подходы к проектированию deadbeat регуляторов 
[6–8]. Однако в прикладных решениях [9] нахо-
дит большее применение подход из работы [1].  

Система управления deadbeat – это, в пер-
вую очередь, цифровая система управления.  
В данной статье рассмотрение синтеза произво-
дится на основании функции z-преобразования 
элементов систем управления. Общая структура 
системы управления показана на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Структура deadbeat регулятора: 
w – сигнал задания; e – сигнал ошибки;  

u – управляющее воздействие; y – выход системы  

Передаточная функция GR(z) регулятора и 
объекта может быть записана следующим обра-
зом [1] 

 ( ) ( )
( )1R

Q z
G z

P z
=

−
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где Q(z), P(z) – многочлены передаточной 
функции регулятора; A(z), B(z) – многочлены 
передаточной функции объекта.  

Коэффициенты многочленов Q(z), P(z) 
для классического deadbeat регулятора мо-
гут быть найдены с использованием уравне-
ний [1]: 
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где ai, bi – коэффициенты многочленов функ-
ции z-передачи непрерывного объекта A(z), 
B(z); m – порядок передаточной функции объ-
екта. Коэффициенты многочлена Q(z) можно 
выразить так:  
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Таким образом, начальное значение управ-
ляемой переменной u(0) зависит только от 
суммы (2) коэффициентов функции z-передачи 
объекта bi. 

Основным недостатком deadbeat регулято-
ра является то, что время выборки ts и управ-
ляемая переменная u(0) обратно пропорцио-
нальны. Значение ts обусловлено величиной 
показателя umax, которая зависит от различных 
факторов. 

Для решения этой проблемы предлагаются 
различные варианты, такие как изменение ал-
горитма расчета. Авторы вводят дополнитель-
ный полином для ограниченного вывода [10]. 
Но могут быть и другие решения. Возможны 
системы управления с переменным временем 
выборки ts.  

В работе [1] получены выражения для вы-
бора первичного импульса. Расширим его на 
большее количество тактов. 

 ( ) 1 для 0, 1, 2, ...w k k= = . (4) 

Для случая b0 = 0 z-преобразования задаю-
щей, регулируемой и управляющей перемен-
ных имеют следующий вид: 

 ( ) 1

1
;

1
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 ( ) ( ) ( )1 21 2 ...  y z y z y z− −= + + +  
 

 ( )11 ... ;mmz z− +− + + +   (6) 

 ( ) ( ) ( ) 10 1 ...u z u u z−= + + +   

 ( ) ( )1 ... .mmu m z z− +− + + +   (7) 

Разделив уравнения (6) и (7) на (5), получим: 

 
( )
( ) ( )1 2

1 2 ... ;m
m

y z
p z p z p z P z

w z
− − −= + + + =  (8) 

 
( )
( ) ( )1

0 1 ... .m
m

u z
q q z q z Q z

w z
− −= + + + =  (9) 

Условие построения апериодического регу-
лятора независимо от количества заданных так-
тов не меняется: 
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Условие для получения значений коэффи-
циентов запишем в виде:  

– для двух тактов задания первоначальных 
значений 
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– для трех тактов задания первоначальных 
значений 
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Сокращение одинаковых множителей при-
водит к единому результату: 
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Для получения расчетных коэффициентов 
необходимо сопоставить коэффициенты с оди-
наковыми степенями свободы:  
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Тогда для двух тактов задания первона-
чальных значений получим: 
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Для варианта трех тактов задания первона-
чальных значений приведем  выражение только 
для знаменателя.  
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где 
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С другой стороны, из условия обеспечения 
наилучшего быстродействия мы можем иметь 
ограничение на управляющее воздействие, то-
гда будем искать выражение параметров управ-
ления исходя из того, что:  

– для одного такта задания 

 ( ) ( );10 uuuSP ==  (19) 

– для двух тактов задания 

 ( ) ( ) ( );210 uuuuSP ===  (20) 

– для трех тактов задания 

 ( ) ( ) ( ) ( ).3210 uuuuuSP ====  (21) 

Тогда формула для двух тактов задания 
преобразуется к виду 
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Вариант расчета настроек для трех тактов 
сигнала задания следующий: 
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где 
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Получим выражение для выполнения усло-
вий (19)–(21): 

– для одного такта задания с учетом фор-
мул (7.2)–(7.9) из пособия [1] 
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– для двух тактов с учетом формул (22) и (24) 
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– для трех тактов с учетом формул (25) и (27) 
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Моделирование и оценка робастности. 
Для оценки работы синтезированных регулято-
ров был использован объект с передаточной 
функцией 
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 ( )exp 4 .s× −  (31) 

Влияние времени дискретизации tS и коли-
чества одинаковых управляющих воздействия 
первых тактов N на максимальное управляю-
щее воздействие при переходном процессе 
можно видеть на рис. 2–5. 

Оценка устойчивости произведена по диа-
граммам Боде с определением запасов по ам-
плитуде ΔA и фазе Δϕ (рис. 9–10).  

 

Рис. 2. Зависимость первого максимального 
управляющего воздействия umax от tS  

18 

83 4 5 6 7 
0

2

4

6

8

10 

12 

14 

16 

tS, с 

N = 0 

N = 1

N = 3

N = 2

umax



Í. Ì. Îëèôåðîâè÷, Ä. À. Ãðèíþê, È. Î. Îðîáåé, È. Ã. Ñóõîðóêîâà 93 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2018 

 
Рис. 3.  Переходной процесс сигнала управления u 

при tS = 3,7 с 

 

Рис. 4. Переходной процесс сигнала управления u 
 при tS = 4 с 

Рис. 5. Переходной процесс сигнала управления u 
при tS = 8 с 

Рис. 6. Переходной процесс выходного сигнала y 
при tS = 3,7 с 

 

Рис. 7. Переходной процесс выходного сигнала y 
 при tS = 4 с 

 

Рис. 8. Переходной процесс выходного сигнала y 
 при tS = 8 с 

 

Рис. 9.  Зависимость запаса по амплитуде ΔA  
от tS при разном N 

 

Рис. 10. Зависимость запаса по фазе Δϕ  
от tS при разном N 
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Следует отметить, что при tS меньше величи-
ны запаздывания наблюдается неоднозначная за-
висимость запасов по фазе и амплитуде от tS. При 
некоторых значениях можно было наблюдать не-
устойчивый режим работы замкнутой системы.  

ПИД-регулятор, настроенный по критерию 
[11–12] 

 ( )2

0

min,
tf

t e t dt →  (32) 

показывал лучший запас устойчивости и по ам-
плитуде, и по фазе (рис. 10) при tS значительно 
меньше постоянной времени и запаздывания 
объекта, чем цифровые регуляторы. Однако 
уже при tS = 1 запас по амплитуде у ПИД-
регулятора практически идентичный цифрово-
му регулятору для N = 3.  

Критерий (32) был выбран для сравнения по 
причине того, что его минимизация при на-
стройке ПИД-регулятора для объектов с запаз-
дыванием обычно приводит к переходным про-
цессам, близким к апериодическим [12].  

Следует отметить, что для успешного ис-
пользования немаловажную роль играет поря-
док передаточной функции объекта [5].  

 
Рис. 11. Зависимость запасов  

по фазе и амплитуде  
для ПИД-регулятора 

Заключение. Использование полученных 
условий (28)–(30) позволяет легко перена-
страивать алгоритм работы системы с обратной 
связью в зависимости от существования огра-
ничений на управляющее воздействие. 

Увеличение параметра N позволяет сущест-
венно увеличить робастность системы с апе-
риодическим цифровым регулятором. 
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УДК 502.3 
А. В. Бурмакова, Ж. М. Ибрагим, В. В. Смелов 

Белорусский государственный технологический университет 
ПРИМЕНЕНИЕ ЭКСПЕРТНЫХ ОЦЕНОК В КОМПЛЕКСНОЙ 

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ПОСЛЕДСТВИЙ  
АВАРИЙНОГО ПРОЛИВА НЕФТЕПРОДУКТОВ  

Статья посвящена расширению комплексной математической модели прогнозирования по-
следствий аварийного пролива нефтепродуктов. Модель является основой экспертной системы, 
предназначенной для поддержки принятия решений по выбору эффективных с точки зрения 
экологии, технологий реабилитации геологической среды, описывает процесс загрязнения 
нефтепродуктами поверхностного слоя, почвы, грунта, а также распространение загрязнения с 
грунтовыми водами. С ее помощью можно прогнозировать форму и границы наземного пятна 
загрязнения, значения концентраций нефтепродуктов в почве и в грунте, а также концентрацию 
нефтепродуктов в грунтовых водах, границы наземного пятна, вертикальную и горизонтальную 
скорости проникновения и распространения загрязнения. В качестве входных используются 
данные о географических координатах пролива, тип и объем пролитого нефтепродукта, спра-
вочные данные о физико-химических свойствах нефтепродуктов, почвы и грунта.  

Расширенная модель позволит использовать основную модель прогнозирования в условиях 
неполноты исходных данных, применив экспертные оценки. 

Ключевые слова: математическая модель, прогнозирование, экология, нефтепродукты, 
экспертная система.  

А. V. Burmakova, J. М. Ibrahim, V. V. Smelov 

Belarusian State Technological University 
APPLICATION OF EXPERT ASSESSMENTS IN INTEGRATED  

MATHEMATICAL MODEL FOR PREDICTING THE CONSEQUENCES  
OF THE EMERGENCY EXPLOSION OF OIL PRODUCTS 

The article is devoted to the expansion of the complex mathematical forecasting model of 
consequences of emergency spillage of oil products. The model is the basis of an expert system for 
supporting decision-making on the choice of optimal and efficient, in terms of ecology, rehabilitation 
technologies of geological environment, describes the process of over-contamination of a surface layer, 
the soil, the soil, by oil products as well as the dissemination of-contamination with groundwater. It can 
be used to predict properties of oil concentrations in soil as well as the concentration of oil in 
groundwater, boundaries of a ground stain, vertical and horizontal penetration rate and the spread of 
contamination. The geographical coordinates of the strait, the type and amount of oil spilled, reference 
data on physical and chemical properties of mineral oil, ground and soil are used as input data. 

The extended model will allow to apply the main forecasting model in the conditions of 
incompleteness of the initial data, using expert estimates. 

Key words: mathematical model, forecasting, ecology, oil products, expert system. 

Введение. Математическая модель прогно-
зирования (ММП) последствий аварийного 
пролива нефтепродуктов (НП) описана в пуб-
ликации [1]. ММП является основой эксперт-
ной системы реабилитации геологической сре-
ды, загрязненной в результате аварийного 
пролива НП, и предназначена для поддержки 
принятия решений по формированию перечня 
мероприятий для реабилитации загрязненной 
геологической среды [2, 3]. Модель является 
комплексной и включает 4 уровня: поверхност-
ный, почвенный, грунтовый и уровень грунто-
вых вод. 

Поверхностный слой модели позволяет про-
гнозировать массу испарившегося НП, площадь 

и форму пятна загрязнения, а также определить 
массу НП, достигшую почвенного слоя.  

Площадь S1 пятна загрязнения (м2) вычис-
ляется по следующей формуле:  

 1 0 1S V d= ⋅ ,  (1) 
где V0 – объем пролитого НП (м3); d1 – коэффи-
циент растекания НП (м–1). 

Коэффициент растекания нефтепродукта d1 
является справочной величиной и зависит от 
типа и объема нефтепродукта, типа почвы, а 
также угла наклона поверхности [4].  

Для вычисления массы M1 испарившегося 
нефтепродукта (кг) применяется следующая 
формула: 
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 1 1 1( )M S q T= ⋅ ,  (2) 
где q1(T) – удельная величина выбросов нефте-
продукта (кг/м2). 

Значение q1(T) зависит от температуры T 
воздуха и является справочной величиной 
(кг/м2) [5].  

После испарения НП оставшийся объем 
проникает в почву и далее в грунт, может до-
стигать грунтовых вод. 

Для вычисления формы пятна загрязнения 
применяется эвристический алгоритм [6], исход-
ными данными для которого являются географи-
ческие координаты центра, площадь S1 пролива, а 
также данные о рельефе поверхности в точках 
окрестности центра пролива, позволяющие вы-
числить углы α наклона поверхности. Результа-
том расчета является множество координат (x, y) 
границы наземного пятна загрязнения.  

Почвенный слой ММП позволяет прогно-
зировать адсорбированную почвой массу НП  
и максимальную глубину их проникновения  
в почву.  

Адсорбированная почвой масса M2 НП (кг) 
вычисляется по следующей формуле: 

 2 1 2 2 0ρM S h u= ⋅ ⋅ ⋅ ,  (3) 
где h2 – средняя высота почвенного слоя (м);  
u2 – нефтеемкость почвы; ρ0 – средняя плот-
ность НП (кг/м3). 

Значение u2 – нефтеемкость почвы, является 
максимальной возможной концентрацией НП в 
почве. Нефтеемкость u2 и средняя плотность 
НП ρ0 являются справочными величинами [5, 7]. 

Максимальная глубина проникновения H2 
НП в почву (м) вычисляется следующим  
образом: 

 0 1
2 3

2

M MH h
M
−

= ⋅ ,   (4) 

где M0 – масса пролитого НП (кг). 
Если НП не был адсорбирован полностью в 

почвенном слое, то оставшийся объем проника-
ет в грунтовый слой. 

Грунтовый слой модели позволяет прогно-
зировать адсорбированную грунтом массу НП 
и максимальную глубину проникновения НП  
в грунт. 

Адсорбированная грунтовым слоем мас- 
са M3 НП (кг) рассчитывается по формуле 

 0
3 3 1 в 3 3

в

δρ
δ

M h S m w= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ,  (5) 

где h3 – мощность слоя грунта; ρв – плотность 
воды (кг/м3); m3 – пористость грунта (от 0 до 1); 
w3 – капиллярная влагоемкость грунта (от 0 до 1); 
δ0 – коэффициент поверхностного натяжения 

НП (кг/с2); δв – коэффициент поверхностного 
натяжения воды (кг/с2). 

Плотность воды ρв [8], коэффициент поверх-
ностного натяжения НП δ0, коэффициент по-
верхностного натяжения воды δв [9], пористость 
грунта m3 и капиллярная влагоемкость грунта w3 
[10] являются справочными величинами. 

Максимальная глубина проникновения H3 
НП в грунт (м) зависит от адсорбированной в 
грунте массы: 

 

0 1 2
3

3

3 0 1 2 3

3 0 1 2 3

( )
;

( ) ;

, ( ) .

M M M
h

M
H M M M M

h M M M M

− +⎧ ⋅⎪
⎪⎪= − + ≤⎨
⎪
⎪ − + >⎪⎩

 (6) 

Данная статья посвящена расширению 
ММП для применения экспертных знаний, ко-
торые основаны на опыте специалистов из об-
ласти экологии. 

Основная часть. Как правило, знания экс-
пертов (экспертизы) могут быть описаны в такой 
форме: «При проливе 30 м3 бензина на песчаный 
грунт ровной поверхности проникновение НП 
составило 2,5 м», или, например, «При проливе 
50 м3 бензина на песчаный грунт, угол поверх-
ности которого 3° , проникновение НП в почву 
составило 0,2 м». В некоторых случаях могут 
быть неизвестными тип грунта, угол наклона 
поверхности, конкретная марка НП и т. п.  

Одну экспертизу можно представить в виде 
вектора: 

 0 1 2 3Тип НП, Тип Гр, , , α, ,V S H H . (7) 

В общем случае n экспертиз могут быть за-
даны в форме матрицы.  

 

1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3

2 2 2 2 2 2 2
0 1 2 3

3 3 3 3 3 3 3
0 1 2 3

0 1 2 3

Тип НП Тип Гр α

Тип НП Тип Гр α

Тип НП Тип Гр α
... ... ... ... ... ...

Тип НП Тип Гр αn n n n n n n

V S Н H

V S Н H

V S Н H

V S Н H

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (8) 

В том случае, если тип НП, тип грунта, объем 
пролитого НП и т. д. неизвестны, считаем их 
значения равными undefined. 

Например, в первой экспертизе следующей 
матрицы неизвестен тип нефтепродукта, во вто-
рой – объем пролитого НП, в третьей – площадь 
НП, а в последней неизвестными являются тип и 
объем пролитого НП (формула (9)). В простей-
шем случае в экспертизе неизвестен только один 
компонент. Тогда экспертизы могут выглядеть 
следующим образом (формула (10)).  
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1 1 1 1 1 1
0 1 2 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3

3 3 3 3 3 3
0 2 3

1 2 3

Тип Гр α

Тип НП Тип Гр α

Тип НП Тип Гр α
... ... ... ... ... ...

Тип Гр αn n n n n

undefined V S Н H

undefined S Н H

V undefined Н H

undefined undefined S Н H

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (9) 

 

 0 2 3ТипНП, Тип Гр, , , α, ,V undefined H H   

 1 2 3Тип НП, Тип Гр, , , α, ,undefined S H H  (10) 

 0 1 3Тип НП, Тип Гр, , , α, ,V S undefined H   

 0 1 2Тип НП, Тип Гр, , , α, ,V S H undefined  
 

В этих случаях S1, V0, H2, H3 могут быть вы-
числены по формулам (1), (5) и (7).  

Если неизвестен тип НП, но известно, что 
НП достиг грунта, экспертиза принимает сле-
дующий вид:  
   0 1 2 3, Тип Гр, , , α, ,undefined V S H H .  (11) 

Из формулы (6) можно выразить значение 
поверхностного натяжения НП:  

 3 в
0

3 1 3 3 в

δδ
ρ

M
h S m w

⋅
=

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
, (12) 

и определение типа НП сведется к поиску экс-
тремума: 

 0 0δ δ mini− → , i = 1, … k,  (13) 

где δ0
i – справочные значения поверхностного 

натяжения нефтепродуктов. Определив δ0
i, ми-

нимизируя разность |δ0 – δ0
i| в соответствии со 

справочником [9], можно выяснить тип НП. 
Если известно, что НП полностью адсорби-

ровался в почве и не попал в грунт, то из фор-
мулы (4) можно выразить его плотность: 

 2
0

2 1 2
ρ M

h S u
=

⋅ ⋅
, (14) 

и определение типа НП сведется к поиску экс-
тремума: 

 0 0ρ ρ min,i− →  i = 1, … k,  (15) 

где ρ0
i – справочные значения плотности 

нефтепродуктов. Определив ρ0
i, минимизируя 

разность |ρ0 – ρ0
i| в соответствии со справочни-

ком [6], можно выяснить тип НП. 
Если неизвестен тип грунта, то экспертиза 

имеет вид 

0 1 2 3ТипНП, , , , α, ,undefined V S H H . (16) 

Тогда в соответствии с формулой (6) может 
быть выражена величина, характеризующая тип 

грунта: произведение пористости грунта m3 на 
его капиллярную влагоемкость w3:  

 3
3 3

0
3 1 в

в

δρ
δ

M
m w

h S
⋅ =

⋅ ⋅ ⋅
. (17) 

Определение типа грунта в этом случае све-
дется к поиску экстремума в выражении 

3 3 0 0 mini im w m w⋅ − ⋅ → , i = 1, … k,  (18) 

где m0
i и w0

i – справочные значения пористости и 
капиллярной влагоемкости грунта. Определив m0

i 
и w0

i, минимизируя разность 3 3 0 0
i im w m w⋅ − ⋅  в 

соответствии со справочником [10], можно выяс-
нить тип грунта. 

Если неизвестен угол α наклона поверхно-
сти, экспертиза принимает вид  

0 1 2 3Тип НП, Тип Гр, , , , ,V S undefined H H . (19) 

Из формулы (1) выражается значение коэф-
фициента растекания НП, характеризующее 
значение угла наклона поверхности [4]. 

Если неизвестна площадь пролива и тип 
НП, экспертиза принимает вид 

0 2 3, Тип Гр, , , α, ,undefined V undefined H H . (20) 

Формула (1) позволяет найти площадь 
пролитого НП, и если при этом известно, что 
НП достиг грунта, то определение типа НП 
может быть осуществлено по формулам (13), 
(14). В том случае, если НП полностью ад-
сорбировался в почве, то определение типа 
НП сводится к примеру, описанному выше 
(формулы (15), (16)). 

Если одновременно неизвестны площадь 
пролитого НП и тип грунта, экспертиза имеет 
следующий вид: 

0 0 2 3, , , , α, , .undefined underfined V S H H   (21) 
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В этом случае вычисление неизвестных вели-
чин сводится к применению формул (1) и (17). 

При неизвестных площади пролитого НП и 
глубине проникновения НП в грунт экспертиза 
принимает вид 

0 2Тип НП,ТипГр, , ,α, H , .V undefined undefined  (22) 
Для этого случая вычисление неизвестных 

величин сводится к применению формул (1)  
и (5)–(7). 

Заключение. В условиях реальной эксплуа-
тации экспертной системы прогнозирования по-
следствий аварийного пролива нефтепродук-

тов [1] может оказаться, что некоторые исход-
ные данные для расчета отсутствуют, но при 
этом пользователь владеет некоторыми эксперт-
ными знаниями, которыми можно дополнить 
исходные данные, вычислить неизвестные зна-
чения и осуществить необходимый прогноз. 

Описанная в статье расширенная ММП ре-
шает эту задачу. Очевидно, что в этом случае 
полученные прогнозируемые значения в форму-
лах (13), (15), (18) будут обладать другим каче-
ством, оценка которого является отдельной за-
дачей, для решения которой целесообразно 
применять аппарат нечетких вычислений [11]. 
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УДК 004.021  
В. Л. Колесников, А. И. Бракович  

Белорусский государственный технологический университет 
ВЕРОЯТНОСТНЫЕ МОДЕЛИ С ПОДВИЖНЫМИ АСИМПТОТАМИ  

ДЛЯ ОПТИМИЗАЦИИ СИСТЕМ С ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНО-ПАРАЛЛЕЛЬНЫМ  
СОЕДИНЕНИЕМ ЭЛЕМЕНТОВ 

В статье описывается разработанная методика получения и использования стохастических 
логистических моделей с подвижными нижней и верхней асимптотами, позволяющих генериро-
вать и количественно оценивать в динамике работу размалывающих машин, включаемых после-
довательно-параллельно, когда результат размола в одной машине является началом процесса в 
последующей. По комбинаторному плану вычислительного эксперимента методом Монте-Карло 
решена задача минимизации удельных расходов энергии для получения заданного качества раз-
молотой массы. Минимальные удельные расходы энергии увеличиваются при получении волок-
нистой массы с длинными волокнами и высокой степенью помола. Для получения и визуализа-
ции стохастических моделей использовались авторские программные средства: Complex, Model 
Builder v3, а также математический пакет MathCAD. 

Ключевые слова: стохастические логистические модели, методика, программное средство, 
вычислительный эксперимент, метод Монте-Карло. 

V. L. Kolesnikov, A. I. Brakovich 
Belarusian State Technological University 

PROBABILISTIC MODELS WITH MOBILE ASYMPTOTES  
FOR OPTIMIZATION OF SYSTEMS WITH SERIES-PARALLEL SYSTEMS 

CONNECTION OF THE ELEMENTS 
The article describes the developed technique for obtaining and using stochastic logistic models 

with moving lower and upper asymptotes that allow to generate and to quantify in dynamics the 
operation of grinding machines that are switched on in series-parallel, when the result of grinding in 
one machine is the beginning of the process in the following machine. According to the combinatorial 
plan of the computational experiment, the Monte Carlo method solves the problem of minimizing the 
specific energy expenditure for obtaining a given quality of the ground mass. The minimum specific 
energy consumption increases with the production of pulp with long fibers and a high degree of 
grinding. To obtain and visualize stochastic models, the author's software tools were used: Complex, 
Model Builder v3, and the mathematical package MathCAD.  

Key words: stochastic logistic models, methodology, software, computing experiment, Monte 
Carlo method. 

Введение. При организации производства на 
современных предприятиях со сложной струк-
турой материальных потоков, например на бу-
мажных фабриках, процесс размола осуществля-
ется на последовательно-параллельно соединен-
ных размалывающих машинах. Причем нагрузки 
на двигатели мельниц, как правило, устанавли-
вают «вслепую», руководствуясь накопленным 
опытом и интуицией. Поэтому между оптималь-
ными и реальными затратами электроэнергии на 
размол существует значительный интервал, ко-
торый возможно сократить путем оптимизации 
условий проведения процесса.  

Основная часть. Если бы размол осуществ-
лялся в одну ступень, то для достижения конеч-
ных результатов на данном размалывающем обо-
рудовании его продолжительность определялась 
бы установкой соответствующей нагрузки на 
двигатель и дросселированием массы на выходе. 

При последовательном соединении нескольких 
машин заданные показатели качества размолотой 
массы будут складываться из времени пребыва-
ния суспензии в зоне размола на каждой мельни-
це. Поскольку от дросселирования зависит про-
изводительность потока, то количество машин, 
объединяемых в батарею, определяется заданным 
объемом производства конечной продукции.  

Схема потоков и текущие изменения парамет-
ров размалываемой массы представлены на рис. 1. 

Для математического описания процессов, 
происходящих в батарее машин, необходимо 
разработать информационную сеть для прове-
дения эксперимента на одной машине так, что-
бы на ней воспроизводились условия работы 
всей системы. Своеобразие такого эксперимен-
та заключается в том, что в него необходимо 
одновременно включать однотипные парамет-
ры условий и результатов.  
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Рис. 3. Конструкция модели степени помола в программном средстве Model Builder v3 

  

 
Рис. 4. Графики поверхности отклика функции степени помола 

с подвижной нижней асимптотой в математическом пакете MathCAD 
 
Уменьшение длины волокна в процессе 

размола на последовательно соединенных ма-
шинах описывается с помощью включения в 
модель подвижных верхних асимптот. Прием 
линеаризации модели YL, полученной по ре-
зультатам эксперимента, осуществляется путем 
замены значений Yi, рассчитанных по форму- 
ле (5), значениями YLi. Величина AsLvi выполняет 
функцию подвижной верхней асимптоты: 
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i
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YL
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⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
 (5) 

где YLi – значения линеаризованной таблично 
заданной функции; AsLvi – подвижная верхняя 

асимптота, равная YGi+1 предыдущей мельни-
цы; Yi – значения свойства в таблично заданной 
функции; AsLn – значение исходной длины во-
локна неразмолотой массы. 

Логистическая модель длины волокна с 
подвижной верхней асимптотой для бата- 
реи последовательно соединенных машин 
имеет вид  

( )( )
1

exp( )
1 exp( )

i
i i

AsLv AsLn YL
YG AsLv

YL+

− ⋅
= −

+
.  (6) 

Визуализация изменений длины волокна в 
батарее трех последовательно соединенных 
машин приведена на рис. 5. 
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Рис. 5. Графики поверхности отклика функции длины волокна 
с подвижной верхней асимптотой в математическом пакете MathCAD 

 

 
Рис. 6. Вычислительный эксперимент для оптимизации  

распределения нагрузок на двигатели машин 



Â. Ë. Êîëåñíèêîâ, À. È. Áðàêîâè÷ 105  

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2018 

Оптимизация распределения нагрузок на дви-
гатели машин осуществлялась путем формирова-
ния разнообразных вариантов. Генерирование ва-
риантов осуществлялось по методу Монте-Карло.  

Исходными данными служили заданные 
значения производительности потока и каче-
ства размолотой массы по степени помола и 
длине волокна. Результаты оценивались по ве-
личине удельного расхода энергии на размол 
тонны волокна на один градус Шоппер-
Ригглера. При проведении вычислительного 
эксперимента было сформировано и проанали-
зировано 1500 вариантов распределения нагру-
зок на двигатели машин при различных требу-
емых значениях показателей качества размоло-
той массы. Фрагмент результатов вычислитель-
ного эксперимента представлен на рис. 6. 
Последовательность и параллельность включе-
ния машин в батарею определялась необходи-
мостью изменения концентрации массы. 

Визуализация изменений длины волокна в 
батарее трех последовательно соединенных 
машин приведена на рис. 5.  

Анализ рис. 6 позволяет сделать некоторые 
важные обобщения. Прирост степени помола 
быстрее и дешевле достигается при высоких 
концентрациях массы. Наоборот, сокращение 
длины волокна легче осуществляется при низ-
кой концентрации. Отсюда возникает есте-
ственный вывод о том, что процесс размола 
следует организовывать в несколько ступеней, 
причем сначала нужно обращать внимание на 
разработку поверхности волокон при высокой 
концентрации, а затем, на последующих ступе-
нях, добиваться снижения длины волокна на 
разбавленной массе.  

Таким образом, если сокращение времени 
размола в мельнице путем дросселирования на 
выходе не позволяет достичь требуемого каче-
ства размолотой массы, то приходится в батарею 
добавлять последовательно несколько дополни-
тельных единиц размалывающего оборудования. 
Если батарея не обеспечивает требуемой произ-
водительности, то в нее следует добавить не-
сколько машин, включив их параллельно. 

При опытно-промышленном испытании 
разработанной методики оказалось, что, заме-
нив органолептическое управление, использу-
ющее опыт, квалификацию и интуицию пер-
сонала, на оптимизированное распределение  
нагрузок между двигателями машин, из 118 ра-
ботающих машин 30 могут быть отключены. 

Заключение. Разработана методика полу-
чения и использования стохастических логи-
стических моделей с подвижными нижней и 
верхней асимптотами, позволяющих генериро-
вать и количественно оценивать в динамике 
работу размалывающих машин, включаемых 
последовательно-параллельно, когда результат 
размола в одной машине является началом 
процесса в последующей. По комбинаторному 
плану вычислительного эксперимента методом 
Монте-Карло решена задача минимизации 
удельных расходов энергии для получения за-
данного качества размолотой массы. Мини-
мальные удельные расходы энергии увеличи-
ваются при получении волокнистой массы с 
длинными волокнами и высокой степенью по-
мола. Для получения и визуализации стохасти-
ческих моделей использовались авторские про-
граммные средства: Complex, Model Builder v3, 
а также математический пакет MathCAD. 
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УДК 004.853 
Я. А. Жук, Н. И. Гурин  

Белорусский государственный технологический университет 
РЕАЛИЗАЦИЯ ДИАЛОГА С КОМПЬЮТЕРНОЙ ОБУЧАЮЩЕЙ СИСТЕМОЙ  

НА ЯЗЫКЕ JAVASCRIPT С ПОМОЩЬЮ ВЕБ-СЕРВИСОВ  
Статья посвящена созданию модуля диалога с компьютерной обучающей системой на основе 

веб-технологий. Модуль размещается на веб-странице путем добавления в HTML-код ссылок на 
код JavaScript и стили CSS. Работа модуля диалога основана на использовании семантической се-
ти, записанной в виде списка дуг в двумерный текстовый массив, и созданных на языке JavaScript 
функций. Поскольку окно диалога размещается на веб-страницах, в базе знаний допускается при-
менение различных HTML-тегов, в том числе добавляющих на страницу изображения, анимации и 
видеозаписи. При поиске ответа вызывается функция, наполняющая в диалоговом модуле блок ис-
тории вопросом и ответом. Для текстовых ответов выполняется озвучивание при помощи веб-
сервиса Yandex SpeechKit синтеза речи. Для получения ответа используется функция, выполняю-
щая анализ вопроса и поиск ответа в семантической сети обучающей системы. В ходе анализа во-
проса выполняется поиск сказуемого по псевдоокончаниям, занесенным в отдельный массив. По-
иск выполняется в трех циклах обработки базы знаний, каждый следующий выполняет поиск при 
отсутствии результата от предыдущего, используя менее строгие проверки.  

Ключевые слова: обработка естественного языка, семантическая сеть, вопросно-ответная 
система.  

Ya. A. Zhuk, N. I. Gurin 
Belarusian State Technological University 
IMPLEMENTATION OF DIALOGUE  

WITH THE COMPUTER TRAINING SYSTEM  
IN JAVASCRIPT USING WEB SERVICES 

The article describes the creation of a dialogue module for a computer learning system based on web 
technologies. The module is placed on the page by adding links to JavaScript code and CSS styles to the 
HTML code. The work of the module is based on a semantic network, recorded as a list of arcs in a two-
dimensional array, and three functions in JavaScript. Deployment of the answers on HTML pages allows 
using a variety of HTML tags in the knowledge base, including adding images, animations and videos to the 
page. Immediately after pressing the answer search button, the first function is called. This function fills the 
history block of the dialog box with a question and answer. For textual responses text is transformed to 
speech using the speech synthesis web service. The answer is returned by the second function that performs 
an analysis of the question and finds the answer to the question in the semantic network. The answer search 
is performed in three cycles; each following performs a search in the absence of a result from the previous 
one, and uses less stringent checks when searching. During the analysis of the question, the search for the 
predicate is performed using the third function, which uses the pseudo-endings array. 

Key words: natural language processing, semantic network, question-answer system. 

Введение. Существующие компьютерные 
обучающие системы (КОС) часто основаны на 
веб-технологиях. С целью создания универсаль-
ных дополнительных модулей для таких систем 
целесообразно использовать преимущественно 
базовые функции языка JavaScript, а не дополни-
тельных библиотек. Одним из широко распро-

страненных недостатков существующих КОС, 
используемых в дистанционном образовании, яв-
ляется предоставление большей части информа-
ции в текстовом либо графическом виде. Такой 
подход не учитывает особенности личности сту-
дентов-аудиалов, склонных к восприятию инфор-
мации на слух [1]. В качестве решения данной  
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Поиск ответа состоит из анализа вопроса и 
трех проходов по дугам семантической сети. 
Ожидается вопрос со строго определенной 
структурой: вопросное слово, сказуемое и под-
лежащее. Учитывая такую структуру, анализ 
состоит в разбиении введенной строки на массив 
слов и нахождении сказуемого при помощи 

функции getEnding. Слова, стоящие за сказуе-
мым, считаются подлежащим. Проходы по ду-
гам БЗ выполняют сравнение подлежащего и 
сказуемого из вопроса с соответствующими 
ячейками. Упрощенный алгоритм анализа во-
проса и поиска ответа, демонстрирующий рабо-
ту только одного прохода, представлен на рис. 5. 

 
 

 
Рис. 5. Блок-схема алгоритма анализа вопроса и поиска ответа 
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Первый проход выполняет поиск записи, в 
которой сказуемое и подлежащее полностью 
совпадают с аналогичными частями вопроса. 
Такой проход позволяет в КОС по географии в 
качестве ответа на вопрос «Что такое океан?» 
вместо описания всех океанов вывести кон-
кретное определение. Во втором цикле выпол-
няется поиск соответствий при помощи регу-
лярных выражений, позволяющих выбрать 
сказуемое, стоящее в другой форме, а также 
подлежащее с пропущенными словами. С це-
лью учета синонимичности сказуемых третий 
цикл выполняет поиск только с помощью ре-
гулярного выражения, составленного на осно-
ве слов подлежащего из вопроса. Так, на во-
прос к КОС по электрохимии «От чего зависит 

стандартный электродный потенциал?» будет 
дан ответ: «Стандартный электродный потен-
циал Еº – табличная величина, зависящая 
только от природы электрода и от температу-
ры», в котором в роли сказуемого выступает 
символ тире. После получения результата от 
функции getAnswer в функции ask на основа-
нии типа последнего тега ответа делается вы-
вод о необходимости озвучивания, которое 
выполняется для текстовых ответов при по-
мощи веб-сервиса синтеза речи Yandex 
SpeechKit Cloud API. Если же в качестве отве-
та из БЗ был извлечен уже озвученный видео-
материал, озвучивание полученного ответа не 
выполняется. Блок-схема функции ask пред-
ставлена на рис. 6. 

 

 
Рис. 6. Блок-схема алгоритма добавления в историю вопросов и ответов
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Рис. 7. Блок-схема алгоритма распознавания принадлежности слова к сказуемым 

 
Функция getEnding, позволяющая опреде-

лить, является ли слово сказуемым, выполняет 
сравнение последних символов слова с набором 
псевдоокончаний глаголов, кратких прилага-
тельных и причастий, которые хранятся в от-
дельном двумерном массиве. Именно перечис-
ленные части речи чаще других выступают в 
качестве сказуемых в текстах научного функ-
ционального стиля. При нахождении совпада-
ющего псевдоокончания функция возвращает 
его номер в массиве. Во втором столбце масси-
ва хранятся наборы допустимых псевдооконча-
ний, используемых в других формах слова: 
единственное и множественное число у глаго-
лов, различные род и число у кратких прилага-
тельных и причастий. Описанный метод не яв-
ляется совершенным, так как некоторые слова 
обладают псевдоокончаниями перечисленных 
частей речи, но при этом принадлежат другим 
частям речи. Например, слова «бегут» и «атри-
бут» оба заканчиваются на «ут», но первое яв-
ляется глаголом, а второе – существительным. 
Чтобы учесть этот факт функция getEnding 
проверяет переданные в нее слова на наличие  

в массиве таких слов-исключений и в случае 
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применение предложенного метода организа-
ции речевого диалога с КОС на основе исполь-
зования псевдоокончаний показало достаточно 
высокую эффективность при составлении спис-
ка слов-исключений, используемых в содержа-
нии КОС. Блок-схема определения принадлеж-
ности слова к сказуемым показана на рис. 7. 
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а во второй столбец вносится знак «–», использу-
емый в качестве сказуемого в определении, кото-
рое будет ответом на вопрос такой структуры. 
Фрагмент массива приведен на рис. 8. 

 

 
Рис. 8. Псевдоокончания глаголов  

1-го спряжения 

Заключение. Описанный подход позво-
ляет улучшить функциональность КОС, осно-
ванных на использовании веб-технологий, пу-
тем интеграции в них модуля диалога, в том 
числе речевого, особенно при дистанционном 
обучении.  

Разработанный программный модуль тре-
бует для применения в КОС лишь простейших 
инструментов веб-разработки и подготовки 
текстового массива списка дуг семантической 
сети БЗ КОС. Кроме того, предоставляемый 
модулем функционал может быть полезен не 
только в КОС, но и в других информационных 
системах, где требуется консультация пользо-
вателей.  
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УДК 004.932.2 
Н. Н. Бич, Б. А. Ассанович 

Гродненский государственный университет имени Янки Купалы 
РЕАЛИЗАЦИЯ РАСПОЗНАВАНИЯ И ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ 

БИОМЕДИЦИНСКИХ ИЗОБРАЖЕНИЙ КЛЕТОЧНОГО УРОВНЯ 
Описана методика для экспериментального изучения биомедицинских цифровых изображе-

ний, детектирования и анализа конкретных его элементов (областей), построения их геометри-
ческих моделей, извлечения их параметров и статистической оценки появляющейся методиче-
ской погрешности, а также создано специализированное программное обеспечение на основе 
программных средств широкого применения (библиотеки OpenCV, среды программирования 
Delphi 7, языка программирования Pascal и системы управления базами данных MySQL). 

Ключевые слова: цифровое биомедицинское изображение, детектирование объекта, распо-
знавание объекта, функция-классификатор, библиотека компьютерного зрения. 

N. N. Bich, B. A. Assanovich 
Yanka Kupala State University of Grodno 

IMPLEMENTATION OF RECOGNITION AND ESTIMATION  
OF PARAMETERS BIOMEDICAL IMAGES THE CELLULAR LEVEL 

This paper describes the technique for experimental study of biomedical digital images, detection and 
analysis of its specific elements (regions), construction of their geometric models, extraction of their 
parameters and statistical estimation of the emerging methodical error is described, as well as the creation 
of specialized software based on wide application software (OpenCV libraries, Delphi 7 programming 
environment, Pascal programming language and MySQL database management system) is described. 

Key words: digital biomedical image, detection of an object, recognition of an object, function 
qualifier, library of computer sight. 

Введение. Современные методы медицинской 
диагностики и биомедицинских исследований, 
основанные на использовании таких электронно-
вычислительных средств, как микроскопы, рент-
гено- и термографические аппараты, томографы 
и многое другое, дают возможность получить 
полную информацию о строении и изменениях  
различных органов и тканей организма человека. 

Одной из приоритетных целей применения 
данных методов является обнаружение (детекти-
рование) и распознавание искомого объекта на 
цифровом изображении, а в дальнейшем его  
регистрация, цифровая обработка и анализ.  
В настоящее время проблеме распознавания от-
дельной области или конкретного элемента изоб-
ражения посвящено множество работ. Однако в 
целом данная задача еще далека от разрешения.  

Основные трудности состоят в том, что 
структура исследуемых объектов на медицин-
ских изображениях является сложной, неодно-
родной и требует от специалистов владения 
определенным практическим опытом, а также 
знаниями в области общепатологических про-
цессов, позволяющих поставить максимально 
точный диагноз. Использование вычислитель-
ной техники и математических методов в этом 
направлении дает возможность повысить точ-
ность результатов исследований, а также прове-
сти аналогию между свойствами изображений и 

результатами биомедицинских экспериментов. 
Применение систем управления базами данных 
для хранения изображений позволяет их сорти-
ровать, обмениваться изображениями и резуль-
татами их изучения с другими исследователями, 
используя для этого современные средства ком-
пьютерных телекоммуникаций. 

В данной работе изучены особенности мето-
дов детектирования и распознавания конкретных 
объектов изображения. Спроектирована и разра-
ботана экспериментальная модель для хранения, 
обработки, детектирования, распознавания, ана-
лиза элементов (областей) цифрового снимка 
биомедицинских изображений в виде информа-
ционной системы, использующей данные и про-
граммное обеспечение (библиотека компьютер-
ного зрения OpenCV, среда программирования 
Delphi 7, язык программирования Pascal, система 
управления базами данных MySQL). 

Основная часть. В качестве тестируемого 
объекта выбран цифровой снимок образца се-
менного канальца. 

Постановка задачи состоит в детектировании 
объекта (биологической клетки) на цифровом 
снимке, нахождении его контура, аппроксимации 
найденного контура геометрическим примити-
вом, численной обработке выделенных пара-
метров. Метод решения задачи состоит из не-
скольких этапов. 



114 Ðåàëèçàöèÿ ðàñïîçíàâàíèÿ è îöåíêè ïàðàìåòðîâ áèîìåäèöèíñêèõ èçîáðàæåíèé êëåòî÷íîãî óðîâíÿ  

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2018 

Первый этап заключается в предваритель-
ной подготовке цифрового изображения к ана-
лизу и включает следующие шаги: фильтрацию 
изображения по цвету – настройку цветовой 
маски; проведение преобразований, связанных 
с приведением масштабов всех полученных 
цифровых изображений тестируемого образца к 
одинаковому масштабу. Процедуры выполня-
ются автоматически отдельным блоком про-
граммного приложения. Второй этап заключа-
ется в выделении или, другими словами, 
детектировании на цифровом изображении ин-
тересующего исследователя элемента, подра-
зумевает нахождение и прорисовку контуров 
найденного объекта [1]. Третий этап преду-
сматривает проведение измерительной и стати-
стической обработки результатов [2]. Четвер-
тый – сохранение образцов и полученных 
результатов в базу данных. Подробно опишем 
второй этап. 

Детектирование объекта – это обнаружение 
объекта на цифровом снимке с последующим 
выделением области его расположения. Обна-
ружение (детектирование) элемента или обла-
сти на изображении ставит перед собой цель 
его локализации, определения и выделения в 
цифровом потоке. Информация о присутствии 
одного либо нескольких объектов на изображе-
нии полезна в системах автоматического учета 
числа объектов, например при подсчете здоро-
вых и больных клеток в разрезе ткани. Для 
дальнейшей оценки некоторых количественных 
характеристик (диаметра) клетки путем подсче-
та клеток по отдельным полям зрения возника-
ет систематическая погрешность, связанная с 
учетом пограничных клеток, частично попав-
ших в кадр, поэтому все пограничные клетки 
следует исключить. 

В общем виде алгоритм обнаружения объ-
екта заключается в том, чтобы по данным циф-
рового снимка на входе системы определить, 
имеется ли на данном изображении конкретный 
элемент, если да, то указать, где он находится и 
каков его размер [3]. Основным требованием, 
которое предъявляется к подобному классу ал-
горитмов, является высокое качество изобра-
жения, напрямую зависящее от оптической си-
стемы ввода. Медицинские электронно-
вычислительные средства, используемые для 
получения изображений исследуемой области, 
работают в двухмерном режиме. В этом случае 
распознавание происходит на основе плоского 
изображения. Двухмерные аппараты весьма 
чувствительны к уровню освещенности поме-
щения, от этого параметра в значимой мере за-
висит качество конечного изображения (при 
плохом свете изображение будет трудноразли-
чимым). Безусловно, конечный результат зави-

сит не только от вышеуказанных характери-
стик. Большое значение имеют также фокусное 
расстояние, разрешение, углы обзора и множе-
ство других параметров. В частности, исполь-
зование того или иного микроскопа, а также 
цифровой видеокамеры сказывается на точно-
сти анализа изображения. Поэтому, проводя 
морфологические исследования посредством 
компьютерной цифровой микроскопии, необ-
ходимо учитывать равномерность освещения, 
высокие разрешающие способности использу-
емой техники и контрастность изображения. 

Для автоматизации процесса распознавания и 
обработки цифровых изображений используется 
библиотека алгоритмов компьютерного зрения и 
обработки изображений с открытым исходным 
кодом OpenCV [4]. Задача нахождения графиче-
ских примитивов решается во многих системах 
компьютерного зрения, в частности, MatLAB 
Image Processing Toolbox, Juno, Cognitive Pass-
port, Pisoft Image Framework и др. Но перечис-
ленные программные пакеты в отличие от 
OpenCV дают возможность обработки цифровой 
картинки удаленно от разрабатываемой под кон-
кретную задачу программы. OpenCV – хранили-
ще алгоритмов из разных областей (вычисли-
тельная геометрия, обработка сигнала, машинное 
обучение). Все алгоритмы делятся на две катего-
рии: методы моделирования изображения и ме-
тоды эмпирического детектирования. Каждый из 
алгоритмов можно использовать в приложении, 
написанном на любом языке программирования, 
в качестве отдельной функции.  

Методы моделирования изображения опи-
раются на инструментарий распознавания об-
разов, в них задача обнаружения объектов рас-
сматривается как частный случай общей задачи 
распознавания. Работа большинства таких ал-
горитмов заключается в сканировании входно-
го изображения окном, имеющим определен-
ную форму и различный масштаб, и в опреде-
лении, к какому классу относится изображение 
внутри этого окна («искомый элемент» либо 
«неискомый элемент»). Таким образом, задача 
выделения объекта на изображениях сводится к 
построению классификатора, эффективно раз-
деляющего классы «искомого элемента» и 
«неискомого элемента». На основе обучающей 
выборки строится модель изображения объекта, 
и задача обнаружения сводится к проверке 
входного изображения на удовлетворение по-
лученной модели [5].  

Данные методы можно назвать весьма про-
изводительными, так как все шаги алгоритмов 
выделения объектов (группирование векторов, 
вычисление градиента, поиск контуров) требу-
ют лишь нескольких операций на каждый пик-
сель изображения. К тому же все современные 
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компьютеры имеют несколько ядер, и цифро-
вой поток может независимо вычисляться на 
своем ядре, не мешая остальному анализу. 
Производительность зависит от размера и ко-
личества анализируемых изображений, поэтому 
точную алгоритмическую сложность подсчи-
тать невозможно. 

Существует класс изображений, который 
трудно анализировать в автоматическом режи-
ме путем выбора систем анализа изображений, 
использующих методы, основанные на выше-
указанных алгоритмах. К таким изображениям 
относятся снимки микроструктур. Процесс по-
лучения таких снимков является, как правило, 
непростым и многоэтапным, что может сказы-
ваться как негативно, так и положительно на 
качестве полученного изображения. Поэтому в 
данной работе использован один из эмпириче-
ских методов детектирования, который в каче-
стве признака использует цвет области для по-
иска объекта по контуру [6].  

Контур – это внешние очертания (обвод) 
предмета или объекта. Контурный анализ – это 
один из методов описания, хранения, распозна-
вания, сравнения и поиска графических образов 
или объектов. Во время анализа внутренние 
точки объекта во внимание не принимаются. 
Проблемы, связанные с выделением контура на 
изображениях, возникают из-за одинаковой яр-
кости с фоном, объект может не иметь четкой 
границы или может быть зашумлен помехами, 
что приводит к невозможности выделения кон-
тура. Перекрытие объектов или их группировка 
приводит к тому, что контур выделяется непра-
вильно и не соответствует границе объекта. 
Контурный анализ имеет слабую устойчивость 
к помехам. Любое пересечение или лишь ча-
стичная видимость объекта приводит к ложно-
сти детектирования. Простота и быстродей-
ствие контурного анализа позволяют вполне 
успешно применять данный подход (при четко 
выраженном объекте на контрастном фоне при 
отсутствии помех).  

В данной работе для определения контура 
выбран метод «жука», заключающийся в по-
пиксельном обходе замкнутого контура [7]. 
Метод рассматривается на цветовом простран-

стве Saturation, в котором насыщенность цвета 
зависит от расстояния между центром и краем 
изображения. Варьируется в пределах 0–100 
или 0–1. Чем больше этот параметр, тем «чи-
ще» цвет, поэтому этот параметр иногда назы-
вают чистотой цвета. А чем ближе этот пара-
метр к нулю, тем ближе цвет к нейтральному 
серому. Изначально «жук» ставится на пиксель 
по цвету, близкому к нейтральному, и движется 
до тех пор, пока не попадет на элемент задан-
ного цвета. Как только он дойдет до пикселя 
заданного цвета, поворачивает налево и пере-
ходит на следующий элемент. Если этот эле-
мент нейтрального цвета, то он поворачивает 
направо, иначе – снова поворачивает налево. 
Обход контура заканчивается, как только 
«жук» снова дойдет до первого посещенного 
темного пикселя. Во время обхода сохраняются 
координаты каждого перехода между элемен-
тами с разной интенсивностью. 

К недостаткам этого метода можно отнести 
потенциальную возможность ложного обнару-
жения предметов с цветом, близким к цвету 
детектируемого элемента, и зависимость от 
цветового баланса соответствующего оборудо-
вания и цвета освещения. 

На основании выбранного метода детекти-
рования искомого объекта (клетки семенного 
канальца) на цифровом изображении выделяет-
ся его контур. Посредством координат его то-
чек определяется геометрический шаблон фор-
мы контура [8] и происходит его обработка  
в соответствии с шагами предлагаемой методи-
ки, обозначенными в блок-схеме, приведенной 
на рис. 1.  

При этом точки контура не дают прямой 
информации о его форме, что вынуждает при-
менять вероятностные подходы для получения 
оценки анализируемых измерений, пример вы-
полнения которых будет приведен ниже. Само 
изображение и результаты его анализа сохра-
няются в базе данных. 

На рис. 2 отражены технология использо-
вания и принцип работы программного при-
ложения. В качестве объекта исследования вы-
бран цифровой снимок образца семенного ка-
нальца. 

 
 
 
 
 

 
 
        
 
                                                                                                                            

Рис. 1. Схема информационной обработки цифрового изображения объекта поставленной задачи  
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Рис. 2. Схема принципа работы программы анализа биомедицинских изображений  
 

Все необходимое для нашей разработки 
имеется в библиотеке открытого компьютерно-
го зрения – OpenCV. Библиотека OpenCV реа-
лизует удобные методы для детектирования и 
манипуляции с контурами изображения. 

После соответствующей подготовки к сле-
дующему этапу в изображении остались только 
те пиксели, которые выше или ниже определен-
ного значения. Данная задача решена с помо-
щью функции cvThreshold() библиотеки 
OpenCV. Основная идея алгоритма, заложенного 
в функцию, – это попадание в конечный массив 
только тех пикселей, которые выше или ниже 
заданного порогового значения. Посредством 
функции inRange проделано преобразование 
цветной картинки в черно-белую маску. В этой 
маске все пиксели, попадающие в заданный 
диапазон, становятся белыми. Остальные стано-
вятся черными. Каждый пиксель изображения 
сравнивается с соответствующими значениями 
изображений lower и upper. Если значение цвета 
пикселя больше или равно значению lower и 
меньше, чем upper, тогда соответствующее зна-
чение устанавливается в 0xff, иначе в 0. 

Библиотека OpenCV реализует удобный ме-
тод «жука» для детектирования и манипуляции 
с контурами (совокупностями пикселей, со-
ставляющих границу объекта) изображения. 
Для поиска контуров используется функция 
cvFindContours(). 

Для выделенной биологической клетки 
определяется ее геометрическая форма и про-
водится дальнейший статистический анализ на 
точность принятого решения. Преобразованное 
и проанализированное изображение, получен-
ная о нем информация сохраняются отдельным 
файлом.  

Для детектирования формы выделенного на 
изображении объекта нужно выполнить изме-
рения, геометрические построения и расчеты, 
приведенные ниже.  

Размеры изображения в пикселях, длина s и 
высота h делятся на два, вследствие чего стро-
ится система координат. Определяются точки 

1 2 3 4, , , ,O O O O  как середины частей контура в 

соответствующих четвертях. Строятся отрезки 
1 3O O , 2 4O O  (рис. 3).  

 

 
Рис. 3. Вспомогательные построения 

 
Определяется геометрический шаблон клетки.  
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1 3

2 4
1 , 0

O O
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− ≤ ε ε→  – окружность, 

где ε – заданная точность измерения. Принима-
ется решение о геометрической форме исследу-
емой биологической клетки. Для рассматрива-
емого контура (рис. 3)  

1 3 5

2 4
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O O
O O

−− = > ε =  

следовательно, форма исследуемого объекта 
представляет собой эллипс. 

Любые измерения, расчеты, выводы обладают 
погрешностью, что требует применения некото-
рых методов ее определения на основании исполь-
зования модельного описания параметров изучае-
мого объекта. В данном случае речь идет о 
случайной погрешности, обусловленной строени-
ем биологической клетки. При исследовании слу-
чайных погрешностей в силу предельной теоремы 
вероятностей для анализа обоснованно принять 
нормальный закон распределения вероятностей. 
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Статистическая обработка вычислений 

n  x (пиксель) y (пиксель)   [10] 2
iΔ  

1 4 92 1,1032 0,0084 
2 5 94 1,1014 0,0001 

… … … … … 
36 47 151 1,0951 0,0000 
37 33 144 1,0712 0,0000 
∑   37,4191 0,0326 

 [10] S  [10] t(0,05; 36) S tΔ = ⋅ = ± Δ  100%x xε = Δ  8Δ δ =  
1,01113 0,0215 2,0315 0,0437 δ = 0,05 (отбрасывается) (0,9676; 1,055 ) 4,3216% 

 
Для уменьшения влияния случайных ошибок 

в уравнение эллипса (окружности, окружность – 
частный случай эллипса) подставляются коорди-
наты n произвольных точек контура i , i 1, n= , 

.n N∈  На основании проведенных вычислений 
значений линии контура рассчитывается их сред-
няя величина . Находится погрешность отдель-
ного расчета i iΔ =μ− , 1μ =  – истинное зна-
чение кривой эллипса. Вычисляются квадраты 
абсолютных отклонений отдельных расчетов  

2
iΔ , 1,i n= , n N∈ . Определяется среднеквадра-

тичная ошибка среднего арифметического ,S  
характеризующая точность, с которой получено 
среднее значение измеренной величины.  

Для заданной надежности 0,95P =  и чис-
ла произведенных вычислений n  определяет-
ся коэффициент Стьюдента t и находится  
доверительный интервал (погрешность изме-
рения) Δ . Если величина погрешности ре-
зультата измерения Δ  окажется сравнимой с 
величиной погрешности δ = 1 – P = 1 – 0,05 
строения клетки, то в качестве границы дове-
рительного интервала возьмется Δ , вычис-
ляемая по формуле. Если одна из ошибок 
окажется меньше другой в три или более раз, 
то меньшую ошибку следует отбросить. 
Окончательный результат записывается в ви-
де интервала. Оценивается относительная по-
грешность результата измерений ε. 

 

Выше в таблице приведена обработка вы-
числений, полученных в результате исследова-
ния контура клетки.  

В одних и тех же условиях проделано n из-
мерений, и наиболее вероятным значением из-
меряемой величины будет ее среднее значе- 
ние , стремящееся к значению 1μ = . 

На рис. 4 показана аппроксимация контура 
клетки эллипсом. 

 

 
 
 

Рис. 4. Графическое сравнение линии  
анализируемого контура  

с аналитической кривой эллипса 
 

Заключение. Полученные результаты мо-
гут быть, использованы в биомедицинской ин-
женерии, мобильных приложениях для первич-
ной диагностики патологий биотканей, а также 
как базовый программный комплекс для пред-
варительной обработки цифровых медицинских 
изображений с выделением их геометрических 
параметров.  

Литература 
1. OpenCV шаг за шагом. Нахождение контуров и операции с ними. URL: http://robocraft.ru/blog/ 

computervision/640.html (дата обращения: 16.10.2017). 
2. Гмурман В. Е. Руководство к решению задач по теории вероятностей и математической стати-

стике М.: Высш. школа, 2010. 400 с. 
3. Csink L. Color normalization and object localization // Vierter Workshop Farbbildverarbeitung. 

Koblenz, 1998. P. 49–57. 
4. Шапиро Л., Стокман Д. Компьютерное зрение. М.: БИНОМ, 2006. 752 с.  
5. Fleyeh H. Road and traffic sign color detection and segmentation – A Fuzzy Approach // IAPR 

Conference on Machine Vision Applications. Tsukuba Science City, 2005. P. 124–127. 

       Y

Контур 
Эллипс 

0          50      100     150    200      250    X 

    150

    100

      50



118 Ðåàëèçàöèÿ ðàñïîçíàâàíèÿ è îöåíêè ïàðàìåòðîâ áèîìåäèöèíñêèõ èçîáðàæåíèé êëåòî÷íîãî óðîâíÿ  

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2018 

6. Wang F. Fuzzy-based algorithm for color recognition of license plates // Pattern Recognition Letters. 
2008. Vol. 29, no. 7. P. 1007–1020.  

7. Визильтер Ю. В. Обработка и анализ изображений в задачах машинного зрения: курс лекций 
и практических занятий. М.: Физматкнига, 2010. 672 с. 

8. Детектирование объектов – поиск объекта по шаблону (Template matching) URL: 
http://robocraft.ru/blog/computervision/3046.html (дата обращения: 10.11.2017). 

9. Воднев В. Т., Наумович А. Ф., Наумович Н. Ф. Основные математические формулы. Справоч-
ник. Минск: Выш. шк., 1988. 270 с. 

References 

1. OpenCV shag za shagom. Nakhozhdenie konturov i operatsii s nimi [OpenCV step by step. Finding 
contours and operations with them]. Available at: http://robocraft.ru/blog/computervision/640.html 
(accessed 16.10.2017). 

2. Gmurman V. E. Rukovodstvo k resheniyu zadach po teorii veroyatnostey i matematicheskoy 
statistike [The management to the solution of tasks in probability theory and mathematical statistics]. 
Moscow, Vysshaya shkola Publ., 2010. 400 p. 

3. Csink L. Color normalization and object localization. Vierter Workshop Farbbildverarbeitung. 
Koblenz, 1998, pp. 49–57. 

4. Shapiro L., Stokman D. Komp’yuternoe zrenie [Computer vision]. Moscow, BINOM Publ., 2006. 752 p.  
5. Fleyeh H. Road and traffic sign color detection and segmentation – A Fuzzy Approach. IAPR 

Conference on Machine Vision Applications. Tsukuba Science City, 2005, pp. 124–127.  
6. Wang F. Fuzzy-based algorithm for color recognition of license plates. Pattern Recognition Letters, 

2008, vol. 29, no. 7, pp. 1007–1020.  
7. Vizil’ter Yu. V. Obrabotka i analiz izobrazheniy v zadachakh mashinnogo zreniya: kurs lektsiy i 

prakticheskikh zanyatiy [Processing and the analysis of images for solving machine vision problems: 
Course of lectures and practical training]. Moscow, Fizmatkniga Publ., 2010. 672 p. 

8. Detektirovanie ob’’ektov – poisk ob’’ekta po shablonu (Template matching) [Object detection – 
object search by pattern]. Available at: http://robocraft.ru/blog/computervision/3046.html (accessed 
10.11.2017). 

9. Vodnev V. T., Naumovich A. F., Naumovich N. F. Osnovnye matematicheskie formuly. Spravochnik 
[Basic mathematical formulas. Reference book]. Minsk, Vysheyshaya shkola Publ., 1988. 270 p. 

Информация об авторах 

Бич Наталья Николаевна – кандидат физико-математических наук, инженер-программист ка-
федры информационных систем и технологий. Гродненский государственный университет имени 
Янки Купалы (230023, г. Гродно, ул. Ожешко, 22, Республика Беларусь). E-mail: Nadaliya@mail.ru 

Ассанович Борис Алиевич – кандидат технических наук, доцент, доцент кафедры информаци-
онных систем и технологий. Гродненский государственный университет имени Янки Купалы 
(230023, г. Гродно, ул. Ожешко, 22, Республика Беларусь). E-mail: bas@grsu.by 

Information about the authors 

Bich Natal’ya Nikolaevna – PhD (Physics and Mathematics), software engineer, the Department of 
Information Systems and Technologies. Yanka Kupala State University of Grodno (22, Ozheshko str., 
230023, Grodno, Republic of Belarus). E-mail: Nadaliya@mail.ru 

Assanovich Boris Alievich – PhD (Engineering), Associate Professor, Assistant Professor, the 
Department of Information Systems and Technologies. Yanka Kupala State University of Grodno (22, 
Ozheshko str., 230023, Grodno, Republic of Belarus). E-mail: bas@grsu.by 

Поступила 15.05.2018 

 



Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2018 

ÀËÃÎÐÈÒÌÈÇÀÖÈß 
È ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ 

 
 
 
УДК 681.142.2 

Ю. О. Герман, О. В. Герман 
Белорусский государственный технологический университет 

О НЕСООТВЕТСТВИИ МЕЖДУ РАСПОЗНАВАНИЕМ ЯЗЫКА  
ЗА ПОЛИНОМИАЛЬНОЕ ВРЕМЯ И ТОТАЛЬНОЙ ПОЛИНОМИАЛЬНОСТЬЮ 

РАСПОЗНАВАТЕЛЯ 

Приводимые в статье рассуждения устанавливают разницу между тотальной полиномиально-
стью распознающей машины и полиномиальной сложностью реализуемого ею алгоритма. Про-
блема связана с отождествлением выводов и доказательств, что не всегда допустимо. Кроме того, 
нужно иметь в виду, что доказательство становится некорректным, если оно доказывает предикат, 
являющийся характеристической функцией изменяющегося в процессе доказательства множест-
ва. Таким образом, множество доказательств, вообще говоря, не следует отождествлять с множе-
ством корректно построенных выводов. Применительно к теории вычислительной сложности за-
метим, что трудности доказательства P ≠ NP могут быть напрямую связаны с рассматриваемыми 
в данной статье проблемами теории доказательств. Возникает идея сведения языка, распознавае-
мого некоторой детерминированной машиной М за полиномиальное время, при условии, что для 
М нет доказательства тотальной полиномиальности, к языку Выполнимость. Эта идея, по сути, 
является наиболее существенной точкой роста для последующих работ. Другой важной точкой 
роста является развитие концепции доказательства как формального математического объекта. 

Ключевые слова: алгоритм, система доказательств, проблема выполнимости, полиномиаль-
ная вычислительная сложность, финитность распознавателя. 

 
Yu. O. German, O. V. German 

Belarusian State Technological University 

ABOUT DISCREPANCY BETWEEN POLYNOMIAL TIME LANGUAGE RECOGNITION 
ALGORITHM AND TOTAL POLYNOMIALITY OF THE RECOGNIZER 

The reasoning given in the paper establishes distinction between total polynomiality of the recogniz-
ing machine and polynomial complexity of the algorithm realized by it. The problem stems from the in-
correct identifying the proofs as inferences what may not take place. Besides, one should bear in mind 
the proof becoming incorrect if it proves the predicate representing a characteristic function of some set 
which changes due to the given proof. Thus, the set of proofs in general cannot be identified with a set of 
all correctly built inferences. Concerning the computation complexity theory, let us note that the obsta-
cles in proving P ≠ NP may be directly connected to the difficulties in the proof theory considered in the 
paper. The idea arises to reduce a language recognized for polynomial time by some deterministic ma-
chine M, provided that there is no proof of M total polynomiality, to Satisfiability language. This idea, 
by essence, is the most important “point of growth” for future research alongside with the construction of 
a new concept of the proof as a formal mathematical object. 

Key words: algorithm, proof system, satisfiability problem, polynomial computational complexity, 
recognition procedure finiteness. 

 
Введение. Принимается, что доказательства 

алгоритмически распознаваемы. Доказательст-
ва используют некоторые множества объектов, 
которые должны оставаться неизменными. По-
этому если доказательство само использует не-
которое множество доказательств, которому 
оно a priori не принадлежит, то оно не должно 

попадать в это множество a posteriori. Исходя 
из этой позиции, мы ставим цель продемонст-
рировать, что распознавание языка за полино-
миальное время и тотальная полиномиальность 
распознавателя не всегда тождественны. 

Основная часть. Рассмотрим язык LAR* 
[1], содержащий слова y, такие что 



120 Î íåñîîòâåòñòâèè ìåæäó ðàñïîçíàâàíèåì ÿçûêà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ è ïîëèíîìèàëüíîñòüþ 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2018 

1 2@ .y y y=   

i.  y1 представляет набор правил (специфи-
кацию) произвольной машины Тьюринга MTε; 

ii. y2 является доказательством формулы, 
утверждающей, что MTε со спецификацией y1 

финитна на каждом входе x;  
iii. MTε отклоняет слово y = y1 @ y2. 
Символ-демаркатор @ имеет чисто техни-

ческое значение и может быть опущен.  
Замечание. Доказательства y2 представляют 

корректные выводы в некоторой метатеории Ps с 
точно определенными понятиями машины Тью-
ринга, финитности, отклоняющего (принимаю-
щего) вычисления и др. Теорию Ps можно проти-
вопоставить объектной теории Th, в которой оп-
ределен универсум рассуждений относительно 
MTε. В Ps с четко определенной системой аксиом 
Ax и алгоритмически проверяемым синтаксисом 
доказательств имеем: доказательство произволь-
ной формулы ε есть последовательность [2]: 

1 1 1 1
1 1 2 1

2 2 2 2
2 1 2 1

1

( ,  ,  ...,  | ),

( ,  ,...,  | ),  ...,

( ,  ,  ...,  | ),

k k

k k l l

v v v
v w w z

R

R

R

−

+ + −

+

φ φ φ φ

φ φ φ φ

φ φ φ ε

 

где Ri правила вывода с посылками, указанны-
ми слева от вертикальной черты в скобках и 
заключением, указанным справа. Посылки яв-
ляются либо аксиомами Ax, либо заключениями 
ранее использованных правил в последователь-
ности вывода. По тексту доказательства всегда 
можно установить, какая формула доказана и 
корректен ли вывод.  

Можно построить машину MTLAR* (обозна-

чим ее спецификацию LAR*
1y ), распознающую 

LAR*. Принимаем практически очевидные 
факты о наличии финитных процедур для про-
верки пунктов i, ii, iii определения языка LAR*. 
Заметим, что верификация п. iii заключается в 
моделировании работы MTε на данном входном 
слове. Процесс моделирования финитен в силу 
доказательства y2. Итак, MTLAR* распознает для 
каждого входа x, имеет ли место x ∈ LAR* или 
x ∉ LAR* за финитное время. 

Теорема 1. Нельзя доказать финитность 
машины MTLAR*.  

Доказательство. Пусть такое доказательст-
во есть. Обозначим его DLAR. Рассмотрим слово 

LAR*
1y @DLAR. Тогда MTLAR* не может за финит-

ное время ни отклонить его, ни принять, что 
противоречит DLAR. 

Теорема 2. MTLAR* распознает язык LAR* за 
финитное время. 

Доказательство. Ясно, что LAR* не пуст: 
он включает хотя бы одно слово для машины, 

отклоняющей все слова за один такт. По сути, 
машина MTLAR* должна проверить текст дока-
зательства y2. Доказательство состоит из одно-
типных блоков, каждый блок содержит посыл-
ки применяемого правила вывода, само прави-
ло вывода и заключение правила вывода. Про-
верка посылок сводится к выяснению, что это 
либо аксиома, либо полученное ранее заключе-
ние. Таким образом, проверка доказательств 
сводится к повторению однотипного действия – 
выяснению того, что некоторое слово содер-
жится в другом слове. Если доказательство со-
стоит из m слов, то проверок будет не более m2. 
Проверка вхождения слова в другое слово вы-
полняется на основе полиномиального детер-
минированного алгоритма за время порядка N, 
где N – наибольшая длина слова. Отсюда общее 
время проверки доказательства может быть 
оценено как O(m2 · N) или O(L3), L есть длина 
доказательства. Процесс моделирования завер-
шается за гарантированно финитное время в 
силу предъявленного доказательства. Поэтому 
наличие доказательства y2 гарантирует распо-
знавание результата работы машины y1 на вхо-
де y = y1 @ y2. Однако финитность процедуры 
распознавания не дает оснований считать рас-
познающую машину доказательно финитной в 
силу теоремы 1. 

Рассмотрим несколько измененный язык 
PLAR, состоящий из слов y = y1y2, где: 

1) y1 представляет спецификацию произ-
вольной детерминированной машины Тьюрин-
га MTη; 

2) y2 есть доказательство того, что MTη, оп-
ределенное словом y1, отклоняет любое слово y, 
начинающееся с y1 (т. е. y = y1Z с произвольным 
словом Z), за время, ограниченное некоторым 
фиксированным полиномом от длины слова  
y = y1Z.  

Ясно, что PLAR не пуст: он включает хотя 
бы одно слово для машины, отклоняющей все 
слова за один такт. Построим машину MTPLAR 
с полиномиальным временем работы [3] для 
распознавания PLAR. По сути, эта машина 
должна проверить доказательство y2. Доказа-
тельства распознаются за полиномиальное 
время. Моделировать теперь не надо. Следова-
тельно, если доказательство проверено и оно 
верно, то машина MTPLAR принимает слово y = 
y1 @ y2. Мы получаем таким образом следую-
щий результат. 

Теорема 3. MTPLAR распознает язык PLAR 
за полиномиальное время. 

Теорема 4. Нельзя доказать полиномиаль-
ную сложность машины MTPLAR. 

Доказательство. Оно состоит из двух час-

тей. Пусть LAR
1y  есть спецификация MTPLAR. 
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1. Доказываем, что MTPLAR не принимает ни 

одного слова вида LAR
1 .y Z  Если допустить про-

тивное (слово LAR
1y Z  принимается), то в силу Z 

машина MTPLAR отклоняет LAR
1y Z , что дает 

противоречие. Заметим, что «не принимает» не 
означает отклоняет (допускается работа без ос-
танова). Поэтому данная часть доказательства 
не входит в множество доказательств того, что 
машина Тьюринга отклоняет все слова, начи-
нающиеся с ее спецификации, за полиномиаль-
ное время. Это обеспечивает корректность дан-
ного доказательства. 

2. Пусть имеется доказательство DpolLAR то-
тальной полиномиальности MTPLAR. Тогда п. 1 
означает, что MTPLAR отклоняет каждое слово 

вида LAR
1y Z  за полиномиальное время (работа 

без останова или с неполиномиальным време-
нем теперь отпадают).  

Пункты 1, 2 дают доказательство ϑ того, 

что каждое слово LAR
1y Z  отклоняется за поли-

номиальное время. Поэтому MTPLAR должна 

принять слово LAR
1 ϑy , что опять невозможно. 

Следовательно, допущение о наличии DpolLAR 
ложно. 

Итак, мы столкнулись со следующей про-
блемой: нельзя доказать полиномиальность 
(финитность) некоторой машины Тьюринга как 
таковой, но можно доказать полиномиальность 
(финитность) реализуемого ею алгоритма. Для 
уяснения сути мы сошлемся на следующий на-
глядный парадокс. Пловцом считается тот, 
кто умеет перебраться через реку. Пловцы по-
лучают сертификат пловца. Считается, что 
пловец, не прибегающий к услугам других, мо-
жет переправить на себе только одного дру-
гого человека. Некто X переплавляется через 
реку только на сертифицированных пловцах. 
Причем ни один сертифицированный пловец не 
может отказать X. Следует ли этому X вру-
чить сертификат? 

 Сертификат пловца означает способность 
перебраться с одного берега на другой (неваж-
но, каким способом). Следовательно, формаль-
но X и каждый такой X должен быть сертифи-
цирован. Однако если такой сертифицирован-
ный пловец, теперь уже с удостоверением 
пловца, встретится другому такому же плов-
цу X, то оба пойдут ко дну либо их переправа 
вовсе не состоится. Здесь причиной казуса яв-
ляется нефиксированность ситуации. Пусть си-
туация с сертифицированными пловцами за-
фиксирована, и среди них нет ни одного Х. То-
гда Х не может стать сертифицированным 

пловцом, ибо множество сертифицированных 
пловцов зафиксировано, а если его изменить, то 
это уже будет другая ситуация. Первым серти-
фицированным пловцом как раз является не Х. 
Таким образом, некое множество сертифициро-
ванных пловцов не содержит ни одного Х. Еще 
раз: проблема в том, что Х получает сертификат 
за счет некоего фиксированного множества 
сертифицированных пловцов, как только Х по-
лучит сертификат, это множество сертифици-
рованных пловцов будет уже иным (ситуация 
изменится).  

Формальные выкладки. Теперь мы фор-
мально докажем, что машина MTLAR* рас-
познает язык LAR* за финитное время. Введем 
следующие предикаты: 

prffin(z, x) − z есть доказательство финитно-
сти машины со спецификацией x; 

fin(x) – утверждает, что машина Тьюринга 
со спецификацией x тотально финитна; 

accept(x, y) – машина Тьюринга со специ-
фикацией x принимает слово y; 

decline(x, y) – машина Тьюринга со специ-
фикацией x отклоняет слово y; 

∀y accept(x, y) ∨ decline(x, y) − утверждает, 
что машина x распознает слова y за финитное 
время; 

m – спецификация машины MTLAR*; 
f1(w) − представляет рекурсивную функ-

цию, которая возвращает левую часть от сим-
вола @ входного слова w и f2(w), соответствен-
но, возвращает правую от символа @ часть 
слова (если нечего возвращать, то возвращается 
пустая строка). 

Рассматриваем аксиомы Ps, для MTLAR*: 
1. ( , ) ( , );x y accept x y decline x y∀ ∀ → ¬  

2. 2 1 ( ( ), ( ))w prffin f w f w∀ ¬ →  

( , );decline m w→  

3. 2 1( ( ), ( )) &w prffin f w f w∀  

1( ( ), ) ( , );decline f w w accept m w→  

4. 2 1( ( ), ( )) &w prffin f w f w∀  

1( ( ), ) ( , );accept f w w decline m w→  

5. ( , )w accept m w∀ →  

2 1 1( ( ), ( )) & ( ( ), );prffin f w f w decline f w w→  

6. 2 1( ( ), ( ))w prffin f w f w∀ →  

1 1( ( ), ) ( ( ), ).accept f w w decline f w w→ ∨  

Требуется доказать: 
7. ( , ) ( , ).y accept m y decline m y∀ ∨  
Доказательство. Основанный на резолю-

циях вывод состоит из следующих шагов. За-
писываем отрицание доказываемой формулы: 
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8. ¬accept(m, c) /c – некоторая константа/;  
9. ¬decline(m, c). 
Из 2, 9: 
10. prffin( 2 1( ), ( )).f c f c  

Из 3, 8: 
11. ¬decline( 1( ), )f c c  ∨ ¬prffin( 2 1( ), ( )).f c f c  

Из 4, 9: 
12. ¬accept( 1( ), )f c c  ∨ ¬prffin( 2 1( ), ( )).f c f c  

Из 10, 11, 12: 
13. ¬decline( 1( ), ).f c c  

14. ¬accept( 1( ), ).f c c  

Из 6, 13, 14: 
15. ¬prffin( 2 1( ), ( )).f c f c  

10, 15 дают  (противоречие). 
Совместность аксиом устанавливается без 

труда. Приведенное доказательство устанавли-
вает финитность процедуры распознавания, 
реализуемой машиной MTLAR*. Докажем те-
перь, что для MTLAR* нет доказательства фи-
нитности: 

1.  ( , ) ( , );x y accept x y decline x y∀ ∀ → ¬  

2. 2 1  ( ( ), ( )) ( , );w prffin f w f w decline m w∀ ¬ →  

3. 2 1 ( ( ), ( ))&w prffin f w f w∀  

1( ( ), )decline f w w ( , );accept m w→  

2 14.  ( ( ), ( )) &w prffin f w f w∀  

1( ( ), ) ( , );accept f w w decline m w→  

5. 2 1 ( , ) ( ( ), ( )) &w accept m w prffin f w f w∀ →  

1( ( ), );decline f w w  

6. 2 1 ( ( ), ( ))w prffin f w f w∀ →  

1

1

( ( ), )

( ( ), ).

accept f w w

decline f w w

→ ∨
 

Требуется доказать 
7.  ( , ).y prffin m y∀ ¬  

Пусть вопреки утверждению теоремы есть 
такое доказательство. Обозначим его d. Тогда 
истинен предикат 

8. ( , ).prffin m d   
Обозначим слово a = m@d. Тогда в силу 

наших обозначений f1(a) = m, f2(a) = d. Резоль-
вентой дизъюнктов 6 и 8 является дизъюнкт 

9. ( , ) ( , ).accept m a decline m a∨  
Резольвентой 4, 8 является дизъюнкт 

10. ( , ) ( , ).accept m a decline m a∨  
Резольвентой 9, 10 является дизъюнкт 
11. ( , ).decline m a  
Из 1, 11 получим 

12. ( , ).accept m a  
Из 3, 8 получим 

13. ( , ) ( , ).accept m a decline m a∨  
Противоречие дают 11, 12, 13. 
Таким образом следует признать, что в об-

щем случае не имеет места импликация 
),(),( ymdeclineymaccepty ∨∀ → fin(m), 

где fin(m) утверждает финитность машины m, 
так как имеет значение смысл слова y. 

Теоремы 3 и 4 доказываются аналогично. 
Ниже под ( , )declinep x y  понимаем предикат, 
утверждающий, что машина х отклоняет слово y 
за время, ограниченное некоторым фиксирован-
ным полиномом; 2 1( , )prffinp y y  утверждает, 

что y2 есть доказательство того, что машина y1 
отклоняет любое слово y1Z за время, ограни-
ченное некоторым фиксированным полиномом; 
struct(x, y1, y2) означает, что слово x есть ре-
зультат конкатенации слов y1 и y2. 

Имеем систему аксиом: 
1. ( , ) ( , );x y accept x y decline x y∀ ∀ → ¬  

2. ∀x∀ y1∀ y2 (struct(x, y1, y2) &  
prffinp (y2, y1) → accept(m, x)); 

3. ∀x∀ y1∀ y2 ((¬struct(x, y1, y2) ∨  
¬prffinp (y2, y1)) → decline(m, x)); 

4. 2 1( , ) ( ( ), ( ));w accept m w prffinp f w f w∀ →  

5. ∀x∀ y1∀ y2 (struct(x, y1, y2) &  
prffinp (y2, y1)) → decline (y1, x)). 

Теорема о том, что машина MTPLAR со спе-

цификацией LAR
1y  не принимает ни одного сло-

ва вида LAR
1 :y Z  

6. ( , , ) ( , ).x z struct x m z accept m x∀ ∀ →  
Отрицание теоремы дает два дизъюнкта: 
7. ( , );accept m c  

8. 2( , , ( )).struct c m f c  

Обозначим слово c = m@d. Тогда в силу 
наших обозначений f1(c) = m, f2(с) = d. 

Из 1 и 7: 

9. ( , ).decline m c  
Из 5, 8, 9: 

10. 2( ( ), ).prffinp f c m  

Из 4 и 10: 

11. ( , ).accept m c  
7 и 11 дают противоречие. 
С учетом доказанной теоремы убедиться в 

том, что нет доказательства тотальной полино-
миальной сложности машины MTPLAR, не со-
ставляет труда. Допустим противное и расши-
рим систему аксиом: 
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1.  ( , ) ( , );x y accept x y decline x y∀ ∀ → ¬  

2. 2 1  ( ( ), ( ))w prffinp f w f w∀ ¬ →  

( , );decline m w→  

3. 2 1 ( ( ), ( ))w prffinp f w f w∀ →  

( , );accept m w→  

4. 2 1 ( , ) ( ( ), ( ));w accept m w prffinp f w f w∀ →  

5. 1 ( , ) ( ( ), );w accept m w decline f w w∀ →  

6. ( )pf m  // доказательство полиномиаль-
ности MTPLAR; 

7.  ( ) ( , ) ( , );w pf m accept m w decline m w∀ → ∨  

8.  ( ) & ( , )w pf m accept m w∀ →  

( , ).prffinp d m→  
Убеждаемся, что эта система противоречи-

ва. Обозначим слово a = m@d. В силу наших 
обозначений f1(a) = m, f2(a) = d.  

Из 6, 7 получим 
9. ( , ) ( , ).accept m a decline m a∨  

Из 5, 9 получим 
10. ( , ).decline m a  

Резольвентой 1, 10 является дизъюнкт 

11. ( , ).accept m a   

Из 6, 8, 11: 
12. ( , ).prffinp d m  

Из 3, 11: 

13. ( , )prffinp d m . 

12 и 13 дают противоречие. 
Вместе с тем без pf(m) последняя система 

аксиом непротиворечива (можно убедиться, 
построив выполняющую интерпретацию). 

Заключение. Основной вывод статьи 
такой: машина Тьюринга может реализовать 
некий алгоритм за полиномиальное время и в 
то же время не быть тотально полиномиальной. 
Этот вывод позволяет по-новому взглянуть на 
проблему P ≠ NP и, возможно, открывает 
дорогу новым подходам к ее решению. 
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