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ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 
 
 
 
 
УДК 517.935.2+519.71 

В. М. Марченко, И. М. Борковская 
Белорусский государственный технологический университет 

К ВОПРОСУ О СТАБИЛИЗАЦИИ ГИБРИДНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫХ СИСТЕМ 

В статье рассматриваются некоторые проблемы стабилизации гибридных дифференциально-
разностных (ГДР) систем при использовании регуляторов по типу обратной связи. Доказаны не-
обходимые условия стабилизации указанных систем с помощью простейшего регулятора и регу-
лятора с интегральными составляющими типа свертки. Представленные условия стабилизации 
являются теоретической основой исследования качественных свойств как многомерных, так и 
скалярных дифференциально-разностных систем. Проведена экспоненциальная оценка роста ре-
шений рассматриваемых систем, что является обоснованием возможности применения к ним пре-
образования Лапласа. Статья является продолжением и обобщением исследования стабилизации 
гибридных дифференциально-разностных систем, проведенного ранее для скалярного случая.  

Ключевые слова: дифференциально-разностные системы, оценка роста решений, регуля-
торы по типу обратной связи, стабилизация.  

V. M. Marchenko, I. M. Borkovskaya 
Belarusian State Technological University 

ON THE STABILIZATION OF HYBRID 
DIFFERENTIAL-DIFFERENCE SYSTEMS 

The article discusses some problems of stabilization of hybrid differential-difference systems by 
using regulators as feedback. The necessary stabilization conditions for these systems are proved using 
the simplest regulator and a regulator with integral components such as convolution. The stabilization 
conditions presented are the theoretical basis for studying the qualitative properties of both multidimen-
sional and scalar differential-difference systems. An exponential growth estimation for the solutions 
of the systems under consideration is carried out, which is the rationale for the possibility of applying the 
Laplace transform to them. The article is a continuation and generalization of the stabilization study of 
hybrid differential-difference systems, carried out earlier for the scalar case.  

Key words: differential-difference systems, solutions growth estimation, feedback regulators, stabilization. 

Введение. В настоящей статье рассматрива-
ются некоторые вопросы стабилизации линей-
ных гибридных дифференциально-разностных 
(ГДР) систем, описывающих процессы, природа 
которых носит неоднородный характер. Такие 
системы широко используются в автомобиле-
строении, авиастроении, робототехнике и дру-
гих областях. При изучении реальных физиче-
ских процессов наряду с динамическими (диф-
ференциальными) появляются и алгебраические 
(функциональные) зависимости, приводящие к 
гибридным системам.  

К качественной теории управления для дан-
ных систем относятся такие важные проблемы, 
как управляемость, наблюдаемость, двойствен-
ность и др. В работе [1] представлены некоторые 
задачи в теории управляемых динамических 
ГДР-систем. Исследованию разных классов ги-
бридных систем посвящены, в частности, статьи 
[2–14]. При изучении гибридных систем фунда-
ментальными остаются такие работы, как [15, 16]. 

Одной из важнейших проблем в теории 
управления динамических систем является 
проблема их устойчивости и стабилизации. 
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Вопросы стабилизации скалярных линейных 
стационарных гибридных дифференциально-
разностных систем рассматривались авторами в 
работе [17]. Данная статья продолжает и обоб-
щает исследования, проведенные ранее. Полу-
чены результаты для многомерного случая, про-
ведена оценка роста решений дифференциально-
разностных систем, что является теоретическим 
обоснованием возможности применения к этим 
системам преобразования Лапласа. 

Основная часть. Рассмотрим гибридную 
дифференциально-разностную систему в сим-
метрической относительно операторов диффе-
ренцирования и сдвига форме:  

 1 11 1 12 2 1( ) ( ) ( ) ( ),x t A x t A x t B u t= + +  (1) 

 2 21 1 22 2 2( ) ( ) ( ) ( ), 0x t h A x t A x t B u t t+ = + + ≥  (2) 

с начальными условиями 

 1 10 2(0) , ( ) ( ), [0, ).x x x h= τ = ψ τ τ∈  (3) 

Здесь 1 2
1 2( ) , ( ) , ( ) ,n n rx t R x kh R u t R∈ ∈ ∈  0,h >

11 12 21 22 1 2, , , , ,A A A A B B  − действительные по-
стоянные матрицы соответствующих размеров; 

( )u u= ⋅ −  внешнее (кусочно-непрерывное) воз-

действие − управление; ( )ψ ⋅ −  начальная ку-
сочно-непрерывная n2-вектор-функция. 

Под решением системы (1), (2) будем пони-
мать абсолютно непрерывную n1-вектор-функцию 

1( )x ⋅  и кусочно-непрерывную n2-вектор-функцию 

2 ( ),x ⋅  которые для всех 0t ≥  удовлетворяют 

уравнению (2) и для почти всех 0t ≥  удовлетво-
ряют уравнению (1). Это решение начальной за-
дачи (1)–(3) для каждого начального значения 

1
10

nx R∈  и кусочно-непрерывной n2-вектор-

функции  существует и единственно. 
Наряду с системой (1), (2) рассмотрим линей-
ную обратную связь следующих типов:  

– в виде простейшего регулятора 

 1 1 2 2( ) ( ) ( ),u t Q x t Q x t= +  (4) 

где 1Q  и 2Q − постоянные матрицы. Такой регу-
лятор не выводит замкнутую систему за пре-
делы рассматриваемого класса; 

– в виде регулятора с интегральными состав-
ляющими типа свертки  

 1 1 2 2( ) ( ) ( )u t Q x t Q x t= + +  

 1 1 2 2
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ,
t t

Q s x t s ds Q s x t h s ds+ − + + −   (5) 

где 1Q  и 2Q − постоянные матрицы, 1( )Q ⋅  
и 2 ( )Q ⋅ − матрицы-функции соответствующих 
размеров, причем элементы функциональных 

матриц 1( )Q ⋅  и 2 ( )Q ⋅  являются кусочно-непре-
рывными функциями с конечным носителем 

0,H >  1 2( ) 0, ( ) 0Q Q⋅ ≡ ⋅ ≡  для .t H>  
Как и в работе [17], спектром системы (1), (2) 

назовем множество всех характеристических зна-
чений (основных и присоединенных) с учетом их 
кратностей, а соответствующие решения – спек-
тральными решениями системы (1), (2). Невоз-
мущенную систему (с выключенным управле-
нием) назовем спектрально устойчивой, если все 
ее спектральные решения являются асимптоти-
чески устойчивыми. 

Остается в силе [17] условие спектральной 
устойчивости невозмущенной системы (1), (2): 
для спектральной устойчивости невозмущенной 
системы (1), (2) необходимо и достаточно, 
чтобы: 

1) все основные собственные значения 
имели отрицательные действительные части; 

2) все присоединенные собственные значе-
ния λ  лежали в комплексной плоскости внутри 
единичного диска: 1.λ <  

При исследовании ГДР-систем приходится 
применять к таким системам преобразование 
Лапласа, в связи с чем возникает необходимость 
в экспоненциальной оценке роста решений этих 
систем. Положим  

 2 3( ) ( ), 0.x t x t h t= − ≥  (6) 

Тогда система запишется в виде ГДР-сис-
темы запаздывающего типа, более удобной для 
применения преобразования Лапласа: 

 1 11 1 12 3 1( ) ( ) ( ) ( ),x t A x t A x t h Bu t= + − +  (7) 

 3 21 1 22 3 2( ) ( ) ( ) ( ), 0x t A x t A x t h B u t t= + − + ≥  (8) 

с начальными условиями 

 1 10 3(0) , ( ) ( ), [ ,0).x x x h h= τ = ψ τ + τ∈ −  (9) 

Пусть t
tT
h
 = −  

 целая часть числа 
t
h

, 

1
max ii n

d d
≤ ≤

= −  норма n-вектора d =  

1[ , ..., ]' n
nd d R= ∈ , 

1 1

max
n

iji m j
A a

≤ ≤ =
= −  согласован-

ная с нормой d  норма m n× -матрицы A =  
m n

ij m n
a R ×

×
 = ∈  , штрих « ' » означает транспониро-

вание, 11 12 21 22 1 2max{ , , , , ,A A A A B Bℵ= , 

10
[0, )

, sup ( ) }.
h

x
τ∈

ψ τ  

Предположим, что управление имеет не 
выше, чем экспоненциальный рост, т. е. суще-
ствуют такие неотрицательные числа K  и α, что 

( )ψ ⋅
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 ( ) tu t Keα≤  для 0t ≥ . (10) 

Утверждение 1. Выберем число 0β >  так, 

чтобы β > α  и 1.he−β ℵ <  Имеет место следую-
щая оценка: 

3 1
0 0

( ) ( ) , 0,
t t

e x h d M N e x d t−βτ −βττ − τ ≤ + τ τ ≥ 
( ( ) )

, .
( )(1 ) 1

h h

h h
N K e K eM N

e e

−β −β

−β −β
ℵ β + β − α ℵ ℵ= + =

β β β − α −ℵ −ℵ
 

Доказательство. В силу уравнения (8) для 
t h≥  имеем: 

(

)

3 21 1

2 2 3

( ) ( )

( ) ( ))

t t

h h

e x h d e A x h

B u h A x h h d

−βτ −βττ − τ = τ − +

+ τ − + τ − − τ ≤

 
 

21 1

2

( )

( )

t

h
t

h

A e x h d

B e u h d

−βτ

−βτ

≤ τ − τ +

+ τ − τ +




 

22 3( 2 )
t

h

A e x h d−βτ+ τ − τ ≤   

(21 1 22 1( ) ( 2 ) ...
t

h

A e x h A x h−βτ≤ τ − + τ − + +

) (

)
(

)

1
22 1 2

1
22 22

22 1

2
1 1

( ) ( )

( 2 ) ... ( )

( ) ( )

( 2 ) ... ( )

t
T

h

T

t t
T

h h

T

A x T h d B e u h

A u h A u T h d

e A T h d e x h

x h x T h d

τ

τ

τ

τ

− −βτ
τ

−
τ

−βτ −βτ
τ

τ

+ τ − τ + τ − +

+ τ − + + τ − τ +

+ ψ τ − τ ≤ ℵ τ − +

+ ℵ τ − + +ℵ τ − τ +



 

( ) 2 ( 2 )( ...
t

h h

h

e Ke Ke−βτ α τ− α τ−+ ℵ +ℵ + +  

( ) )T T hKe dτ τα τ−+ℵ τ +  

2 2
1

0

2

1 1
0 0

( )

( ) ... ( )
t

t t

t t h
T h h

h
t T ht h

T T h

e d e e x d e

e x d e e x d

τ
−

−βτ −β −βγ − β

−−
−β−βγ −βγ

+ ℵ ℵ τ ≤ ℵ γ γ +ℵ ×

× γ γ + +ℵ γ γ +

 

 
 

2
( ) 2 2 ( )

0 0

...
t h t h

h hK e e d K e e d
− −

−β − β−α γ − β − β−α γ+ ℵ γ + ℵ γ + +   

2 3
( ) 2 3

0 2

t
t t

t T h h h
T T h

h h

K e e d e d e d
−

−β − β−α γ −βτ −βτ+ ℵ γ +ℵ τ +ℵ τ+    

1 .
t

t t

t t

T h t
T T

T h h T h

e d e d+−βτ −βτ

−

+ ℵ τ +ℵ τ = ⊕   

Расширяя при необходимости промежутки 
интегрирования и суммирования, с учетом фор-
мулы для суммы бесконечно убывающей гео-
метрической прогрессии получаем:  

( )ββ 2 2β ... ...t tT T hh he e e−− −⊕ ≤ ℵ + ℵ + + ℵ + ×  

( )2 2
1

0

12 3 2
( )

0

( ) ... ...

...

t t

t t

t h
T T hh h

t h T T hh h

e x d K e e e

e e ee d

−
−β−βγ −β − β

− + −β−β − β
− β−α γ

× γ γ + ℵ +ℵ + +ℵ + ×

ℵ ℵ ℵ× γ + + + + ≤
β β β




 

1
0

2

( )
1 ( )(1 )

( ( ) )

(1 ) ( )(1 )

t hh h

h h

h h

h h

e K ee x d
e e

e e K
e e

−−β −β
−βγ

−β −β

−β −β

−β −β

ℵ ℵ≤ γ γ + +
−ℵ β − α −ℵ

ℵ ℵ β + β − α ℵ+ = +
β −ℵ β β − α −ℵ


 

1
0

( ) .
1

t hh

h
e e x d

e

−−β
−βτ

−β
ℵ+ τ τ
−ℵ   

Тогда 

3 3
0 0

( ) ( )
t h

e x h d e x h d−βτ −βττ − τ ≤ τ − τ + 

3
0

( ) ( )
t h

h

e x h d e d−βτ −βτ+ τ − τ ≤ ψ τ τ +   

1
0

1 1
0 0

( ( ) )

( )(1 ) 1

( ( ) )
( )

( )(1 )

( ) ( ) .
1

h h

h h

t h h

h

t h th

h

e K e
e e

N e Ke x d
e

e e x d M N e x d
e

−β −β

−β −β

− −β
−βτ

−β

−−β
−βτ −βτ

−β

ℵ β + β − α ℵ ℵ+ + ×
β β − α −ℵ −ℵ

ℵ β + β − α ℵ× τ τ = + +
β β β − α −ℵ

ℵ+ τ τ ≤ + τ τ
−ℵ



 

 

Утверждение доказано. 
В дальнейшем нам понадобится следующая 

лемма. 
Лемма. Пусть неотрицательные функции 

( ), ( )v p⋅ ⋅  удовлетворяют соотношению 

( ) ( ) ( )
t

a

V t c p V≤ + τ τ τ  для 0,t >  где , 0.c R c∈ ≥  

Тогда имеет место неравенство  

( )

( )

t

a
p d

V t ce
τ τ

≤  при 0.t >  

Теорема 1. Для каждого решения 1( ),x ⋅  3 ( )x ⋅  
системы (7), (8), порожденного начальными дан-
ными (9) и кусочно-непрерывным управлением, 
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имеющим не выше, чем экспоненциальный 
рост (10), найдутся такие положительные числа 
L  и ,μ  что 

 1 3( ) , ( ) .t tx t Le x t Leμ μ≤ ≤  (11) 

Доказательство. 

( )1 1 1

1 11 1 12 3 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ( ) ( ) ( )),

d e x e x e x e
d

x e A x A x h B u

−βτ −βτ −βτ −βτ

−βτ

τ = −β τ + τ = −β ×
τ
× τ + τ + τ − + τ


 

откуда, интегрируя от 0 до t  и оценивая по 
норме, с учетом неравенства (10) и утвержде-
ния 1 получаем:  

1 10 1
0

11 1 1 12
0 0

3 1
0 0

( )
1

0 0

1
0

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) .

t
t

t t

t t

t t

t

e x t x e x d

A e x d B e u d A

e x h d e x d

K e d M N e x d

KM N e x d

−β −βτ

−βτ −βτ

−βτ −βτ

− β−α τ −βτ

−βτ

≤ + β τ τ +

+ τ τ + τ τ + ×

× τ − τ ≤ℵ+ β +ℵ τ τ +

+ ℵ τ +ℵ +ℵ τ τ ≤

ℵ≤ℵ+ℵ + + β +ℵ+ℵ τ τ
β − α



 

 

 



 

Тогда в силу леммы  

0

( )

1( ) 1 ,

t
N d

t Ke x t M e
β+ℵ+ℵ τ

−β
 ≤ ℵ + + β − α 

 

откуда 1
1 1( ) ,tx t L eμ≤  и первое из неравенств (11) 

выполняется при 

1 1, 2 .
KL L M Nℵ= = ℵ +ℵ + μ = μ = β +ℵ +ℵ

β − α
 

Докажем справедливость второго неравен-
ства в (11). 

Выберем положительное число m так, чтобы 
1( ) ( )

1max{1, , }, 1, 1.m h m hm e e− −μ − −α> μ α ℵ < ℵ <  
Умножая (8) на mte−  и оценивая по норме, с 

учетом выражения для суммы бесконечно убы-
вающей геометрической прогрессии получаем: 

(
) (

) (

3 21 1 22 3

2 21 1 22 1

22 1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ...

( ) ( )t

mt mt

mt

T mt
t

e x t e A x t A x t h

B u t e A x t A x t h

A x t T h e B u t

− −

−

−

≤ + − +

+ ≤ + − + +

+ − + +

 

)22 22( ) ... ( )tT
tA u t h A u t T h+ − + + − +  

( 11 ( )
22 1( )tT m tmt

te A t T h L e+ − −μ−+ ψ − ≤ ℵ +  

)
(

)
(

)

1 1

1 1

1

1

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) 2

( ) ( )
1

( )

...

...

( )

1 1 ...

( ) 1

t t t

t t t t

t

t

m h m t h

T m T h m t T h

m t m h m t h

T m T h m t T h Tmh

m t T h m h

Tm h

e e

e e

K e e e

e e e

e L e

e

− −μ − −μ −

− −μ − −μ −

− −α − −α − −α −

− −α − −α − −

− − − −μ

− −μ

+ ℵ + +

+ ℵ +

+ ℵ +ℵ + +

+ ℵ +ℵ ℵ ×

× ≤ ℵ +ℵ ⋅ + +

+ ℵ ⋅ +

( )

1

( ) ( )

2 21
( ) ( )

1 1 ... ( ) 1

1 1 ,
11

tTm h m h

m h m h

K e e

L K
ee

− −α − −α

− −μ − −α

+ ℵ +ℵ ⋅ + + ℵ ⋅ +

ℵ ℵ+ ℵ ⋅ ⋅ ≤ + +ℵ
−ℵ−ℵ

 

откуда 

1

2 1
3 ( ) ( )
( )

11
mt

m h m h
L Kx t e

ee− −μ − −α
ℵ ℵ ≤ ℵ + + −ℵ−ℵ 

. 

Таким образом, второе неравенство в (11) 
выполняется с 

1

2 1
2 ( ) ( )

, .
11 m h m h

L KL L m
ee− −μ − −α

ℵ ℵ= = ℵ + + μ =
−ℵ−ℵ

 

Тогда при 1 2max{ , },L L L m= μ =  соблюда-
ются оба неравенства (11), что завершает дока-
зательство теоремы 1. 

Теорема 1 дает экспоненциальную оценку 
решений системы (7), (8) (а следовательно, и си-
стемы (1), (2)), что позволяет применять к этим 
системам преобразование Лапласа.  

Рассмотрим теперь необходимые условия 
стабилизации дифференциально-разностных 
систем. 

Теорема 2. Если система является стабили-
зируемой регуляторами (4) или (5), то 

 rank 1

2

11 12 1

1 2
21 22 2

, 
n

h
n

I A A B
n n

A e I A Bλ

λ − − 
= + 

− −  
 (12) 

, Re 0.C∀λ ∈ λ >  

Доказательство. Предположим противное: 
система (1), (2) стабилизируема (регулятором (4) 
или (5)), а условие (12) не выполняется, т. е. су-
ществуют в общем случае комплексные число 

* *, Re 0,Сλ ∈ λ >  и n1- и n2-вектор-строки 1с  

и 2с  такие, что [ ]1 2, 0,c c ≠  

 
1

*

2

*
11 12 1

1 2

21 22 2

[ , ] 0.
n

h
n

I A A B
c c

A e I A Bλ

 λ − −
  =
 − − 

 (13) 

Вдоль решений системы (1), (2) имеем: 

(12) 
rank
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(

) (

)

)(

*

*

*

*

1

1 1 11 1 12 2
0

1 2 2 21 1
0

22 2 2 1 1 1 10

*
1 11 1

0

0 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

t

t

t

t

n

c e x A x A x

B u d c e x h A x

A x B u d c e x t c x

e c I A x d

−λ τ

−λ τ

−λ

−λ τ

= τ − τ − τ −

− τ τ + τ + − τ −

− τ − τ τ = − +

+ λ − τ τ −









 

* *

* *

1 12 2 1 1
0 0

2 2 2 21 1
0

( ) ( )

( ) ( )

t t

t h t
s h

h

e c A x d e c B u d

e c x s ds e c A x d

−λ τ −λ τ

+
−λ +λ −λ τ

− τ τ − τ τ +

+ − τ τ −

 

 
 

( )

* *

* * * * *

* *

1

*

* *

2 22 2 2 2 1 10
0 0

1 1 2 2 2
0

*
2 1 11 1 1

0 0

12 2 1 1
0

2 2

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

t t

t h h
t s h s h

t
t t

n

t

s h

e c A x d e c B u d c x

c e x t e c x s ds e c

x s ds e c I A x d e c

A x d e c B u d

e c x s ds e

−λ τ −λ τ

+
−λ −λ +λ −λ +λ

−λ τ −λ τ

−λ τ

−λ +λ

− τ τ − τ τ = − +

+ + − ×

× + λ − τ τ − ×

× τ τ − τ τ +

+ −

 

 

 


*

* *

* * *

2 21 1
0 0

2 22 2 2 2 1 10
0 0

( )
1 1 2 2

0

( )

( ) ( )

( ) ( )

t t

t t

h
t t h

c A x d

e c A x d e c B u d c x

c e x t e e c x t d

−λ τ

−λ τ −λ τ

−λ −λ − −λ τ

τ τ −

− τ τ − τ τ − +

+ + + τ τ −

 

 



(

)

( )

* * *

1

* *

* *

2

*
2 1

0 0

11 1 1 12 2 1 1
0 0

2 22 2
0

( )

( ) ( )

( ) ( )

h t
h

n

t t

t
h

n

e e c d e c I

A x d e c A x d e c B

u d e c e I A x d

λ −λ τ −λ τ

−λ τ −λ τ

−λ τ λ

− ψ τ τ + λ −

− τ τ − τ τ − ×

× τ τ + − τ τ −

 

 



 

( )( )

* * *

* * * *

*

1

2 21 1 2 2 1 1
0 0

( )
2 2 1 10 2

0 0

*
1 11 2 21 1

0

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

t t
t

h h
t h h

t

n

e c A x d e c B u d c e x t

e e c x t d c x e e c

d e c I A c A x d

−λ τ −λ τ −λ

−λ − −λ τ λ −λ τ

−λ τ

− τ τ − τ τ = +

+ + τ τ − − ×

× ψ τ τ + λ − − τ τ +

 

 



 

( )( )* *

22 22 1 12 2
0

( )
t

h
ne c e I A c A x d−λ τ λ+ − − τ τ −  

( )* *

1 1 2 2 1 1
0

( ) ( )
t

te c B c B u d c e x t−λ τ −λ− + τ τ = +  

* *( )
2 2 1 10

0

( )
h

t he e c x t d c x−λ − −λ τ+ + τ τ − −  

* *

2
0

( )
h

he e c dλ −λ τ− ψ τ τ +  

[ ]* 1

*

2

*
11 12 1

1 2
0 21 22 2

,
t n

h
n

I A A B
e c c

A e I A B
−λ τ

λ

 λ − −
 + ×
 − − 

  

* *
1

( )
2 1 1

(13)

( )

( ) ( )

( )

t t h
x
x d c e x t e
u

−λ −λ −

τ 
 × τ τ = + × 
 τ 

 

*

2 2
0

( )
h

e c x t d−λ τ× + τ τ −  

* *

1 10 2
0

( )
h

hc x e e c dλ −λ τ− − ψ τ τ 
* * *( )

1 1 2 2
0

( ) ( )
h

t t hc e x t e e c x t d−λ −λ − −λ τ+ + τ τ =  

 
* *

1 10 2
0

( ) .
h

hc x e e c dλ −λ τ= − ψ τ τ  (14) 

Поскольку по условию система (1), (2) ста-
билизируема, то найдется обратная связь – ста-
билизирующее управление (4), (или (5)), при ко-
тором замкнутая система (1), (2), (4) (или (1), (2), 
(5)) асимптотически устойчива, а значит, 

1lim ( ) 0,
t

x t
→+∞

=  2lim ( ) 0.
t

x t
→+∞

=  Поэтому левая 

часть в равенстве (14) стремится к нулю при 

t → +∞  в случае *Re 0,λ >  в то время как пра-
вую часть можно отграничить от нуля за счет 
выбора начальных данных. Полученное проти-
воречие доказывает справедливость утвержде-
ния теоремы 2. 

Теорема 3. Если система является стабили-
зируемой регуляторами (4) или (5), то 

 rank
2 22 2 2 , , 1.nI A B n C λ − = ∀λ∈ λ <   (15) 

Доказательство. Предположим противное: 
система (1), (2) стабилизируема (регулято- 
ром (4) или (5)), а условие (15) не выполняется, 
т. е. существуют в общем случае комплексные 

число * *, 1,Cλ ∈ λ ≥  n2-вектор-строка 2c  такие, 

что 2 0,c ≠  

 
2

*
2 22 2 0.nc I A B λ − =   (16) 

Поскольку система (1), (2) стабилизуема, 
то найдется линейная обратная связь, при кото-
рой все решения соответствующей замкнутой 
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системы со временем затухают. В силу уравне-
ния (2) вдоль импульсных решений с учетом 
условия (16) имеем: 

2 2 2 22 2 2( ) ( ( ) ( ))c x kh h c A x kh B u kh+ = + =  
* * 1

2 2 2( ) ... ( ) (0),kc x kh c+= λ = = λ ψ  

поэтому 

1*
2 2 2( ) (0) .

k
c x kh h c

+
+ = λ ψ  

Как и при доказательстве теоремы 2, заклю-
чаем, что левая часть последнего равенства при 
неограниченном возрастании времени стре-
мится к нулю, а правая нет (при подходящем вы-
боре значения (0)).ψ  Полученное противоречие 
завершает доказательство теоремы 3. 

В работе [17] показано, что необходимое 
условие стабилизации скалярных дифференци-
ально-разностных систем с помощью регуля-
тора с интегральными составляющими типа 

свертки является одновременно и достаточным. 
Получены условия стабилизации системы про-
стейшим регулятором. Приведен пример си-
стемы, для которой не существует простейшего 
регулятора, позволяющего ее стабилизировать, 
но находится регулятор с интегральными эле-
ментами. 

Заключение. В работе проведена экспонен-
циальная оценка роста решений стационарных 
линейных гибридных дифференциально-раз-
ностных систем, таким образом, обоснована воз-
можность применения к ним преобразования 
Лапласа. Доказаны необходимые условия стаби-
лизации указанных систем линейной обратной 
связью в виде простейшего регулятора и регуля-
тора с интегральными составляющими типа 
свертки. Результаты являются теоретическим 
обоснованием исследования качественных 
свойств как многомерных, так и скалярных диф-
ференциально-разностных систем, которые опи-
сывают реальные системы управления. 
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ON SOLVING COHERENT DYNAMICS EQUATIONS WITH DISCRETE MATHEMATICS 
METHOD FOR QUANTUM SYSTEMS UNDER LASER EXCITATION 

Molecular coherent excitation calculations are performed using a simple model of quantum 
N + 1-levels systems. An exact solution of the corresponding system of differential equations is obtained 
without their integration. For this, the discrete Fourier transform is applied: the sought-for functions – 
probability amplitudes ( )na t  of a quantum system are represented with Fourier images ( ),nF ω  i.e. spectra 

that are described by some corresponding system of discrete orthogonal polynomials. Fourier spectra are 
calculated using the polynomials constructed. We find the required ( )na t  by calculating the final sum from 

0  to N. Based on a one-to-one correspondence: polynomial characteristics vs equations coefficients, we 
find all the characteristics of quantum systems, the dynamics of which are described by the obtained solu-
tion. The construction of various polynomial systems of a discrete variable makes it possible to obtain 
solutions for quantum systems with various characteristics, including systems with non-equidistant ar-
rangement of energy levels, which are typical for real molecules. 

Key words: coherent laser excitation of quantum systems, Fourier spectra, discrete orthogonal poly-
nomials in Fourier space, exact solutions of differential equations systems. 

Introduction. One of the unique properties of 
laser radiation is its ability, acting on molecules, 
atoms, crystals, to translate them into a special state 
of quantum coherence, which differs sharply from 
classical states. New states are obtained by exciting 
the medium with ultrashort pulses. Media in a quan-
tum coherent state can be used for a number of new 
technologies: quantum computing, quantum com-
munication lines, reliable encryption of infor-
mation, laser control of chemical reactions, to create 
selectively excited molecules in order to study their 
spectral properties and rates of intramolecular redis-
tribution energy in them etc. One of the problems in 
the implementation of these technologies is the 
preservation of quantum coherence of the medium, 
since coherence is rapidly destroyed. Decoherence 
occurs during the interaction of a quantum system 
with the environment, including measuring setup. 
A lot of literature is devoted to theoretical and ex-
perimental investigation of media in states of quan-
tum coherence, methods for their production, con-
servation and control of their characteristics [1–4]. 
Nevertheless, many unsolved problems remain, in 
particular, with obtaining exact solutions of quan-
tum equations and developing analytical methods 
for constructing solutions that describe the process 
of coherent excitation of quantum systems under 
various conditions. 

This paper describes a new approach to the con-
struction of exact solutions of equations of a certain 
type, describing the indicated process occurring un-
der the action of a constant amplitude laser pulse. It 
allows one to obtain an analytical solution for the dy-
namics of various quantum systems, including those 
having a non-equidistant arrangement of energy 
levels and when excited by radiation with a carrier 

frequency that is not in exact resonance with the 
transition eigenfrequencies of the quantum system. 
In the work, the solution algorithm is illustrated 
with a simple example – a system with a few energy 
levels, but it allows a natural generalization. The 
method is “spectral”. It is based on the transition 
from the sought-after functions 0{ ( )}N

na t  of time, 
the probability amplitudes of a N + 1-level quantum 
system to their Fourier images 0{ ( )} ,N

nF ω  Fourier 
spectra. In this case, the discrete Fourier transform 
is used, that is, the spectral space is discrete. This is 
natural, since the amplitudes are periodic functions 
of time when N < ∞. The paper considers systems 
with a uniform space, i.e. spectra are function of 
a discrete argument given on a uniform grid. This 
restriction is not fundamental. It is also shown 
that the Fourier spectra are expressed in terms 
of orthogonal polynomials; they are used to con-
struct a solution of differential equations of the 
type under consideration. Polynomials are given 
in the Fourier space of the probability amplitudes 
of a quantum system. The algorithm for construc-
ting the solution is simple. Constructing a certain 
sequence of discrete orthogonal polynomials cor-
responding to a quantum system, we construct 
spectra, calculate probability amplitudes, and find 
the distribution of the quantum system by energy 
levels. Further, using the connections between 
the characteristics of the polynomials and the co-
efficients of the differential equations, we find 
these coefficients and determine the characteris-
tics of the excited quantum systems, for which 
a solution is obtained, that describes their cohe-
rent dynamics. 
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The excited medium model and dynamic 
equations. The model is a quantum system contain-
ing 1N +  energy levels 0 1, , ..., NE E E  (N  is a na-
tural number). Radiation cosωτλ λ E  turned on at the 
moment τ = 0 has constant amplitude λE  and fre-
quency ωλ  and causes transitions between neigh-
boring levels. Each transition 1n nE E−   is charac-
terized by its eigenfrequency 1( ) /n n nE E −ω = − ħ 
and dipole moment 1,n n n−μ ≡μ  describing the in-
tensity of the interaction of the transition with radi-
ation. The radiation frequency may not coincide 
with the eigenfrequency of the transition, so the 
transition may also have a frequency detuning 
∆ .n nω =ω −ωλ  Thus, each n-th transition is de-
scribed by quantities , ,n nμ ω  ∆ .nω  

The Schrödinger equation, which describes the 
dynamics of coherent excitation, for such problems 
is written not for the wave function, but for com-
plex-valued probability amplitudes ( )na t  of detec-
ting a system at a level n  at a time τ during excita-
tion [5]. In dimensionless variables, such a system 
of equations has the form 

 1
1 1 1;

n ni t i tn
n n n n

da f e a f e a
dt

+−ε ε
+ + −− = +  (1) 

0,( 0) ; 0, 1, ..., .n na t n N= =δ =  

This widely used method of the semiclassical 
description of the process by equations (1) is 
called the resonance approximation, or the rota-
ting field method [4–6]. In this model, the terms 
containing the frequencies ω ωn + λ are omitted, 
which practically does not affect the dynamics. 
Here, the dimensionless function of dipole mo-
ments nf ; 1 1f =  with respect to the moment of 
the first transition 0 1↔  is introduced, 

1 .n nfμ =μ  It characterizes all the transitions of a 
quantum system interacting with radiation. The 
usage of the Rabi frequency Ω 1 / 2R =μ λE ħ of the 
first transition allows the introduction of dimen-
sionless time t =ΩRτ and frequency detunings 

( ) /n nε = ω −ωλ ΩR  at the transitions. As a re-
sult, a quantum system is characterized by a pa-
rameter N – the number of transitions interacting 
with radiation and two sets of quantities , ;n nf ε  
they are the coefficients of equations (1); the 
number of equations (1) is N + 1. The experimen-
tally measured quantities are the populations of 
energy levels *( ) ( ) ( )n n nt a t a tρ =  forming a dis-
crete statistical distribution. Building a discrete 
distribution is the ultimate goal of calculations. 
The study of its dependence on the characteristics 
of the process, the properties of the quantum sys-
tems and radiation opens the way to controlling 

the process of coherent excitation of molecules 
and atoms and to its technological use. 

Differential equation system solving. The al-
gorithm for solving the problem is simple and phy-
sically clear. We apply the discrete Fourier trans-
form to equations (1), passing from the functions 

( )na t  with the continuous argument to the discrete 
Fourier space of these functions, that is to their spec-
tra ( )nF ω – the functions of the discrete argument. 
Indeed, ( )na t  are time-periodic functions of time if 
N < ∞. The solution to the system of differential 
equations (1) is sought in the form 

0

( ) ( )
N

ni s t i t
n na t e F e

ω
ω

ω=ω
= ω =∑ %  

 
0

( ) .n
N

i s t i r xt
n

x
e F x e

=
= ∑  (2) 

Further simplest case – a uniform Fourier space 
is considered, i.e. Fourier frequencies are equidis-
tant: ;r xω =  0, 1, ..., .x N=  Constants ns  and r  
in (2) will be defined below. We also assume that 
discrete Fourier spectra are as follows 

 0ˆ ˆ( ) ( ) ( ); , 0,1, , ,n nF x x p p x n x N=σ = Κ  (3) 

i.e. they are expressed in terms of a certain sequence 
of discrete polynomials 0{ ( )}N

n np x =  in this space, and 
they correspond, are adequate to the quantum systems 
under consideration as well as to the equations (1). 
The presence 0p̂  in (3) is due to the initial conditions 
for equations (1) – at the moment 0t =  the systems 
are in the ground energy state. The polynomials are 
normalized and orthogonal 

 ,
0

ˆ ˆ( ) ( ) ( )
N

m n m n
x

x p x p x
=
σ =δ∑  (4) 

with discrete weight function ( ).xσ  
The most important property of orthogonal po-

lynomials is the three-term recurrence relation 

 1 1 1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n nf p x f p x rx s p x+ + −+ = +  (5) 

which is satisfied by the polynomials of both con-
tinuous and discrete arguments [7–9]. Here it is 
written in an unconventional, but equivalent form, 
with normalization 1 1.f =  To study or construct a 
sequence of orthogonal polynomials means to know 
not only their explicit form, but also the weight 
function and the recurrence relation. This infor-
mation is available in the corresponding sources for 
polynomials. To date, a huge “zoo” of various or-
thogonal polynomials, classical and new ones, has 
been created [9]. Continuous polynomials are 
widely used in various fields of science and techno-
logies, discrete polynomials are used much less often. 



14 On solving coherent dynamics equations with discrete mathematics method for quantum systems 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2020 

Earlier, we used some classical polynomials of 
continuous and discrete variables to construct ana-
lytic solutions of the equations describing coherent 
excitation of multilevel quantum systems [10–12]. 
A number of results were obtained, including in-
teresting ones for physical applications. The clas-
sical discrete polynomials (Charlier, Kravchuk) 
turned out to be especially meaningful in compari-
son with the polynomials of a continuous argu-
ment. So, the solutions describing the excitation of 
both basic models of quantum physics – a har-
monic oscillator and a two-level system, were con-
structed using Kravchuk polynomials. The dyna-
mics of these systems is described by the same sta-
tistical (binomial) energy distribution (populations 
of energy levels) at any time while radiation is in 
effect, and with any detuning of the radiation fre-
quency from the eigenfrequencies of the quantum 
system [12]. 

A “drawback” of using classical polynomials 
for the problem under discussion was that they led 
to solutions describing the excitation of quantum 
systems with equidistant energy levels. However, it 
is important to try to build exact solutions for the 
dynamics of more real models, since molecules and 
atoms, as a rule, have levels that are non-equidis-
tant. In addition, radiation interacts with a finite 
number of transitions between levels. This, in par-
ticular, explains the motivation for the work pre-
sented here. 

If well-known polynomials are used, then their 
weight function and the coefficients of the recur-
rence relation (5) are known. But it is possible to 
construct new discrete polynomials by defining, set-
ting in advance, for example, a weight function, and, 
using the well-known procedure, and determine the 
coefficients of the recurrence relation [7–9]. Then 
the probability amplitudes are found by calculating 
the final sum (2). The desired solution is obtained 
without integration, using finite discrete mathema-
tics. Thus, by setting a discrete set of Fourier fre-
quencies and a weight function, we construct a se-
quence of polynomials, calculate the Fourier spectra 
according to formula (3) and find a solution of equa-
tions (1) according to formula (2). It can be seen that 
the probability amplitudes are spectrally bounded 
functions if N < ∞. The constructed solution de-
scribes the coherent dynamics of some N + 1-level 
quantum systems. 

Dynamical equations coefficients and 
quantum systems characteristics. Now it is 
easy to determine the coefficients of equations (1), 
the solution of which is constructed, and to deter-
mine the characteristics of systems whose dy-
namics are described by this solution (see Exam-
ple below). That is the assumption (3) can be con-
firmed. Substituting (2), (3) into the equations (1) 
gives:  

 

1 1

1

( ( ))
1 1

( ( ))
0 1

0

ˆ ( )

ˆ ˆ( ) ( ) 0.

ˆ( ) ( )

n n n

n n n

i s s t
n nN

i s s ti r xt
n n

x
n n

e f p x
x p e e f p x

r x s p x

+ +

−

− ε − −
+ +

ε − −
−

=

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪σ + =⎨ ⎬
⎪ ⎪

− +⎪ ⎪⎩ ⎭
∑  (6) 

Expression (6) is satisfied if 

 1 1 1

1 1 1

; ;

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ).
n n n n n n

n n n n n n

s s s s
f p x f p x rx s p x

− + +

+ + −

ε = − ε = −
+ = +

 (7) 

A comparison of recurrence relations (5) and (7) 
proves that (2), (3) is a solution of equations (1) if 
the polynomials in (3) that determine the Fourier 
spectra are related to the coefficients of equations (1) 
as follows 

 1; ,n n n n nf f s s −= ε = −   (8) 

where ,n nf ε  and r  in (2) are the coefficients of the 
recurrence relation for polynomials. The one-to-one 
correspondence between the coefficients of the dy-
namical equations and the characteristics of the pol-
ynomials shows that the system of equations corre-
sponds to a certain sequence of polynomials with its 
weight function and recurrence relation. This allows 
one to solve the inverse problem – based on polyno-
mials one can construct a solution that describes the 
coherent excitation of the corresponding quantum 
systems, the dynamics of which are described by 
equations (1). Next example shows how this method 
works, using discrete orthogonal polynomials and 
without using integration of quantum dynamical 
equations (1). 

Example. Here we use the well-known method 
for constructing a sequence of orthogonal polyno-
mials based on a preset weight function [7–9]. Con-
sider the simplest case – three-level quantum sys-
tems ( 2).N =  Let the weight function of polynomi-
als have the form 

 
2

0

( ) {0.2; 0.3; 0.5}; ( ) 1.
N

x
x x

=

=
σ = σ =∑  (9) 

The weight function moments 
1 3

0

( )
N

k
k

x
c x x

+ =

=
= σ =∑

{1; 1.3; 2.3; 4.3}=  are special determinants ele-
ments that give rise to the sequence of three non-
normalized orthogonal polynomials 

 
0

1

2
2

1;

( ) 1.3;

( ) 0.61 1.31 0.3.

p
p x x

p x x x

≡
= −

= − +

  

The squares of their norms are as follows: 

 2 2 2
0 1 21; 0.61; 0.0732;d d d= = =    

these are exact results. The normalized polynomials 
have the following form ˆ ( ) ( ) / .n n np x p x d=  Next, 
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the coefficients of the recurrence relation (5) can be 
obtained 

 

2
2 4

1 1

0 1 23 3
1 1 1

1
; ;

1.3 0.517 0.52
; ; .

dr f
d d

s s s
d d d

= =

= − = − = −
 (10) 

These exact data determine the parameters of 
quantum systems:  

1 2

0.0732
1; 0.727,

0.3721
f f= = ≈  

i.e. the second transition interacts with radiation 
slightly. Frequency detunings at transitions are non-
equal 

 1 1 0 2 2 13 3
1 1

0.276 0.003
; .s s s s

d d
ε = − = + ε = − = −  (11) 

The radiation frequency almost coincides with 
the eigenfrequency of the second transition and dif-
fers noticeably from the frequency of the first tran-
sition. The energy levels are located non-equidis-
tantly, and the detunings have different signs. 

Equations solution and a discrete level distri-
bution function of particles. Using formulas (3) 
and (2), we calculate the Fourier spectra and proba-
bility amplitudes, i.e. obtain the solution of equa-
tions (1) 

 

0

1

2

1 2
0 0

1 2
1 1

1 2
2 2

(0.20 0.30 0.50 );

( 0.26 0.09 0.35 );

(0.06 0.12 0.06 ).

i s t i r t i r t

i s t i r t i r t

i s t i r t i r t

a e d e e
a e d e e
a e d e e

− ⋅

− ⋅

− ⋅

= + +

= − − +

= − +

 (12) 

Energy level populations 

0

1

2

0.38 0.42cos 0.2cos2 ;

1
(0.1982 0.0162cos

0.61
0.1820cos2 );

1
(0.0216 0.0288cos

0.0732
0.0072cos2 ),

rt rt

rt

rt

rt

rt

ρ = + +

ρ = − −

−

ρ = − +

+

 

i.e. energy distribution discrete function can be pre-
sented in an equivalent, more convenient form 

 

2 2
0

2
1

2 2
2

0.2 0.61(0.9 2.1φ 2φ );

0.2 (1 φ)(1.901 1.82φ);

0.2 0.6(1 φ) ;

φ cos .

r
r

r
rt

ρ = ⋅ + +

ρ = − +

ρ = ⋅ −
=

 (14) 

Figure shows time dependence of populations of 
energy levels. 

Three-level quantum systems, the dynamics 
of which are described by the solution (12) and 
distribution function (14). Let us consider in more 
detail what the proposed and used algorithm gives, 
and the dynamics of which three-level systems it de-
scribes for a given weight function ( )xσ  (9) that 
does not contain parameters. 

 

Figure. The dependence of the populations 
of a three-level quantum system on time: 

0 1 2, ,ρ ρ ρ  – dashed, dot-dashed, solid lines 

Let some system (#1) with dipole moments (#1)
1μ  

and (#1) (#1)
2 2 1fμ = μ  and frequencies (#1)

1ω  and (#1)
2ω  

of transitions be excited by radiation with amplitude 
(#1)

λE and carrier frequency (#1).ωλ  And let the dyna-
mics of this system be described by the distribution 
function (14). We take radiation of a different ampli-
tude (#2) (#1),k=λ λE E  changed at k  times. What 
should be the characteristics of a system (#2) so that 
its dynamics is identical to the dynamics of the sys-
tem (#1)? The answer is obvious: the system (#2) 
must have (#2) (#1) (#2) (#1)

1 1 2 2/ , / .k kμ =μ μ =μ  In-

deed, then the Rabi frequency 1Ω
2R

μ
=

π
λE  of the 

systems (#1) and (#2) will be the same, as well as the 
“proper” time Rrt rΩ= τ (where τ is the time in se-
conds), and the process speeds are the same. The po-
pulation 2ρ  peaks occur at the same moment maxτ  in 

both processes, when max .Rr Ωτ =π  And the value 

2
2 max

0.48
0.48 0.7869

0.61
rρ = = ;  

will also be the same. There are infinitely many 
such systems. They have different 1,μ  each is ex-
cited by radiation of the corresponding amplitude, 
have the same Rabi frequencies, the same (identi-
cal) dynamics. An algorithm implemented with 
a given function ( )xσ  that does not contain free 
parameters “selects” many systems with identical 
dynamics. 
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In addition to dipole, power characteristics all 
systems and radiation have frequency characteris-
tics. They form two dimensionless quantities 

 1 2
1 2; ,

R RΩ Ω
ω −ω ω −ω

=ε =ελ λ  (15) 

where 1 2,εε  are constants. We will show now that 
the algorithm and solution (14) contain many sys-
tems whose dynamics are similar with the coefficient 
of similarity k  to the dynamics of the system (#1). 
Systems (#2) have Rabi frequency (#2) (#1)

R RkΩ Ω=  
changed several times due to changes in the field am-
plitude, but the dipole moments coincide with the 
moments of the system (#1). There are also infinitely 
many such systems, expression (14) is still their dis-
tribution function, and its plot in coordinates popula-
tion – time is compressed ( 1)k >  or stretched 
( 1)k <  compared to the plot in Figure. What are the 
characteristics of these systems with k-like dyna-
mics? These are systems with modified natural fre-
quencies 1ω  and 2.ω  Since 1 2,εε  are constants, 
when the Rabi frequency changes, condition (15) can 
be fulfilled in this way. For example, for 1ε we obtain 

(#1)
(#1) 1
1 (#1)

RΩ
ω −ω

ε = =λ  

(#2)
(#2) 1
1 (#1)

.
RkΩ

ω −ω
=ε = λ  

This implies 

 
(#2) (#1) (#1)
1 1 1

(#2) (#1) (#1)
2 2 2

( 1) ( );

( 1)( ).

k
k

ω =ω + − ω −ω

ω =ω + − ω −ω
λ

λ

 (16) 

The second expression in (16) is obtained simi-
larly. Systems (#2) with such a change in the transition 
frequencies have a k-like dynamics, regardless of 
which of the two methods the Rabi frequency has 
changed. The similarity coefficient can be any positive 
number 0 k< < ∞  if conditions (15) and (16) are sa-
tisfied. More complicated cases are possible when the 
systems have a k-like dynamics, and condition (15) 
is fulfilled while changing both the frequencies of the 
transitions and the frequency of the radiation. 

Thus, the proposed and used algorithm leads to 
the consideration of quantum systems “dressed” by 
the radiation field, since the coefficients of equa-
tions (1) include physical parameters that characte-
rize both the quantum system and electromagnetic 
radiation. The algorithm allows us to construct a so-
lution, determine systems with similar dynamics, 
and shows that there are infinitely many such sys-
tems, their dynamics is described by solution (12) 
and distribution function (14). There is an extensive 
family containing quantum systems having different

dipole moments, level arrangements, excited by dif-
ferent frequencies and amplitudes of radiation, pos-
sessing similar (universal) coherent dynamics. The 
algorithm made it possible to discover the property 
of similarity of dynamics, to distinguish such fami-
lies, to build a single analytical solution for their dy-
namics. 

The algorithm can be generalized with using 
other discrete functions as a weight function or in-
troducing additional parameters for ( ).xσ  In [13] 
for the first time an additional parameter a  was in-
troduced into the weight function. A corresponding 
analytical solution is constructed that describes the 
dynamics of a one-parameter family of quantum 
three-level systems with non-equidistant energy 
levels. In addition the family has three systems with 
equidistant energy levels when 0a =  and 

1 / (2 3)a = ±  as well. 
Obviously, it is possible to include quantum sys-

tems whose probability amplitudes have a non-uni-
form Fourier space, which corresponds to orthogo-
nal polynomials with a non-uniform grid. 

Conclusion. For the first time it has been 
shown that to solve the system of equations under 
consideration it is possible not to be limited to 
known polynomials, but to build “any” discrete 
orthogonal polynomials, which significantly ex-
pands the capabilities of the proposed algorithm 
that does not require integration, but use discrete 
mathematics. 

An example of constructing a sequence of dis-
crete polynomials is given, a solution is obtained for 
a number of three-level quantum systems and their 
characteristics are determined. This solution de-
scribes the dynamics of quantum systems with a 
non-equidistant arrangement of energy levels. Such 
a model is closer to real molecules. 

For quantum systems with a large number of 
transitions interacting with radiation a computer al-
gebra system, for example, “Mathematica” can be 
used. 

It is shown that there are many quantum systems 
with k-like dynamics among all systems described 
by equations (1). 

The solution of the equations of coherent dy-
namics of quantum systems by the method de-
scribed above has required knowledge in several 
areas of mathematics: not only the theory of dif-
ferential equations, but also the Fourier transform 
and Fourier spectra, orthogonal polynomials of a 
discrete variable defined in Fourier space, and 
their properties, statistical distribution functions, 
i.e. probability theory. This applies equally to sci-
entific work and to education, university and even 
school. 

An educated person is a carrier of fundamen-
tal deep and versatile knowledge about nature and 
culture. 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ КОМПЕТЕНТНОСТЬ ИНДИВИДА – НЕОБХОДИМОЕ УСЛОВИЕ 
ИННОВАЦИОННОГО РАЗВИТИЯ ОБЩЕСТВА 

В противовес устоявшемуся технико-технологическому взгляду на математику эта дисци-
плина представлена в статье со стороны ее качественных характеристик. Показана способность 
математики оказывать активное влияние на социализацию личности и ее мировоззренческую 
адаптацию к социальным реалиям ХХI в. Сделан вывод о необходимости повышения математи-
ческой компетентности индивида и общества в целом как одном из важнейших условий реализа-
ции инновационного курса белорусского государства. 

Ключевые слова: индивид, математика, математическая компетентность, математическая 
школа в Беларуси, гуманизация социума. 

T. I. Adulo1, I. K. Asmykovich2 
1Institute of Philosophy of the National Academy of Sciences of Belarus 

2Belarusian State Technological University 

MATHEMATICAL COMPETENCE OF THE INDIVIDUAL IS THE NECESSARY CONDITION 
OF INNOVATIVE DEVELOPMENT OF SOCIETY 

In contrast with the common technical-technological view of mathematics, this discipline is pre-
sented in the article from the side of its quality characteristics. There was showed the ability of mathe-
matics to influence actively the socialization of personality and their worldview adaptation to social re-
alities of the XXI century. There was made the conclusion about the need to increase mathematical com-
petence of the individual and society in general as one of the main conditions of implementation of the 
innovative course of the Belarusian state. 

Key words: individual, mathematics, mathematical competence, mathematical school in Belarus, 
humanization of society. 

Введение. В последнее время в научную 
среду, экономическую и политическую сферы 
все активнее входят такие понятия, как цифро-
вая реальность, цифровая экономика, цифровой 
человек, цифровое общество. В Москве на базе 
Посольства Беларуси в России проходят ежегод-
ные Белорусско-российские научно-практиче-
ские конференции «Проектирование будущего и 
горизонты цифровой реальности». О чем это 
свидетельствует? Прежде всего, о радикальном 
изменении конфигурации самой социальности, 
о возрастании значимости математического зна-
ния, математического аппарата в решении эко-
номических и антропологических проблем. Эта 
возросшая потребность в математике не корре-
лируется, к сожалению, с реальным интересом 
школьников, молодых людей к математиче-
скому знанию. В большей степени их интере-
сует история, право, менеджмент. Как-то испод-
воль ослаб интерес к математике и у старшего 
поколения. А ведь в 60-x гг. прошлого века ма-
тематика и физика были на первых местах по 
своему социальному статусу, фактически опре-
деляли стратегию научного и технологического 
развития страны, служили ее базой. Думается, 

настало время более ответственно отнестись 
к математике как к той дисциплине, без опоры 
на которую может стать проблематичной реали-
зация намеченной масштабной программы ин-
новационного развития Беларуси. 

Основная часть. Математику традиционно 
представляют в чисто технико-технологическом 
плане – чаще всего в виде востребованного обще-
ством инструмента его практически-преобразо-
вательной деятельности. Но эта точка зрения, 
мягко говоря, не соответствует историческим ре-
алиям. Достаточно обратиться лишь к отдельным 
фактам, чтобы убедиться в ее ограниченности 
и неадекватности действительности. Скажем, 
древнегреческий мыслитель Пифагор занимался 
математическими расчетами. Следовательно, его 
можно было бы принять за «чистого матема-
тика», что нередко и случается. На самом деле, 
Пифагор был математиком лишь отчасти. Глав-
ным образом он – авторитетный древнегреческий 
философ, религиозный реформатор, основатель 
и жесткий руководитель религиозно-философ-
ского братства в Кротоне (Южная Италия). Для 
него за цифрами стояли не только и, скорее всего, 
не столько чисто количественные отношения 
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бытия. За ними скрывались накопленный 
древними египтянами и греками социальный 
опыт и преломленный в его сознании окружаю-
щий мир в виде «музыкально-числовой струк-
туры космоса, символически выражаемой 
в “тетрактиде” (“четверице”), т. е. сумме первых 
четырех чисел 1 + 2 + 3 + 4 = 10, содержащей 
основные музыкальные интервалы: октаву (2:1), 
квинту (3:2) и кварту (4:3)» [1, с. 495].  

В схожем ключе рассуждал французский 
мыслитель Рене Декарт. Он отмечал: «И действи-
тельно, нет ничего более бессмысленного, чем за-
ниматься голыми числами и воображаемыми фи-
гурами... Когда же потом я подумал, откуда же 
повелось, что некогда первые создатели филосо-
фии не хотели допускать к изучению мудрости 
кого-либо несведущего в математике, как будто 
эта дисциплина казалась им самой легкой из всех 
и совершенно необходимой для того, чтобы про-
светить и подготовить умы к освоению других, 
более возвышенных наук, я вполне утвердился 
в подозрении, что они знали некую математику, 
весьма отличную от общепринятой математики 
нашего времени» [2, с. 88–89]. 

На качественную сторону чисел нацеливал 
внимание исследователей Ф. Энгельс. «Число, – 
указывал он, – есть чистейшее количественное 
определение, какое мы только знаем. Но оно 
полно качественных различий. …Ничто не вы-
глядит проще, чем количественная единица, и ни-
что не оказывается многообразнее, чем эта еди-
ница, коль скоро мы начнем изучать ее в связи 
с соответствующей множественностью, с точки 
зрения различных способов происхождения ее 
из этой множественности» [3, с. 573–574]. В це-
лом же качественную сторону чисел отстаивали 
прежде всего философы и «философствующие» 
математики. 

И относительно «некой математики», отлич-
ной от «общепринятой математики», на что ука-
зывал Р. Декарт. Думается, что такой матема-
тики не существует в природе. Есть одна дисци-
плина под названием «математика». Речь идет 
об ином – о различной трактовке ее предмета, 
ее места и значимости в социуме в конкретные 
исторические эпохи, если мы ее рассматриваем 
в социальном аспекте и с диалектической пози-
ции. А именно в таком ключе мы и попытаемся 
представить математику в данной статье. 

Для начала – беглый исторический экскурс. 
В древности математические знания формирова-
лись в процессе освоения человеком мира и вы-
ступали в качестве важнейшего инструмента его 
преобразования. Как и другие формы знания, они 
представляли собой один из сегментов целост-
ного человеческого знания о мире, т. е. филосо-
фии. В дальнейшем математические знания вы-
делились из лона философии в специфическую 

самостоятельную дисциплину со своими, 
особыми объектом, предметом и методами ис-
следования. Тем не менее философы не утра-
тили интереса к математике, как и математики 
к философии. Это объяснимо: и философы, и ма-
тематики в качестве объекта мыслительной дея-
тельности берут, по большому счету, не что-то 
частное, локальное, ограниченное, а мир в це-
лом, пытаясь постичь его сущность, для чего 
разрабатывают специальные методы. Примеров 
своеобразного синтеза философского и матема-
тического мышления множество, начиная с Пи-
фагора, Платона, Аристотеля и заканчивая ака-
демиками В. А. Садовничим и А. А. Акаевым, 
под руководством которых в Институте матема-
тических исследований сложных систем МГУ 
имени М. В. Ломоносова не так давно был реа-
лизован фундаментальный социальный проект 
в области прогнозирования динамики развития 
мировой и российской экономик. 

Много внимания философско-теоретиче-
скому осмыслению математики уделяли 
И. Кант, К. Маркс, Ф. Энгельс, не говоря уже 
о таких мыслителях-энциклопедистах, как 
И. Ньютон и Г. В. Лейбниц. Например, К. Маркс 
использовал математику не только в качестве 
важнейшего инструмента постижения сущности 
и раскрытия тайн капитализма. Не многие знают 
о том, что на протяжении многих десятилетий, 
вплоть до конца жизни, она стала для него особым 
объектом теоретического анализа, самостоятель-
ным направлением научно-исследовательской ра-
боты. Рукописи К. Маркса по математике [4] 
составляют свыше тысячи страниц, а объектом 
изучения стали для него аналитическая геомет-
рия, алгебра, математический анализ. В первую 
очередь К. Маркса интересовало дифференци-
альное исчисление. В его рукописях нашли от-
ражение понятие производной функции, сущ-
ность дифференциала и история основных мето-
дов дифференциального исчисления, которую 
он разбил на три этапа – «мистическое диффе-
ренциальное исчисление» (Ньютон и Лейбниц), 
«рациональное дифференциальное исчисление» 
(Эйлер и Даламбер) и «чисто алгебраическое 
дифференциальное исчисление» (Лагранж) 
[4, с. 137–189]. Несомненно, математика потре-
бовалась К. Марксу в первую очередь для разра-
ботки основ политической экономии. Что каса-
ется дифференциального исчисления, то, пожа-
луй, главной причиной интереса мыслителя 
к нему явилось желание разобраться в его мето-
дологических основаниях, поскольку сами мате-
матики в них совершенно запутались. И, кроме 
того, «переход от элементарной математики 
к математике переменных величин по самому 
своему существу должен был носить диалекти-
ческий характер, а Маркс и Энгельс считали 
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своим долгом показать, как применяется мате-
риалистическая диалектика не только в обще-
ственных науках, но и в естествознании и мате-
матике» [4, с. 6]. 

Не меньший интерес к истории и теории ма-
тематики проявлял Ф. Энгельс. Он увязывал 
процесс ее возникновения с практическими по-
требностями людей и в этой связи подверг аргу-
ментированной критической оценке позицию 
Е. Дюринга, который «вдохновенно воспел неза-
висимость чистой математики от эмпирического 
мира, ее априорность, ее оперирование продук-
тами свободного творчества и воображения ума» 
[5, с. 39]. Ф. Энгельс пришел к выводу о наличии 
двух противоположных точек зрения на матема-
тику, с одной стороны, как на чистую матема-
тику, возникшую из чистого мышления, именно 
ее отстаивал Е. Дюринг, а с другой – как на со-
вершенно эмпирический продукт. Немецкий фи-
лософ не разделял ни одну из представленных то-
чек зрения. Он считал математику продуктом 
диалектической мысли, базирующейся на эмпи-
рической базе. «Над всем нашим теоретическим 
мышлением, – подчеркивал он, – господствует 
с абсолютной силой тот факт, что наше субъек-
тивное мышление и объективный мир подчи-
нены одним и тем же законам и что поэтому они 
и не могут противоречить друг другу в своих ре-
зультатах, а должны согласоваться между собой» 
[3, с. 581]. И далее продолжал: «Тайна, окружаю-
щая еще в наше время те величины, которые при-
меняются в исчислении бесконечно малых, – 
дифференциалы и бесконечно малые разных по-
рядков, – является лучшим доказательством того, 
что все еще распространено представление, 
будто здесь мы имеем дело с чистыми “продук-
тами свободного творчества и воображения” че-
ловеческого духа, которым ничего не соответ-
ствует в объективном мире. И тем не менее спра-
ведливо как раз обратное» [3, с. 582]. 

Именно подчиненность субъективного мыш-
ления и объективного мира одним и тем же зако-
нам позволяет использовать математику для 
осмысления социальных процессов и эффектив-
ного воздействия на них. Правда, отмечая значи-
мость математики для исследования социума (это 
касается в первую очередь использования ее ин-
струментария при проведении эмпирических со-
циологических исследований) и практического 
решения его отдельных проблем в виде разраба-
тываемых различного рода математических мо-
делей прогнозирования экономических в целом 
и демографических в частности процессов, хоте-
лось бы обратить внимание на то, что она, в ко-
нечном счете, выполняет хотя и важную, но все 
же не главную роль в постижении современной 
социальности. Об этом приходится, к сожале-
нию, говорить, поскольку и ранее (примером 

может служить деятельность уроженца Бела-
руси А. А. Богданова (А. А. Малиновского) по 
созданию метанауки в виде тектологии – всеоб-
щей организационной науки), и сейчас предпри-
нимаются попытки подменить философию с ее 
диалектическим методом своеобразным симби-
озом технических дисциплин в виде синерге-
тики, трибофатики, тринитарной теории. 

В Беларуси математика имеет свою нацио-
нальную историю. За условную точку отсчета ее 
истории можно принять открытие в 1579 г. по 
привилегии короля Польши Стефана Батория 
Виленского университета с философским и тео-
логическим факультетами (официальное назва-
ние – Академия и университет виленского Об-
щества Иисуса (Almae Academia et Universitas 
Vilnensis Societatis Jesu)). В ту историческую 
эпоху город Вильно был столицей мощного ев-
ропейского государства, называвшегося Вели-
ким княжеством Литовским, Русским и Жемойт-
ским, неотъемлемой частью которого были и бе-
лорусские земли. Безусловно, математика как 
дисциплина в университете не преподавалась. 
Но на философском факультете изучалась ло-
гика, причем в течение всего первого курса. 
И хотя она выстраивалась в русле схоластизиро-
ванного Аристотеля, тем не менее, способство-
вала формированию у слушателей логического 
мышления. Кстати, учебник логики теолога-поле-
миста этого учебного заведения Мартина Смиг-
лецкого был широко известен в Европе, активно 
использовался в иезуитских школах (даже в Сор-
бонне) и неоднократно переиздавался в Европе. 
В дальнейшем в Гродно, Полоцке, Витебске, Пин-
ске и других городах Беларуси были учреждены 
иезуитские коллегии, в которых также изучался 
схоластизированный аристотелизм. 

Освоение математики как дисциплины, 
а также целого ряда естественнонаучных дисци-
плин стало возможным в Виленском универси-
тете в более поздние эпохи, начиная со второй 
половины ХVIII в., когда создались условия для 
постепенного преодоления схоластического ми-
ровоззрения, а конкретнее – после упразднения 
ордена иезуитов в 1773 г. Упомянем и о том, что 
выходцы из Беларуси имели возможность полу-
чать образование в европейских университетах, 
где естественнонаучным знаниям уделялось го-
раздо больше внимания, нежели в виленском 
учебном заведении. Именно там обучался бело-
русский первопечатник Франциск Скорина. 
После вхождения белорусских земель в состав 
Российской империи их выходцы обучались 
в Московском, Петербургском, Казанском 
и других университетах. 

Математическая школа сформировалась в Бе-
ларуси только в ХХ в., хотя и до ХХ в. выходцы 
из белорусских земель оставили заметный след 
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в математике (в данном случае имеются в виду 
фундаментальные разработки в области матема-
тического анализа – дифференциальные уравне-
ния и аналитические функции – члена-корре-
спондента Петербургской академии наук Софьи 
Васильевны Ковалевской). Основной базой под-
готовки математиков на протяжении многих де-
сятилетий был (и до сих пор остается) Белорус-
ский государственный университет. Именно из 
выпускников этого университета в дальнейшем 
были сформированы различные научно-иссле-
довательские центры, в их числе существующие 
и в наше время Институт математики, Объеди-
ненный институт проблем информатики Нацио-
нальной академии наук Беларуси и Научно-ис-
следовательский институт прикладных проблем 
математики и информатики Белорусского госу-
дарственного университета. 

Большую роль в формировании математиче-
ской школы в Беларуси сыграли известные рос-
сийские математики, направленные на работу 
в Белорусский государственный университет 
и Академию наук. В 1956 г. ленинградские ма-
тематики Н. П. Еругин и В. И. Крылов переехали 
в Минск, стали действительными членами Ака-
демии наук Белорусской ССР. Н. П. Еругин со-
здал и был первым руководителем Института 
математики АН БССР, длительное время руко-
водил кафедрой дифференциальных уравнений 
Белорусского государственного университета. 
С 1965 г. под его руководством издавался всесо-
юзный журнал «Дифференциальные уравне-
ния». Н. П. Еругин внес большой вклад в анали-
тическую теорию дифференциальных уравне-
ний, решил ряд ее проблем. В. И. Крылов 
в течение 30 лет, начиная с 1957 г., заведовал ла-
бораторией, на протяжении 15 лет являлся заме-
стителем директора по научной работе 
Института математики АН БССР, а с ноября 
1987 г. был советником при дирекции института. 

В 1966 г. известный свердловский математик 
Е. А. Барбашин был избран академиком Акаде-
мии наук Белорусской ССР, переехал на работу 
в Минск и пригласил в качестве сотрудников мо-
лодых математиков Р. Ф. Габасова и Ф. М. Ки-
риллову. Они вместе создали и руководили 
в Институте математики и Белорусском госу-
дарственном университете теперь всемирно из-
вестной школой по теории устойчивости и каче-
ственной теории оптимального управления.  

В настоящее время основными направлени-
ями деятельности в области математики явля-
ются следующие: алгебра, геометрия и теория 
чисел; дифференциальные уравнения и про-
цессы управления; функциональный анализ; вы-
числительная и дискретная математика; вероят-
ностно-статистический анализ и теория случай-
ных процессов; математическая кибернетика; 

компьютерное моделирование; обработка изобра-
жений и речевых сигналов; суперкомпьютерные 
и грид-технологии; биоинформатика и медицин-
ская информатика; геоинформационные системы 
и информационно-космические технологии; циф-
ровая картография и др. [6]. Как видим, работа бе-
лорусских ученых-математиков органично при-
вязана к социальной практике – решению главных 
задач, стоящих перед страной: перевод в ближай-
шие годы народнохозяйственного комплекса 
на инновационный путь развития. 

Не все так просто складывалось с математи-
кой – важнейшим сегментом современного 
научного знания и культуры в Беларуси. Были ве-
сомые успехи и достижения, но были и неудачи, 
поражения. Особенно это касается 1990-х гг. 
В так называемый «период перестройки» бело-
русские математики, впрочем, как и другие 
научные школы в области естественных и тех-
нических наук, столкнулись с рядом серьезных 
проблем. Во-первых, многие структурные под-
разделения научно-исследовательских институ-
тов работали в ту эпоху на «оборонку» великой 
страны, и вполне понятно, что после ее распада 
отпала надобность в такого рода исследованиях. 
Во-вторых, в условиях первоначального накоп-
ления капитала, а именно эту стадию в 1990-х гг. 
проходили постсоветские государства, об обра-
зовании, науке и культуре попросту забыли. Да 
и позже, когда рыночная форма хозяйственной 
деятельности более-менее сформировалась, об-
разованию и науке стало ничуть не легче. С этим 
комплексом серьезных проблем столкнулась и 
Беларусь. С одной стороны, начиная с 90-х гг. 
прошлого века, в русле мировой тенденции в 
школах, техникумах и вузах стали создаваться 
компьютерные классы, активизировался про-
цесс информационного обеспечения учащихся 
через интернет и т. д. С другой – материально-
техническое и финансовое обеспечение учебных 
заведений в целом, особенно в «периферий-
ных», постоянно ухудшалось. Происходило ста-
рение профессорско-преподавательских кадров. 
По причине низкой заработной платы из учеб-
ных заведений уходили молодые ученые-педа-
гоги. Снижался интеллектуальный потенциал 
известных научных школ. Разрушалась сложив-
шаяся на протяжении десятилетий в рамках 
СССР система переподготовки профессорско-
преподавательских кадров в ведущих вузах Рос-
сии – МГУ имени М. В. Ломоносова, Ленин-
градском государственном университете и др. 

Многие родители, учителя были настроены 
весьма критично по отношению к радикальным 
преобразованиям советской школы. Они счи-
тали, что под видом реформирования разруша-
лось то ценное, что было для нее характерно, – 
общедоступность, равенство, коллективизм, 
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трудовая основа образования и др. Особое 
неприятие у родителей и учителей вызывало за-
имствование и перенесение на национальную 
почву сословной западно-европейской системы 
образования, ведущей к социальному расслое-
нию общества на так называемую «элиту» и «ря-
довых граждан». И в самом деле, в погоне за 
«демократизацией» образовательной системы 
как-то исподволь стали забывать о ее общедо-
ступности. В этом плане известный российский 
философ В. М. Межуев совершенно оправданно 
заявлял: «Никто не спорит, что демократия в об-
разовании ущемляется, пока существует запрет 
на доступ к той или иной информации, но еще 
хуже та “демократия”, которая ограничивает до-
ступ к самому образованию» [7, с. 46]. 

Одной из острых проблем национальной си-
стемы образования стала ее коммерциализация, 
охватившая, главным образом, высшую школу. 
Наблюдался постоянный рост численности сту-
дентов, обучающихся за счет собственных 
средств. По состоянию на 1 октября 2004 г. 
в Республике Беларусь работали 12 вузов него-
сударственной формы собственности и 7 их фи-
лиалов, в которых в основном за счет собствен-
ных средств обучалось 58 812 человек [8]. 

Белорусские вузы вели подготовку студен-
тов по весьма широкому спектру специально-
стей и в этом плане были способны обеспечить 
страну высококвалифицированными специали-
стами. Лишь по некоторым, так называемым 
«дефицитным» специальностям государство вы-
нуждено было обращаться за помощью к рос-
сийским или же зарубежным учебным заведе-
ниям, что и делало. Однако планы подготовки 
кадров по конкретным специальностям не все-
гда соответствовали реальным потребностям 
народного хозяйства. В результате возникала 
проблема трудоустройства выпускников. Кроме 
того, государство дополнительно расходовало 
средства на их переподготовку. Усугубляли си-
туацию вузы негосударственной формы соб-
ственности, готовящие специалистов по своему 
усмотрению. 

Еще одна серьезная проблема, с которой 
столкнулось белорусское общество, – весьма ак-
тивный неконтролируемый государством отток 
за рубеж специалистов высшей квалификации, 
самых способных выпускников вузов и даже 
школьников. Отдельные исследователи не ви-
дели в этом проблемы и даже рассматривали это 
как благо для Беларуси, поскольку, мол, на За-
паде наши ученые лишь разовьют свой интел-
лект и с этим багажом знаний вернутся назад. 
Но, как убеждала практика, наши талантливые 
ученые, деятели культуры глубоко пускали 
корни в Германии, США, Австралии, Канаде 
и домой возвращаться не собирались. Так же, 

как и делиться с нами своими разработками и от-
крытиями. Но на их подготовку государство 
в свое время затратило огромные средства. 
Поэтому возникал вопрос: надо ли готовить 
за счет наших граждан ученых для других госу-
дарств? Не лучше ли эти средства направить 
на поддержку национальной науки – закупку но-
вого оборудования, повышение заработной 
платы ученых и т. д. Ведь понятно: чтобы при-
остановить бегство из страны образованной мо-
лодежи, представляется важным обеспечить ее 
материально, создать условия для ее творче-
ского роста, а также повысить в нашем государ-
стве престиж интеллектуального труда. 

Что можно сказать о современной ситуации 
в сфере образования и науки в Беларуси? 

Если говорить в целом о национальной си-
стеме образования, то она представляет собой 
своего рода «долгострой» – затянувшийся чуть 
ли не на три десятка лет процесс реформирова-
ния советской системы науки, образования 
и подготовки научных кадров. Несмотря на 
столь активное реформирование данной сферы, 
пока в стране не выстроена система образова-
ния: дошкольные учреждения – школа – вузы – 
научно-исследовательские учреждения (инсти-
туты, центры и т. д.) – производство (включая 
сферу управления). 

На первый взгляд, картина может показаться 
позитивной. По количеству вузов и количеству 
выпускников из них мы давно превзошли совет-
скую эпоху. Правда, количество принятых 
в вузы студентов в последние годы постоянно со-
кращается, но это связано с демографической си-
туацией конца 1990-х гг. Если в 2011/2012 учеб-
ном году численность студентов в учреждениях 
высшего образования составляла 445,6 тыс. чело-
век, то в 2017/2018 учебном году – 284,3 тыс. че-
ловек, т. е. на 161,3 тыс. меньше. В 2011 г. 
в учреждения высшего образования было при-
нято 96,0 тыс. человек, в 2017 г. – только 61,8 тыс., 
т. е. на 34,2 тыс. меньше [9, с. 57–58]. Как пози-
тивный факт отметим рост численности специа-
листов с дипломом магистра по профилю образо-
вания [10, с. 62]. Но вот по количеству исследова-
телей произошло сокращение – не хватает 
средств. В 2010 г. численность персонала, заня-
того научными исследованиями и разработками в 
Республике Беларусь, составляла 31 712 человек, 
в 2017 г. – 26 483 человека, т. е. сократилась на 
5299 человек; численность исследователей со-
ставляла соответственно 19 879 и 17 089 человек, 
т. е. сократилась на 2790 человек, в том числе 
в области естественных наук – на 233 человека, 
в области технических наук – на 2190 человек, 
в области медицинских наук – на 141 человека, 
в области сельскохозяйственных наук – на 206 че-
ловек, в области социально-экономических 
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и общественных наук – на 108 человек. И только 
в области гуманитарных наук численность иссле-
дователей увеличилась на 88 человек [10, с. 366]. 
А ведь наука – это не только важнейший компо-
нент интеллектуального капитала, это его база. 

Как негативную отметим устойчивую тен-
денцию снижения численности обучающихся в 
аспирантуре и докторантуре и выпускников 
этих учреждений.  

В 2017 г. выпуск из аспирантуры составил 
803 человека, в том числе в отрасли физико-мате-
матических наук – 46, химических – 12, биологи-
ческих – 44, технических – 175, сельскохозяй-
ственных – 34, экономических – 78, педагогиче-
ских – 66, филологических – 51, юридических – 
39 [10, с. 160]. Для сравнения: в 2005 г. выпуск из 
аспирантуры составил 1296 человек, в том числе в 
отрасли физико-математических наук – 69, хими-
ческих – 31, биологических – 79, технических – 
272, сельскохозяйственных – 56, экономических – 
182, педагогических – 166, филологических – 96, 
юридических – 78 [11, с. 46]. 

В 2017 г. выпуск из докторантуры составил 
60 человек, в их числе в отрасли физико-мате-
матических наук – 1, химических – 0, биологи-
ческих – 6, технических – 9, сельскохозяйствен-
ных – 2, экономических – 3, педагогических – 3, 
филологических – 4, юридических – 3 [10, с. 162]. 

Нельзя не сказать о нехватке отечественных 
средств для создания отвечающей требованиям 
ХХI в. экспериментальной базы фундаменталь-
ной науки. Научно-исследовательским инсти-
тутам и учреждениям высшего образования 
приходится обращаться за помощью к другим 
государствам, создавать совместные научно-
исследовательские центры. Но в таком случае 
полученные научные результаты тоже явля-
ются совместными. И учитывая нашу традици-
онную нерасторопность, эти результаты, ско-
рее всего, будут внедрены в практику нашими 
партнерами. Отсюда же возникли проблемы 
«утечки молодых специалистов», старения пре-
подавателей и исследователей, прекращения 
деятельности ряда известных отечественных 
научных школ. 

В целом за тридцать последних лет система 
образования в Беларуси претерпела существен-
ные изменения, и главным ориентиром ее преоб-
разований стала так называемая Болонская си-
стема образования. Именно в этом направлении 
осуществлялась подгонка стандартов отече-
ственной, т. е. бывшей советской, системы обра-
зования под европейские стандарты. В отличие 
от других постсоветских государств такого рода 
подгонка велась более-менее взвешенно и, глав-
ное, постепенно.  

Реформирование средней и высшей школы 
не могло не отразиться и на учебном предмете 

«Математика». Важно отметить то, что Образо-
вательный стандарт начального образования, 
утвержденный Постановлением Министерства 
образования Республики Беларусь 26 декабря 
2018 г., предусматривает направленность обра-
зовательного процесса при изучении учебного 
предмета «Математика» не только на «овладе-
ние системой математических знаний и уме-
ний, необходимых для применения в практиче-
ской деятельности», но и на «интеллектуальное 
развитие, формирование качеств личности, не-
обходимых для полноценной жизни в совре-
менном обществе: ясности и точности мысли, 
критичности мышления, интуиции, логиче-
ского мышления, алгоритмической культуры, 
пространственных представлений, способно-
сти к преодолению трудностей; …воспитание 
культуры личности, отношения к математике 
как части общечеловеческой культуры, пони-
мание значимости математики для научно-тех-
нического прогресса» [12]. При этом выделя-
ются два этапа в освоении содержания учеб-
ного предмета «Математика», которые 
обусловлены возрастными особенностями уча-
щихся V–VI и VII–IX классов, а также специ-
фикой учебного предмета. В частности, в VII–
IX классах акцент сделан на алгебраическом и 
геометрическом содержательных компонентах 
предмета «Математика», теоретических обоб-
щениях и выводах, доказательствах, «обеспе-
чивающих развитие у учащихся способности 
к самостоятельному усвоению новых знаний 
и умений (включая и организацию этого про-
цесса), к эффективному решению различного 
рода жизненных задач» [12]. 

Результатом освоения содержания учебного 
предмета «Математика» при его изучении на ба-
зовом уровне является то, что учащийся «имеет 
представление: о математике как части мировой 
культуры и о месте математики в современной 
цивилизации, о способах описания на математи-
ческом языке явлений окружающего мира; 
…понимает, что математика является формой 
описания и методом научного познания окружа-
ющего мира; знает: определения, свойства, пра-
вила, формулы, законы, алгоритмы, теоремы 
планиметрии; …умеет: точно и грамотно выра-
жать свои мысли в устной и письменной речи 
с применением математической терминологии и 
символики, правильно применять понятия, клас-
сифицировать математические объекты, прово-
дить логические обоснования и доказательства 
математических утверждений; проводить дока-
зательные рассуждения в ходе решения задач; 
владеет: …умением применять общие способы 
интеллектуальной деятельности, характерные 
для математики и являющиеся основой познава-
тельной культуры, значимой для различных 
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сфер деятельности; умением действовать в раз-
личных ситуациях, требующих математической 
грамотности» [12]. 

К сожалению, эти установки и требования, 
ориентированные на формирование интеллекту-
ально развитого молодого человека, очень 
плохо связаны с реальным положением дел. Они 
совершенно не учитывают существенного паде-
ния уровня математического образования 
в средней школе, связанного как с резким углуб-
лением проблем средней школы, так и с всеоб-
щим увлечением тестированием. Ведь сейчас 
в старших классах средней школы на уроках ма-
тематики почти никто не рассматривает доказа-
тельства теорем и логические рассуждения, 
а учится технике решения конкретных задач для 
тестов, или, что еще хуже, умению угадать ре-
зультат. А уж о том, как поставить задачу, что 
иногда сложнее, чем ее решить, так никто и не 
упоминает. 

Заключение. При получении высшего тех-
нического образования все недостатки школь-

ного образования проявляются очень четко. По-
этому остро необходимы новые методические 
идеи в преподавании математики, в частности 
для хорошо успевающих студентов [13, 14]. И не 
следует ограничиваться только математикой. 
Математика – лишь одно из комплекса звеньев 
педагогического процесса. Пришло время осуще-
ствить системный анализ накопленного за по-
следние три десятилетия педагогического опыта, 
как позитивного, так и негативного, как нацио-
нального, так и зарубежного, в средней и высшей 
школе, а также последипломного образования, 
сложившейся практики подготовки специали-
стов высшей квалификации, где тоже назрело не-
мало нерешенных вопросов. Все звенья образова-
тельного процесса следует привести в систему, 
которой, к сожалению, пока не сложилось. 
Эту проблему должны были решать, в первую 
очередь, специалисты из отрасли философии, 
а конкретнее, философии образования – новой 
дисциплины. Но эта дисциплина также пока 
находится на стадии становления. 
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H-УПРАВЛЯЕМОСТЬ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
В работе рассматривается проблема H-управляемости, полной H-управляемости и полной 

управляемости по отношению к выходу системы. Основным объектом исследования выступают 
дескрипторные динамические системы и динамические системы с запаздыванием по управлению. 
Показано, что траектории рассматриваемых динамических систем являются решениями специ-
ально сконструированных систем обыкновенных дифференциальных уравнений, для которых 
известны критерии управляемости. Необходимые и достаточные условия различных видов управ-
ляемости описаны в терминах определяющих уравнений, которые построены на начальных 
системах. 

Ключевые слова: линейные дифференциальные системы, дифференциально-алгебраические 
системы, управляемость динамических систем.  
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H-CONTROLLABILITY OF DYNAMICAL SYSTEMS 
The report considers the problem of H-controllability, full H-controllability and complete controlla-

bility with respect to the system output. The main objects of study are descriptor dynamical systems and 
dynamical systems with control delay. It is shown that the trajectories of the considered dynamical sys-
tems are solutions of specially designed systems of ordinary differential equations for which controlla-
bility criteria are known. Necessary and sufficient conditions for various types of controllability are de-
scribed in terms of defining equations that are built on initial systems. 

Key words: linear differential systems, differential-algebraic systems, controllability of dynamical 
systems. 

Введение. В теории оптимального управ-
ления очень важную роль играет получение 
параметрических критериев различных видов 
управляемости (условной, относительной, 
полной и т. д.) для различных видов динамиче-
ских систем. В последнее время очень боль-
шое внимание уделяется исследованию управ-
ляемости дескрипторных систем, когда мат-
рица при операторе дифференцирования 
вырождена. 

Основная часть. Рассмотрим систему 
управления 

 ( ) ( ) ( )0 , 0A x t Ax t Bu t t= + ≥  (1) 

c начальным условием 

( ) 00 ,x x=  

где , ,n rx R u R∈ ∈ 0 , ,A A B  – постоянные мат-

рицы соответствующих размеров, 0 ,rx R∈  

0det 0.A =  
Пусть система (1) удовлетворяет условию 

совместности [1]. Тогда ее решение может 
быть представлено в виде 

( ) ( ) ( )0 0
0 0 0

0

d dt
A At A A t sd dx t e A A q e A Bu s ds−= + +  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

0 0 0
0

1 ,
ik i id d

n
i

E A A A A Bu t
−

=
+ − −  (2) 

( ) ( )0 0 0 0 00 d d
nx x A A q E A A= = + − ×  

 ( ) ( ) ( )( )
1

0
0

1 0 ,
ik i id d

i
A A A Bu

−

=
× −  (3) 

где 0
dA  и dA  – обратные матрицы Драйзина 

к матрицам 0A  и A  соответственно; число k – 

индекс матрицы 0 ,A  ,nq R∈  ( ) ( )0 ,i ru R∈  
0, 1, ..., 1.i k= −  
Здесь мы предполагаем, что управление 

( ) , 0,u t t ≥  – это достаточно гладкая r-мерная 
вектор-функция. В данном случае можно пока-
зать, что решение (2) системы (1) является вы-
ходом системы  

 ˆ ˆ ,Y AY Bv x CY= + =  (4) 

с начальным условием 
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( ) ( )( )00 , 0 , 1, 2, ..., ,iY Y q u i k= = =  

где ( ) ( )1, , ..., , ,kkY y u u v u= =  ( )ˆ ˆ ,pqA A=  ( )1
ˆ ˆ ,pB B=  

1, ..., 1, 1, ..., 1p k q k= + = +  представляют со-
бой блочные матрицы. Кроме того, 

11 0 12 0

23 34 1

ˆ ˆ, ;

ˆ ˆ ˆ ˆ... , 0,

d d

k k r i j

A A A A A B

A A A E A+

= =

= = = = =
 

для всех остальных индексов p и q 

1,1
ˆ ˆ, 0, 1, ..., ,r

kB E B i k+ = = =  

( )
( ) ( )( )

0 0 0 0

11
0 0 0

[ , , ...,

1 ].

d d d
n

kk d d d
n

C A A E A A A B

E A A A A A B
−−

= −

− −
 

Мы полагаем, что 

{ ( )0 0 0 0 0
n d d

nz R z A A q E A AΩ = ∈ = + − ×  

( ) ( ) ( )( )
1

0
0

1 0 , ,
k ii id d n

i
A A A Bu q R

−

=
× − ∈  

( ) ( ) }0 , 0, 1 .i ru R i k∈ = −  

Пусть H – постоянная n n× -матрицы. 
Определение 1. Система (1) называется 

H-управляемой, если для каждого ( )0 0x ⋅ ∈Ω  
существует момент времени 1t < +∞  и гладкое 

управление ( ) [ ]1, 0, ,u t t t∈  такие, что ( ) 00x x=  

и ( )1 0.Hx t =  
Определение 2. Система (1) называется 

полностью H-управляемой, если для каждого 
( )0 0x ⋅ ∈Ω  существует момент времени 

1t < +∞  и гладкое управление ( ), 0,u t t ≥  

такие, что решение ( ) , 0,x t t ≥  системы (1) об-

ладает свойством ( ) 00x x=  и ( ) 10, .Hx t t t≡ ≥  
Справедлива следующая теорема. 
Теорема 1. Система (1) H-управляема то-

гда и только тогда, когда 

( ( ) ( )0 0 0 0rank , 1
jd d

nH A A H E A A− − ×  

( )0 , 0, 1;
jd dA A A B j k× = −  

( ) ) ( )(0 0 , 0, 1 rank 1
i jd dH A A A B i n H= − = − ×

( )( )0 0 0 0 , 0, 1;
jd d

nE A A A A B j k× − = −  

( ) )0 0 , 0, 1 .
id dH A A A B i n= −  

Теорема 2. Система (1) полностью H-управ-
ляема тогда и только тогда, когда 

( )( )0 0rank , , 0, 1
id dL H A A A B j k= − =  

( )rank , ,L H=  

где 

( )

( ) ( )

1

0 1

0 2

2 1

0 0 0 0

...

...

... ,

... ... ...

...

k
d

k

d
k

n k nd d d d

H H

HA B H

L H A A B H

H A A A B H A A A B

−

−

+ − −

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

 

( )

( )

0 0

0

2

0

1

0

,

...

d

d

d

n kd

HA A

HA A

H H A A

H A A
+ −

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

 

( ) ( )( )1 0 0 01 ,
jj d d d

j nH H E A A A A A B+ = − −  
0, 1.i k= −  

Доказательства теорем 1 и 2 легко выте-
кают из представления системы (1) в виде (4) 
с использованием результатов [2]. 

Рассмотрим системы (1) и (4). Введем со-
ответствия  

 
( ) ( ) ( )

( )
, , ,

, .

t t t

i i
t

x t X u t U y t Y

u t U p

→ → →

→ → Δ
 (5) 

Здесь ,t tX Y  и , i
t tU U  – матрицы размеров 

n r×  и r r× соответственно; 
dp
dt

≡  – оператор 

дифференцирования, а Δ  – оператор сдвига 

( ); ; .i i i j j
t t i t t i t t iX X U U U U+ + +Δ = Δ = Δ =  

Используя уравнение (4) и соответствия (5), 
мы переходим к следующим реккурентным 
соотношениям: 

1 1
1 0 0 1

1
1

, , 0, 1,

, , , ..., , 0,

d d i t
t t t t t

k k
t t k t t t t

Y A AY A BU U U j k

U U X C Y U U t

+
+ +

+ +

= + = = −

 = = ≥ 
 (6) 

при условии, что 

0, 0, ..., 1, 0, ,t tY t k U t k≡ = − ≡ ≠  

.k rU E=  
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Вышеприведенные соотношения (6) назы-
ваются определяющими уравнениями для си-
стемы управления (1). 

Через tX ∗  мы обозначим решение опреде-
ляющих уравнений (6) с условиями 

1 nY E=  и 0, 0.tU t≡ ≥  

Тогда теоремы 1 и 2 можно сформулиро-
вать в терминах решений определяющих урав-
нений. 

Теорема 1*. Система (1) является H-управ-
ляемой тогда и только тогда, когда 

( )1rank , , 1,iHX HX i n k∗ = + =  

( )rank , 1, .iHX i n k= = +  

Теорема 2*. Система (1) полностью H-управ-
ляема тогда и только тогда, когда 

( ) ( )rank , , 1, rank ,iL HX i n k LH= + =  

где 

1

2 1

...

... ... ... ,

...

k

n k n k

HX HX

L
HX HX+ − +

 
 =  
 
 

 

1

... .

n k

HX

H

HX

∗

∗
+

 
 

=  
 
  

 

Полученные результаты могут быть пере-
несены на дискретные системы и системы с за-
паздыванием [3, 4]. 

Например, рассмотрим систему управле-
ния вида  

( ) ( ) ( ) ( )2x t Ax t Bu t B u t h= + + − +  

 ( ) ( )
0

, 0
h

B s u t s ds t+ − ≥  (7) 

с начальным условием 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ){ }0 00 , φ , ,0 ,x x u u t t t h= ⋅ = = ∈ −  

где 1 2, ; , ,n rx R u R B A B B∈ ∈  – постоянные 
матрицы соответствующих размеров; 

( )B t n r− × -матрица-функция; x0 – n-вектор; 
( )φ t − кусочно-непрерывная n-векторная 

функция. 
Определение 3. Система (7) называется 

полноcтью H-управляемой для любого вектора 
0

nx R∈  и любой кусочно-непрерывной функ-
ции ( ) [ )φ , ,0 ,t t h∈ −  если существуют момент 
времени 1 1, 0 ,t t< < +∞  и управление ( ) ,u t  

[ ]10, ,t t h∈ −  ( ) 10, ,u t t t h≡ ≥ −  такие, что тра-
ектория ( ) , 0,x t t ≥  системы (7) удовлетворяет 
условиям 

( ) ( )0 10 , 0, .x x Hx t t t= ≡ ≥  

Предположим, что в любой момент вре-
мени , 0,t t ≥  состояние ( )x t  системы (7) не-
известно, а управление ( ), 0,u t t ≥  выбирается 
из условия, что выход 

 ( ) ( ) ( )0, 0, 0y t Hx t t y y= ≥ =  (8) 

системы (7) известен. 
Определение 4. Система (7) называется 

полностью управляемой по отношению к вы-
ходу (8), если для любого m-вектора 0y  и лю-
бой кусочно-непрерывной функции ( )φ ,t  

[ ), 0 ,t h∈ −  существуют момент времени 1,t  
10 ,t< < +∞  и управление ( ) ,u t  [ ]10, ,t t h∈ −

( ) 10, ,u t t t h≡ ≥ −  такие, что траектория 
( ) 10, .y t t t≡ ≥  
Теорема 3. Система (7) является полностью 

H-управляемой тогда и только тогда, когда 

 ( ) ( )rank , 0, 1 rank ,i
hHA B i k H= − =   (9) 

где 

( )1 2
0

, 0,
h

Ah As
hB B e B e B s ds t− −= + + ≥  

,
0, 1

iHA
H

i k

 
=  

= −  
  

здесь k – степень минимального многочлена 
матрицы А. 

Доказательство. Пусть 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

, 0,
h

x t p t M s u t s ds t= + − ≥  (10) 

где ( )p t  – некоторая n-векторная функция, 
а ( ) [ ], 0,M t t h∈  – некоторая n r× -матрица. 
Тогда из (7) следует, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0p t M u t M h u t h+ − − +  

( ) ( ) ( )
0

h

M s u t s ds Ap t′+ − = +  

( ) ( ) ( )1
0

h

AM s u t s ds B u t+ − + +  

 ( ) ( ) ( )2
0

.
h

B u t h B s u t s ds+ − + −  (11) 

Теперь предположим, что n r× -матричная 
функция M(s) удовлетворяет уравнению 

 
( ) ( ) ( ) [ ], 0,

dM s
AM s B s s h

ds
= + ∈  (12) 
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с начальным условием 

 ( ) 2.M h B= −  (13) 

Исходя из (12) и (13), имеем 

( ) ( ) ( ) ( )τ
2

0

τ τ.
s

A s h A sM s e B e B d− −= − +   

Итак, на основании равенства (11) полу-
чим, что n-векторная функция ( ) , 0,p t t ≥  удо-
влетворяет системе управления вида 

( ) ( ) ( 1 2
Ahp t Ap t B e B−= + + +  

 ( ) ( )
0

h
Ase B s dsu t− 

+ 


  (14) 

с начальным условием 

( ) ( ( )

( ) ( ) ) ( )

0 2
0

τ

0

τ τ φ .

h
A s h

s
A s

h

p x e B

e B d s ds

− +

− +

= + − +

+




 

Ясно, что система (7) является полностью 
H-управляемой тогда и только тогда, когда си-
стема (14) также является полностью H-управ-
ляемой. Из результатов работы [2] следует, что 
система (14) является полностью H-управ-
ляемой тогда и только тогда, когда выполня-
ется равенство (9). Теорема доказана. 

Теорема 4. Система (7) (имеется в виду, что 
( ) [ ]0, 0,B s s h≡ ∈ ) управляема по выходу (8) 

тогда и только тогда, когда  

( )rank , 0, 1i
hHA B i k∗ = − =  

( )1 2
rank , , , , 0, 1 ,i

B B hH H H HA B i k∗= = −  

где 

3

2

0 0 ... 0

0 0 ...

... ... ... ... , 1, 2;

0 ...

...

i

i

B
k

i i
k

i i i

HB
H i

HB HA B

HB HAB HA B

−

−

 
 
 
 = = 
 
 
  

 

1 2.Ah
hB B e B∗ −= +  

Доказательство этой теоремы аналогично 
доказательству теоремы 3. 

Заключение. В статье показано, что 
траектории дескрипторных систем явля-
ются решениями специально сконструи-
рованных систем обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, для которых известны 
критерии управляемости. Получены пара-
метрические критерии H-управляемости, пол-
ной H-управляемости и полной управляемости 
по отношению к выходу системы, записан-
ные в терминах решений определяющих 
уравнений. 

Список литературы 
1. Campbell S. L., Meyer C. D., Rose N. J. Applications of the drazin inverse to linear systems of 

differential equations with singular constant coefficients // SIAM J. Appl. Math. 1976. Vol. 31, № 3. 
P. 411–425. 

2. Крахотко В. В., Размыслович Г. П. К проблеме полной управляемости динамических систем // 
Дифференциальные уравнения. 1979. Вып. 15, т. 9. С. 1707–1709. 

3. Крахотко В. В., Размыслович Г. П. Полная управляемость на подпространство линейных 
систем с запаздыванием по управлению // Вестник БГУ. Сер. 1, Физика. Математика. Информатика. 
2009. № 3. С. 130–132. 

4. Игнатенко В. В., Крахотко В. В., Размыслович Г. П. К управляемости линейных систем 
дескрипторными регуляторами // Труды БГТУ. Сер. 3, Физ.-мат. науки и информатика. 2017. 
№ 1. С. 5–7. 

References 
1. Campbell S. L., Meyer C. D., Rose N. J. Applications of the drazin inverse to linear systems of 

differential equations with singular constant coefficients. SIAM J. Appl. Math., 1976, vol. 31, no. 3, 
pp. 411–425. 

2. Krakhotko V. V., Razmyslovich G. P. On remark on complete controllability dynamic systems. Dif-
ferentsial’nyye uravneniya [Differential equation], 1979, issue 15, vol. 9, pp. 1707–1709 (In Russian). 

3. Krakhotko V. V., Razmyslovich G. P. Complete controllability on the subspas of linear systems with 
delay in control. Vestnik BGU [Bulletin of BSU], series 1, Physics. Mathematics. Informatics, 2009, 
no. 3, pp. 130–132 (In Russian). 

4. Ignatenko V. V., Krakhotko V. V., Razmyslovich G. P. On controllability of linear systems by 
descriptor regulators. Trudy BGTU [Proceedings of BSTU], series 3, Physics and Mathematics. Informatics, 
2017, no. 1, pp. 5–7 (In Russian). 



30 Í-óïðàâëÿåìîñòü äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2020 

Информация об авторах 
Крахотко Валерий Васильевич – кандидат физико-математических наук, доцент, доцент ка-

федры методов оптимального управления. Белорусский государственный университет (220030, 
г. Минск, пр-т Независимости, 4, Республика Белaрусь). E-mail: krakhotko@bsu.by 

Размыслович Георгий Прокофьевич – кандидат физико-математических наук, доцент кафедры 
высшей математики. Белорусский государственный университет (220030, г. Минск, пр-т Незави-
симости, 4, Республика Белaрусь). E-mail: razmysl@bsu.by 

Игнатенко Василий Васильевич – кандидат физико-математических наук, доцент кафедры 
высшей математики. Белорусский государственный технологический университет (220006, г. Минск, 
ул. Свердлова, 13а, Республика Белaрусь). E-mail: ihnatsenko@tut.by 

Information about the authors 
Krakhotko Valeriy Vasil’yevich – PhD (Physics and Mathematics), Associate Professor, Assistant Pro-

fessor, the Department of Optimal Control Methods. Belarusian State University (4, Nezavisimosti Ave., 
220030, Minsk, Republic of Belarus). E-mail: krakhotko@bsu.by 

Razmyslovich Georgiy Prokof’yevich – PhD (Physics and Mathematics), Assistant Professor, 
the Department of Higher Mathematics. Belarusian State University (4, Nezavisimosti Ave., 220030, Minsk, 
Republic of Belarus). E-mail: razmysl@bsu.by 

Ignatenko Vasiliy Vasil’yevich – PhD (Physics and Mathematics), Assistant Professor, the Department 
of Higher Mathematics. Belarusian State Technological University (13a, Sverdlova str., 220006, Minsk, 
Republic of Belarus). E-mail: ihnatsenko@tut.by 

Поступила после доработки 03.01.2020 



Òðóäû ÁÃÒÓ, 2020, ñåðèÿ 3, № 2, ñ. 31–36 31 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2020 

УДК 621.928.1 

А. М. Волк 
Белорусский государственный технологический университет 

ТОНКОДИСПЕРСНАЯ СЕПАРАЦИЯ ЖИДКОСТИ 
Процессы сепарации газожидкостных потоков имеют важное значение при массообмене, вы-

парке, ректификации, мокрой очистке газа, промысловой подготовке добываемого природного 
газа. Разделения многофазных систем выступают составной частью многих технологических про-
цессов в химической, пищевой, нефтехимической, микробиологической, энергетической и других 
отраслях промышленности. В этих процессах определяющим фактором является движение частиц 
в сплошной газовой среде. 

В данной работе исследована гидродинамика закрученного газового потока в сепараторах элемент-
ного типа, рассмотрены действующие на жидкую сферическую частицу силы. Составлена математиче-
ская модель процесса сепарации в газожидкостных потоках, позволяющая определить минимальный 
размер улавливаемых капель с учетом изменения конструктивных, технологических и реологических 
параметров. Полученные результаты могут быть использованы при проектировании сепараторов. 

Ключевые слова: сепарация, закрученный газожидкостный поток, действующие силы, мате-
матическая модель, минимальный размер. 

A. M. Volk 
Belarusian State Technological University 

LIQUID SEPARATION 
The separation of gas-liquid flows is important for mass transfer, recovery, distillation, wet gas purifi-

cation, field preparation of produced natural gas. Separations of multiphase systems are an integral part of 
many technological processes in the chemical, food, petrochemical, microbiological, energy and other in-
dustries. In these processes, the determining factor is the movement of particles in a continuous gas medium. 

In this work, the hydrodynamics of a swirling gas flow in elementary separators is investigated, the 
forces acting on a liquid spherical particle are considered. A mathematical model of the separation pro-
cess in gas-liquid flows has been compiled, which allows to determine the minimum size of trapped 
drops, taking into account changes in structural, technological and rheological parameters. The obtained 
results can be used in the design of separators. 

Key words: separation, swirling gas-liquid flow, acting forces, mathematical model, minimum size. 

Введение. Массообменные аппараты ши-
роко применяются в химической и нефтехими-
ческой промышленности. Одной из основных 
проблем этих аппаратов является капельный 
унос жидкой фазы. Межтарельчатый унос сни-
жает эффективность массопередачи, а унос 
между аппаратами нарушает работу технологи-
ческих установок в целом. Задача предотвраще-
ния уноса капель жидкости с газовым потоком 
актуальна также при выпарке, ректификации, 
мокрой очистке газов, промысловой подготовке 
добываемого природного газа [1]. 

Проблемы уноса могут быть успешно ре-
шены при использовании центробежных сепа-
рационных устройств. Основным силовым фак-
тором в них является инерционная центробеж-
ная сила, значительно превышающая силу 
тяжести, что предопределяет их высокую эф-
фективность. К тому же они компактны и менее 
металлоемки [2]. 

На рис. 1 схематично представлены некото-
рые конструкции аппаратов элементного типа, 

разработанные в Белорусском государственном 
технологическом университете [3]. 

 

Рис. 1. Центробежные сепараторы элементного типа: 
а – сепарационные элементы с отводом жидкости 
через зазор в верхней части; б – сепарационные 

элементы с отводом жидкости 
через щели сетчатого патрубка: 

1 – патрубок; 2 – многолопастный завихритель; 
3 – тарелка; 4 – сливная труба; 

5 – отбойный колпачок 
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Центробежные сепарирующие устройства 
включают центробежные патрубки, установлен-
ные на общей тарелке. В нижней части они снаб-
жены завихрителем газового потока, в верхней – 
устройством для отделения жидкой фазы. Цен-
тробежные сепарационные элементы работают 
в режиме восходящего прямотока. Завихрители 
чаще всего выполняются лопастными или в виде 
тангенциальных прорезей. Устройства для отде-
ления жидкостей – колпачок, боковые прорези, 
сетчатая поверхность. 

В теоретических работах излагаются во-
просы движения частиц в закрученном газовом 
потоке без учета изменения скорости газа по ра-
диусу элемента и других факторов, влияющих 
на эффективность сепарации [4]. 

В [5] дан более глубокий анализ сил, действу-
ющих на каплю при движении ее в закрученном 
газовом потоке, однако решение уравнений вы-
полнено применительно к процессам массооб-
мена только для крупных капель (>0,3 мм). 

Процессы тонкой сепарации исследованы 
недостаточно. Возникает необходимость расши-
рить диапазон размеров исследуемых частиц 
при различных геометрических размерах сепа-
ратора для газожидкостных потоков с различ-
ными свойствами, выполнить расчет траектории 
капель малого размера. 

Для исследования процессов разделения 
многофазных потоков необходимо математиче-
ское моделирование движения закрученного га-
зового потока как внутри непроницаемого ци-
линдра, так и при оттоке газа на проницаемых 
поверхностях. Следует также исследовать дви-
жение жидких частиц в потоке газа. 

Математическая модель и результаты 
расчетов. Принимаем, что частицы имеют сфе-
рическую форму радиусом a, плотностью ρж и 
массой m. Скорость частицы обозначим через V, 
а скорость газового потока – через W. 

Для исследования гидродинамики устано-
вившегося движения закрученного газового по-
тока внутри цилиндра радиусом R рассмотрим 
уравнения Навье – Стокса и уравнение нераз-
рывности в цилиндрической системе координат 
r, φ, z [6–8]. Для осесимметричных потоков при-
нимаем / 0.W d∂ ϕ =  При движении закручен-
ных потоков внутри цилиндра радиальная со-
ставляющая скорости Wr незначительна и, как 
правило, в расчетах не учитывается. Поэтому 
можно принять 0.rW =  Для газовых потоков 
также не учитывается сила тяжести. Тогда из 
уравнения неразрывности следует, что 

 0.zW
z

∂ =
∂

 (1) 

Это означает, что профиль осевой составляю-
щей скорости не изменяется по длине цилиндра. 

Принятые условия соответствуют коротким 
трубам и подтверждаются эксперименталь-
ными исследованиями [9]. В связи с этим 
уравнения Навье – Стокса преобразуются 
к виду [10] 
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,
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За граничные условия принимаем 

 0Wϕ =  при ,r R=  (4) 
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где / .r r R=  
С учетом граничных условий и непрерывно-

сти профиля получим 
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где maxr  – значение r, соответствующее макси-
муму Wφ. 

Подставляя (6) в выражение (2) и интегрируя 
последнее, находим разность давлений, действу-
ющих на стенку цилиндра, создаваемых закру-
ченным газовым потоком: 

21
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P d r
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ϕΔ = ρ = 

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Для случая проницаемой поверхности, когда 
максимум расположен достаточно близко 
к стенке цилиндра, т. е. max 1:r ≅  

 
3

,
2

W W rϕ ϕ=   29
.

8
P WϕΔ = ρ  (8) 

Касательная составляющая Wϕ  средней ско-
рости W  газового потока зависит от ее среднерас-
ходной составляющей zW  в элементе и угла за-
крутки β потока статическим закручивателем [6]. 
Можно принять, что 

 tg ,zW W kϕ = β  (9) 

где k  – коэффициент, учитывающий отклоне-
ние угла закрутки потока от угла наклона лопа-
стей завихрителя. 
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Анализ экспериментальных данных для цен-
тробежных элементов с лопастным завихрителем, 
имеющим угол наклона лопастей к горизонту 
в пределах 30–45°, дает значение 0,83k =  [6]. 

Рассмотрим осевую составляющую закру-
ченного газового потока в проницаемом цилин-
дрическом элементе. Уравнение неразрывности 
имеет решение const.rW r =  При скорости от-
тока на проницаемой поверхности 0W  радиаль-
ная скорость будет 0 / ,rW W R r=  градиент дав-
ления пропорционален перепаду давления по 
длине 1 2/ ( ) /P dz P P L∂ = − −  и уравнение прини-
мает вид 

 
2

0 1 2
2

1 1
1 .z zW Rd W dW P P

r dr Ldr
− − − = − ν μ 

 (10) 

В качестве граничных условий зададим ну-
левую скорость на поверхности и среднюю рас-
ходную скорость по поперечному сечению: 

0;z r RW = =  
1
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z zzW W rdr W rdr
R

= ⋅ π =
π      (11) 

Обозначив 0 / ,W Rα = ν  непосредственным 
интегрированием получим 

( ) 21 2

0

( ) 3
1 1 2 .

4 2z z
P P RW W r r r

LW
α α−  = − + − − ρ  
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С учетом касательных напряжений τ  на про-
ницаемой поверхности [10] 

 1 2
0 2zr R

P PW W R
L=

−τ = −ρ = −  (12) 

получается следующая зависимость для осевой 
составляющей закрученного газового потока 
в проницаемом цилиндре: 

 21 3
.

2 2z zW W r r α = + − 
 

   (13) 

Скорость оттока сплошной среды определя-
ется свойствами проницаемой поверхности и пе-
репадом давления на ней [11]. При турбулент-
ном режиме движения среды через отверстия 
в стенке на основании уравнения Бернулли по-
лучаем квадратичный закон [12]: 
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2
.

PW Δ= γ
ρ

 (14) 

Коэффициент расхода γ зависит от свойств 
проницаемой поверхности. И. Е. Идельчиком [13] 
при обработке экспериментальных данных 
получена формула зависимости коэффици-
ента расхода γ от относительной площади f  
отверстий: 
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Изменение средней осевой составляющей 
скорости газового потока в проницаемом эле-
менте описывается уравнением 
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 (16) 

В основном потоке, вне пограничного слоя, 
или в непроницаемом элементе принимая со-
ставляющую ,r α  равной нулю, получим 

 21
.

2zzW W r = + 
 

  (17) 

Данная зависимость согласуется с результа-
тами, описанными в работе [14]. 

Одной из задач исследования процесса разде-
ления газожидкостных потоков в центробежных 
элементах является определение траектории дви-
жения капель сепарируемой жидкой фазы. 

Рассмотрим движение одиночной частицы 
диаметром а  и массой m  в цилиндрической си-
стеме координат , , .r zϕ  Ось Oz  направлена вер-
тикально вверх по оси сепарационного элемента. 

Масса частицы будет: 

 
ж

4
.

3
m а= ρ ⋅ π  (18) 

Пусть , ,r zV V Vϕ  – радиальная, касательная 

и осевая составляющие скорости движущейся 
частицы соответственно. 

Уравнения движения одиночной частицы 
имеют вид 
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В составленную систему уравнений входит 
сила тяжести 

gF mg=


 (20)

и составляющие , ,r zF F Fϕ  силы гидродинами-
ческого воздействия 

( ) 21
.

2
F W V W V a= ζ ⋅ ρ − − π
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 (21)
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Остальные силы как минимум на порядок 
меньше, и ими можно пренебречь [15, 16]. 

Коэффициент сопротивления сферической 
частицы зависит от числа Рейнольдса [17]: 

 
2

Re .a

a W V−
=

ν

 

 (22) 

При движении частицы в вязкой среде 
наблюдаются ламинарный, переходный турбу-
лентный и турбулентный режимы обтекания 
частицы. Коэффициент сопротивления соот-
ветственно определяется следующими зависи-
мостями: 
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Расчет траектории движения частицы. 
Полученный анализ сил позволил рассчитать 
траекторию движения жидких частиц в газовом 
потоке и оценить эффективность сепарации. 

Система дифференциальных уравнений (19) 
решалась с использованием стандартных опе-
раторов системы компьюторной математики 
Mathcad. Составленная программа позволяла 
учесть как геометрические параметры сепа-
раторов, так и гидродинамические факторы 
процесса. 

Расчетные данные выводились в виде графи-
ков и таблиц. 

При решении дифференциальных уравне-
ний определялся минимальный диаметр ка-
пель, которые могут достигнуть стенки сепара-
ционного элемента в зависимости от диаметра 
элемента D, длины элемента L, угла наклона ло-
пастей завихрителя β, средней расходной ско-
рости газа в элементе ,zW  вязкости газа μ, 
плотности газа ρг и жидкости жρ .  При выполне-
нии расчетов были приняты следующие значе-
ния: 0,1 0,5 м;D = −  0,3 1,0 м;L = −  β 30 ;= °  
гρ 0,6=  кг/м3; μ 0,000013=  Нс/м2; жρ 1200=  кг/м3. 
Результаты решения уравнений (1) представ-

лены на рис. 2, 3. 
Заключение. Исследовано влияние геомет-

рических параметров сепарационного элемента 
и физико-химических свойств жидкости и газа 
на минимальный диаметр улавливаемых капель. 
Согласно рис. 2, диаметр и длина сепарацион-
ного элемента оказывают наиболее сильное воз-
действие на размер капель, достигающих стенки 
патрубка. Из рис. 3 следует, что угол наклона ло-
пастей и вязкость газового потока также влияют 
на размер осаждаемых капель, в то время как 
скорость газа в элементах, плотность газа и жид-
кости оказывают незначительное влияние. 

 

Рис. 2. Зависимость минимального диаметра 
улавливаемых капель от геометрических 
размеров сепарационного элемента: 

1 – 3 мкм; 2 – 5 мкм; 3 – 7 мкм; 4 – 9 мкм; 
5 – 11 мкм; 6 – 13 мкм; 7 – 25 мкм 

 
Рис. 3. Зависимость минимального диаметра 

улавливаемых капель от различных параметров: 
1 – ;zW  2 – жρ ;  3 – ρг; 4 – ;β  5 – μ  

Полученные результаты могут быть исполь-
зованы для исследования процессов разделения 
двухфазных потоков в вихревых аппаратах. 

Обозначения. a  – диаметр частицы, м; R  – 
радиус цилиндра, м; D  – диаметр цилиндра, м; 
L – длина цилиндрического элемента, м; 

, ,r zF F Fϕ  – составляющие силы гидродинамиче-
ского воздействия, Н; g  – ускорение свободного 
падения, м/с2; m  – масса частицы, кг; /r r R= – 
безразмерная радиальная координата; Re  – число 
Рейнольдса; t  – время, с; , ,z rV V Vϕ  – тангенци-
альная, осевая и радиальная составляющие скоро-
сти движущейся частицы соответственно, м/с; 

, ,z rW W Wϕ  – тангенциальная, осевая и радиаль-
ная составляющие скорости газового потока соот-
ветственно, м/с; zW  – средняя скорость газа, м/с; 
Wϕ  – касательная составляющая средней скорости 
газа, м/с; ΔP – перепад давления, Па/м; γ  – коэф-
фициент расхода; f  – относительная площадь от-
верстий проницаемого элемента; β  – угол; k  – ко-
эффициент; π  = 3,14159… – отношение длины 
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окружности к диаметру; ζ  – коэффициент со-
противления; μ  – коэффициент динамической 
вязкости, Н · с/м2; ν  – коэффициент кине- 
матической вязкости, м2/с; ρг – плотность по-

тока газа, кг/м3; жρ  – плотность частицы жид-
кости, кг/м3; τ  – касательные напряжения, 
Н/м2; , ,r zϕ  – цилиндрическая система коор-
динат. 
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УДК 517.977 

А. А. Якименко 
Белорусский государственный технологический университет 

К ВОПРОСУ О МОДАЛЬНОМ УПРАВЛЕНИИ ОДНОЙ ТРЕХМЕРНОЙ 
СИСТЕМОЙ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА В СЛАБОЦИКЛИЧЕСКОМ СЛУЧАЕ 
В статье рассматривается решение задачи модального управления для одной трехмерной ста-

ционарной динамической системы с запаздывающим аргументом нейтрального типа с одним вхо-
дом и одним запаздыванием по состоянию в слабоциклическом случае. Дается определение за-
дачи модального управления для исследуемой системы. При решении этой задачи применяются 
линейные регуляторы по типу обратной связи, содержащие как линейную, так и интегральную 
части. Эти регуляторы используют информацию как о текущем состоянии системы, так и векторы 
состояний и их производные в предыдущие моменты времени. Регуляторы получены в явной 
форме как элементарные функции параметров исходной системы и ее вектора состояния. Указан 
вид характеристического квазиполинома замкнутой этим регулятором исходной системы 
нейтрального типа. 

Ключевые слова: системы нейтрального типа, модальное управление, регуляторы, обратная 
связь, запаздывание. 

А. А. Yakimenka 
Belarusian State Technological University 

TO THE QUESTION OF MODAL CONTROL FOR ONE 
THREE-DIMENSIONAL NEUTRAL TYPE SYSTEM IN WEAKLY CYCLIC CASE 

The paper deals with the solution of the modal control problem for a three-dimensional stationary 
dynamic system with a delayed argument of a neutral type with one input and one state delay in weakly 
cyclic case. The definition of the problem of modal control for the studied system is given. To solve this 
problem, linear feedback regulators are used that contain both linear and integral parts. These regulators 
use information about the current state of the system, as well as state vectors and their derivatives at 
previous times. Regulators are obtained in explicit form as elementary functions of the parameters of the 
original system and its state vector. The characteristic quasi-polynomial of the initial neutral type system 
closed by this regulator is given. 

Key words: neutral type systems, modal control, regulators, feedback control, lag. 

Введение. Задача модального управления 
является одной из основных задач теории управ-
ления. Такая задача хорошо изучена для систем 
без запаздывания. Для систем с запаздывающим 
аргументом и систем нейтрального типа реше-
ние задачи модального управления значительно 
сложнее. В статье производится обобщение ре-
зультатов, полученных в [1], на одну трехмер-
ную систему нейтрального типа в слабоцикли-
ческом случае. 

Основная часть. Рассмотрим линейную 
стационарную систему с запаздывающим аргу-
ментом нейтрального типа с одним входом и од-
ним запаздыванием по состоянию: 

( ) ( ) ( )0 1x t A x t A x t h= + − +  

 ( ) ( )2 , 0,A x t h bu t t+ − + >  (1) 

где , 0, 1, 2iA i =  – постоянные 3×3-матрицы; 
0h > – постоянное запаздывание; b – ненулевой 

3-вектор. Не ограничивая общности, считаем 
[ ]0, 0, 1b′ =  («' » означает транспонирование). 

Присоединим к системе (1) регулятор вида 

( ) ( ) ( ) ( )00
0 1

L M
i

ij
i j

u t q x t q x t jh
= =

′ ′= + − +  

 ( ) ( )
0

,
h

g s x t s ds
−

′+ +  (2) 

где 00,q  ijq  – 3-векторы; ( ) [ ], , 0g s s h∈ −  – 
непрерывная 3-вектор-функция; 

( ) ( ) ( ),
idef

i
i

dx t x t
dt

=  ( ) ( ) ( )0 .x t x t≡  

Характеристическое уравнение системы (1) 
имеет следующий вид: 

0 1 2 3det h hA A e A e I−λ −λ + + λ − λ ≡   

 
3 3

0 0

0,i j h
ij

i j
e− λ

= =
≡ α λ =   (3) 
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где числа ijα  вычисляются как функции матриц 
, 0, 1, 2,iA i =  в частности 00 0det ,Aα =  30 1,α =

33 2det .Aα =  
Определение 1. Система (1) будет модально 

управляема регулятором вида (2), если для лю-
бых наперед заданных чисел , 0, 1, 2, 3,ij iα =  

300, 1, 2, 3, 1,j = α =  найдется регулятор (2) та-
кой, что характеристическое уравнение за-
мкнутой системы (1), (2) имеет следующий вид 
(ср. с (3)): 

( )0 1 2 3det h hA A e A e I bU−λ −λ + + λ − λ + λ ≡   
3 3

0 0

0,i j h
ij

i j
e− λ

= =
≡ α λ =  

где ( )U λ  – регулятор (2) в частотной области. 
Рассмотрим еще одно определение модаль-

ной управляемости. 
Определение 2. Система (1) будет мо-

дально управляема регулятором вида (2), если 
для любых наперед заданных чисел , 0, 1, 2,ij iα =  

200, 1, 2, 1,j = α =  3 , 0, 1, 2,j jα =  найдется ре-
гулятор (2) такой, что характеристическое 
уравнение замкнутой системы (1), (2) имеет 
следующий вид: 

( )0 1 2 3det h hA A e A e I bU−λ −λ + + λ − λ + λ ≡ 
2 2

0 0

i j h
ij

i j
e− λ

= =

 
≡ α λ ×  
 


( )30 31 32 0.j h j he e− λ − λ× α + α + α λ + λ =  

Можно показать, что определения 1 и 2 эк-
вивалентны. 

Введем 3×3-матрицы: 

( )λA 0 1 2 ,h hA A e A e−λ −λ= + + λ  

( ) ( ) ( )2 , , , .W b b b λ = λ λ λ ∈  A A  

Рассмотрим слабоциклический случай: 

( ) ( ) ( )0det , 0 .hW c e c−λλ = γ + ≠  

Пусть матрица ( )λA  имеет следующий 
вид: 

( )λA
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 1 2 0

21 22

31 32 33

0

1

h h he e c e
a a
a a a

−λ −λ −λ β + β + β λ γ +
 

= λ λ ≡ 
 λ λ λ  

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

11 12

21 22

31 32 33

0

1 ,

a a
a a
a a a

 λ λ 
 ≡ λ λ 
 λ λ λ 

 

где 0, 0, 1, 2, ,i i cβ = γ −
 некоторые действитель-

ные числа; ( ) , 1, 2, 3, 1, 2, 3ija i jλ = =  – квазипо-
линомы: 

( ) 0 1 2 ,h h
ij ij ij ija a a e a e−λ −λλ = + + λ  

здесь ; 0, 1, 2.ijka k∈ =  
Сделаем в системе (1) замену переменной по 

правилу 

( )1 ,x T y= λ  

где 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

11 1 12 2

1 0 0

0 1 0 .

1

T
a a

 
 λ =  
 − λ + η λ − λ + η λ 

 

Тогда система (1) с новой переменной в ча-
стотной области примет вид 

 ( ) ( ) ,y y bU yλ = λ + λA  (4) 

где 

( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

11 12

1 2

31 32 33

0

1 ,

a a

b b b

 λ λ 
 λ = η λ η λ 
 λ λ λ 

A  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )31 31 11 21 11 1b a a a aλ = λ + λ λ − λ η λ −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 33 22 1 33 1a a a a− λ λ + λ η λ + λ η λ −  

( ) ( )1 2 ,−η λ η λ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )32 32 12 21 12 1b a a a aλ = λ + λ λ − λ η λ −  

( ) ( ) ( ) ( )22 33 22 2a a a− λ λ + λ η λ +  

( ) ( ) ( )2
33 2 2 ,a+ λ η λ −η λ  

( ) ( ) ( ) ( )33 22 33 2 ,b a aλ = λ + λ − η λ  

( ) ( )1 2,η λ η λ −  функции, определяемые далее. 

Регулятор вида (2) в частотной области бу-
дем искать в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 31 32 3 33, , .U y b b b yλ = − λ − λ η λ − λ  (5) 

Тогда матрица ( )λA  системы (4), замкнутой 
этим регулятором, примет вид 

 ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

11 12

1 2

3

0

1 .

0 0

a a λ λ 
 λ = η λ η λ 
 η λ 

A  (6) 

Возможны два случая: 

i) 2 0 1 0,β γ + =  

ii) 2 0 1 0.β γ + ≠  
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Теорема 1. В случае i) система (1) модально 
управляема регулятором вида (2) тогда и только 
тогда, когда 0 1 0 0.β −β γ ≠  

Пусть функции ( ) ( )1 2,η λ η λ  в (6) имеют 
следующий вид: 

( )
2

21 2 2 22 3
1 2 2

0 2 1

1
+

he
c

−λα β + β + α
η λ = β λ + β × β β β

 

2 2
11 2 1 2 22 0 12 10 2 21 1 0 2 2

0 2 1

2
+

he−λα β + ββ − α β + α + α β + α β +β β
× λ +β β β  

2 2
11 1 0 1 2 1 10 0 2 10 1 2

2
0 2 1

2 2
+

α β + β β β + β + α β β + α β β
+β +β β β  

2 2 2
0 0 2 01 2 0 2 12 0 0 2

0 2 1

+
+

he −λα β + α β + α − α β + β β
λ +

β β β  

2 2
0 1 10 0 1 2 02 0 0 1 2

2
0 2 1+

β β + α β β β − α β + β β β
+β +β β β  

2
00 1 2 01 1 10 1

0 2 1

+

+
he−λα β β + α β α β

+ +
β β β

( ) )2
00 0 0 10 2 ,+ α + β + β α β  

( )
2

21 2 2 22 2
2

0 2 1

2 2
11 2 0 2 10 2 12 1 2

0 2 1

+ +
+

+ + +
+

h

h

e

e

−λ

−λ

α β β α
η λ = λ +β β β

α β β β α β + α β β
+ λ +β β β

 

2 2 2 2
0 1 2 10 0 2 0 2 00 2

0 2 1

10 2 10 1 2 02
0 10

0 2 1

+ +
+

.
+

he−λ

β β β + α β β β β α β
+ +β β β

α β + α β β + α
+ − β − α

β β β

 

Пусть ( )3η λ  в регуляторе (5) имеет вид 

( )3 30 31 32 .j h j he e− λ − λη λ = −α − α − α λ  

Нетрудно проверить, что регулятор (5) ре-
шает задачу модального управления для си-
стемы (4), а регулятор 

( ) ( ) ( )1
1U x U T x−λ = λ λ  

решает задачу модального управления для си-
стемы (1). 

Рассмотрим случай ii). Введем обозначения: 

 0 1 0

2 01
β − β γξ = + β γ , 1 0 .he−ξδ = γ +  (7) 

Теорема 2. Для того, чтобы система (1) 
в случае ii) была модально управляема регулято-
ром вида (2), необходимо и достаточно выпол-
нения условия 1 0.δ ≠  

Пусть функции ( ) ( )1 2,η λ η λ  в (6) имеют 
следующий вид: 

( ) 2 21 22 0 2
1 2 22

2 0

1
1 +

he
c

−λ −β − α + α γ 
η λ = β − α λ + β γ 

 

( )( )2 21 22 0 0 2 1

12
2 01 +

 β + α − α γ β β + β
+ − − α −

β γ


 

( )
2 2 2

10 2 0 12 2 0 22 0 2 0 21 0 2 0
2

2 01 +

α β γ − α β γ + α β β γ − α β β γ
− −

β γ
 

( )
11 2 0 0 2 10 2 1 12 0

22
2 01 +

α β γ + β β + α β + β − α γ
− β −

β γ
 

( )
2

21 1 0 11 22 1 0
22

2 01 +
he−λ

−α β γ + α + α β γ
− β λ −
β γ 

 

2 21 22 0 2 21 22 0 2
0 1 0

2 0 2 01 + 1 +
he−λβ + α − α γ β + α − α γ

− β β − β −β γ β γ  

( )
2 2 2 2 2

00 2 0 12 0 0 21 0 0 11 0 0 22 0 1 0
3

1 2 0

3

1 +

he−ξα β γ + α β γ − α β γ − α β γ + α β β γ
− −

δ β γ
 

( )
2 2

00 2 0 0 1 0 22 0 0 21 0 1 0
3

1 2 0

3

1 +

he−ξα β γ − β β γ + α β γ − α β β γ
− −

δ β γ
 

( )

4 2 2
22 0 1 2 0 21 1 0

3
1 2 01 +

he−ξ−α β β β γ + α β γ
− −

δ β γ
 

( )
2

00 0 1 2 0 01 10 0 2 0
3

1 2 0

2

1 +

he−ξα − β β β γ + α + α β β γ
− −

δ β γ
 

( )

2 3 2
11 0 2 0 12 0 2 0 21 0 1 0

3
1 2 0

2 2

1 +

− α β β γ + α β β γ + α β β γ
− −

δ β γ
 

( )

( )

3 2 2
22 0 1 0 10 0 0 0 2 0

3
1 2 0

2 2 4 2 3
02 2 0 12 0 2 0 02 2 0

3
1 2 0

1 +

2

1 +

h he e−ξ −ξ

−α β β γ + α β + β + β β γ
− −

δ β γ

− α β γ + α β β γ + α β γ
− −

δ β γ

 

( )
2 3 2
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3

1 2 01 +

h h he e e−ξ −ξ −ξ−α γ + α β β γ + α β β γ
− −

δ β γ
 

( )
10 1 00 2

3
1 2 01 +

h he e−ξ −ξα β + α β
− −

δ β γ
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( )

( )

2 2
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3
1 2 0

3 2 2 2
00 2 0 01 2 0

3
1 2 0

2

1 +

1 +

h h h
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e e
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e e e e

e
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( )
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( )
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.
h he e−ξ −λ
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−× λ −ξ

 

Пусть ( )3η λ  в регуляторе (5) имеет вид 

( )3 30 31 32 .j h j he e− λ − λη λ = −α − α − α λ  

Нетрудно проверить, что регулятор (5) ре-
шает задачу модального управления для си-
стемы (4), а регулятор 

( ) ( ) ( )1
1U x U T x−λ = λ λ  

решает задачу модального управления для си-
стемы (1). 

Заключение. Таким образом, полученные 
регуляторы решают задачу модального управле-
ния для рассматриваемой системы в слабоцик-
лическом случае.
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Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники 

ЛИНЕЙНЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ НА ЧЕТЫРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 
Исследование линейных групп Ли сопряжено, с одной стороны, с более общей задачей изуче-

ния произвольных линейных групп, с другой стороны, линейные группы Ли тесно связаны с алгеб-
раическими группами. Цель работы – описание с точностью до сопряженности подалгебр алгебры 
Ли (4, ).gl   Определены основные понятия: линейная алгебра Ли, разделяющая алгебра Ли, раз-
деляющая оболочка, автосопряжение, специальное автосопряжение, подалгебра Леви – Картана, 
линейный нильрадикал, подалгебра Мальцева. Приведен алгоритм классификации разделяющих 
алгебр Ли с данным линейным нильрадикалом, а именно: сначала строится нормализатор ниль-
потентной подалгебры, далее фиксируется некоторая подалгебра Мальцева нормализатора и стро-
ится разделяющая алгебра Ли, потом, с точностью до сопряженности, описываются подалгебры ал-
гебры Мальцева, являющиеся редуктивными, и выписываются разделяющие подалгебры. Затем ре-
шается задача классификации неразделяющих линейных алгебр Ли с данной разделяющей 
оболочкой. С применением этих алгоритмов проведено в явном виде описание линейных алгебр Ли 
на четырехмерном пространстве. Алгоритмы, приведенные в работе, могут быть компьютеризованы 
и использованы для решения аналогичных задач в больших размерностях. 

Ключевые слова: нильпотентный эндоморфизм, линейная группа Ли, алгебра Ли, разделяю-
щая алгебра Ли. 

N. P. Mozhey 
Belarusian State University of Informatics and Radioelectronics 

LINEAR LIE ALGEBRAS IN FOUR-DIMENSIONAL SPACE 
The study of linear Lie groups is connected, on the one hand, with the more general problem of 

studying arbitrary linear groups, on the other hand, linear Lie groups are closely connected with algebraic 
groups. The purpose of the work is a description up to conjugacy of subalgebras of a Lie algebra (4, ).gl   
The basic concepts are defined – linear Lie algebra, dividing Lie algebra, dividing cover, auto-conjuga-
tion, special auto-conjugation, Levi – Cartan subalgebra, linear nilradical, Maltsev’s subalgebra. The 
classification algorithm for dividing Lie algebras with a given linear nilradical is presented, namely: first, 
the normalizer of the nilpotent subalgebra is constructed, then a certain Maltsev’s subalgebra of norma-
lizer is fixed and a dividing Lie algebra is constructed, then, up to conjugacy, the subalgebras of the 
Maltsev’s algebra that are reductive are described and written out dividing subalgebras. Then the problem 
of classifying non-dividing linear Lie algebras with a given dividing cover is solved. Using these algo-
rithms, an explicit description of linear Lie algebras on four-dimensional space is carried out. The algo-
rithms described in the work can be computerized and used to solve similar problems in large dimensions. 

Key words: nilpotent endomorphism, linear Lie group, Lie algebra, dividing Lie algebra. 

Введение. Исследование линейных групп 
Ли сопряжено с более общей задачей изучения 
произвольных линейных групп, о таких группах 
см., например, [1, 2]. Линейные группы Ли 
также тесно связаны с алгебраическими груп-
пами над полями .и  Подалгебры алгебры 
Ли (4, ),gl   состоящие из нильпотентных 
эндоморфизмов, описаны автором в работе [3]. 
Целью данной работы является описание любых 
подалгебр алгебр Ли (4, ),Pgl  где или ,P =    
с точностью до сопряженности. 

Основная часть. Пусть V  – фиксированное 
конечномерное векторное пространство над полем 
нулевой характеристики. Напомним, что подал-
гебры алгебры Ли ( )Vgl  называются линейными 
алгебрами Ли. Линейная алгебра Ли называется 
разделяющей, если она содержит полупростую 

и нильпотентную компоненты каждого своего 
элемента [4]. Разделяющей оболочкой линейной 
алгебры Ли g  называется минимальная разделя-
ющая линейная алгебра Ли, содержащая ,g  она 
обозначается как ( )e g  [4]. 

Группа ( )GL V  действует на алгебре Ли 
( )Vgl  при помощи ее автоморфизмов:  

1. = ,x x −ϕ ϕ⋅ ⋅ϕ  

где ( )GL Vϕ∈  и ( ).x V∈gl  Если n  – ниль-
потентный эндоморфизм пространства ,V  то 

(exp )( ) = (exp ) (exp( )) = (exp ).adn x n x n n x⋅ ⋅ −  

для всех ( ).x V∈gl  Если g  – линейная алгебра 
Ли (т. е. ( )),V⊂g gl  то элементы группы 

( ) = { ( ) | . = }A GL Vϕ∈ ϕg g g  
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назовем автосопряжениями линейной алгебры  
Ли g.  Если r  – радикал алгебры Ли ,g  то авто-
сопряжения вида exp ( [ , ])n n∈ g r  называются спе-
циальными. Они образуют подгруппу группы ( ).A g  

Пусть s  – подалгебра Леви алгебры Ли g  
и h  – подалгебра Картана алгебры Ли ( ).Zg s  
Подалгебра = ⊕q s h  называется подалгеброй 
Леви – Картана алгебры Ли g.  

Лемма 1. Пусть g  – линейная разделяющая 
алгебра Ли; M  – множество подалгебр алгебры 
Ли ,g  редуктивных в ( )Vgl  и дополнительных 
в g  к идеалу = ( ),Vn n g  и Q  – множество 
подалгебр Леви – Картана алгебры Ли g . Тогда: 

(i) Существует взаимно однозначное 
соответствие между множествами M  и .Q  

Если ;M∈m  = ⊕m s t  ( = [ , ]s m m  и t  – 
центр алгебры Ли ),m  то  

= ( )( )Z
Z
g

h t
s

 – 

подалгебра Картана алгебры Ли ( )Zg s  
и .Q⊕ ∈s h  

Если ;Q∈q  = ⊕q s h  и ( )ϕ h  – множество 
полупростых эндоморфизмов, лежащих в ,h  то 

( ) .M⊕ ϕ ∈s h  
(ii) Группа специальных автосопряжений 

алгебры Ли g  действует на множестве M  
транзитивно.  

Действительно, в случае (i) пусть M∈m  
и = ,⊕m s t  где s  – подалгебра Леви алгебры 
Ли g  и t  – максимальный элемент множества 
коммутативных подалгебр радикала r  алгебры 
Ли ,g  состоящих из полупростых эндомор-
физмов. Ясно, что ( ) ,Z ⊂g s r  так как 

= [ , ] ( ) = [ , ] ( );Z Z⊕ ⊕ ⊕g gg s g s s s r s  

= [ , ] ( ( ) )Z⊕ ∩gr s r s r  и 

dim ( ) = dim( ( ) )Z Z ∩g gs s r  и ( ).Z⊂ gt s  

Поэтому t  – максимальный элемент 
множества коммутативных подалгебр алгебры 
Ли ( ),Zg s  состоящих из полупростых эндо-
морфизмов. Подалгебра ( )Zg s  является раз-
деляющей и .Q⊕ ∈s h  

Обратно, пусть Q∈q  и = ,⊕q s h  где s  – 
подалгебра Леви алгебры Ли g  и h  – подалгебра 
Картана алгебры Ли ( ).Zg s  Подалгебра h  является 
разделяющей [4] и ( ) = [ ( ), ( )].Z Z Z+g g gs h s s  Если 

( )ϕ h  – множество полупростых эндоморфиз- 
мов, лежащих в ,h  то ( ) = ( ) ( ( )).VZ Zϕ ⊕g gs h n s   
Из того, что = ( ) [ , ] = ( )Z Z⊕ +g gr s s r s n  и 

( ( )) ,V Z ⊂gn s n  следует, что = ( ) .ϕ ⊕r h n  Итак, 
( )ϕ h  – максимальный элемент множества ком-

мутативных подалгебр радикала r  алгебры Ли ,g  
состоящих из полупростых эндоморфизмов, и 
[ , ( )] = {0}.ϕs h  Поэтому ( ) .M⊕ ϕ ∈s h  Построен-
ное соответствие будет взаимно однозначным. 

В случае (ii) группа специальных авто-
морфизмов алгебры Ли g  действует на мно-
жестве Q  транзитивно [4]. 

Напомним, что идеал = ( )Vn n g  называется 
линейным нильрадикалом разделяющей алгебры 
Ли ,g  а элементы множества M  – подалгебрами 
Мальцева разделяющей алгебры Ли .g  

Лемма 2. Пусть g  – линейная разделяющая 
алгебра Ли; n  – ее линейный нильрадикал и m  – 
ее подалгебра Мальцева. Тогда: 

(i) Если a  – подалгебра алгебры Ли ,g  ре-
дуктивная в ( ),Vgl  то существует специальное 
автосопряжение алгебры Ли ,g  переводящее a  
в некоторую подалгебру в .m   

(ii) m  является максимальным элементом 
множества подалгебр алгебры Ли ,g  редук-
тивных в ( ).Vgl  

Действительно, рассмотрим случай (i). Пусть 
= ,+b a n  тогда b  – разделяющая подалгебра [4]. 

Пересечение ∩a n  является нильпотентным 
идеалом алгебры Ли ,a  состоящим из ниль-
потентных эндоморфизмов. Из редуктивности a  в 

( )Vgl  следует = {0}∩a n  и = .⊕b a n  Поэтому 
отображение проектирования a  на m  парал-
лельно n  задает изоморфизм алгебр Ли a  и 

= .′ ∩a m b  Пусть x  – элемент центра редук-
тивной алгебры Ли a  и = ,x y z+  где y ∈m  и 

.z ∈ n  Тогда x  – полупростой эндоморфизм; и 
если мы докажем, что y  также является полу-
простым эндоморфизмом, то тем самым мы до-
кажем редуктивность подалгебры ′a  в ( ).Vgl  
Действительно, элемент x  и, следовательно, 
элемент y  лежат в радикале алгебры Ли ,b  ко-
торый является разделяющей подалгеброй. 
Подалгебра m  также является разделяющей [4]. 
Поэтому нильпотентная компонента элемента y  
лежит в ( ) = = {0}.V ∩ ∩n b m n m  Итак, a  и ′a  – 
подалгебры Мальцева разделяющей алгебры Ли .b  
Следовательно, a  переводится в ′a  при помощи 
некоторого специального автосопряжения алге-
бры Ли ,b  которое автоматически является спе-
циальным автосопряжением алгебры Ли .g  

Утверждение (ii) является непосредствен-
ным следствием утверждения (i). 

Лемма 3. Если h  – подалгебра алгебры Ли ,g  
содержащая ее коммутант = [ , ],g g g  то подал-
гебры +h m  и +h n  являются разделяющими. 

Действительно, пусть x∈ +h m  и =x s n+  – 
разложение Жордана эндоморфизма x. Мы дока-
зали, что существует такое специальное авто-
сопряжение f  алгебры Ли ,g  что .f s ∈m.  Из 
того, что . ,f s s s∈ + ⊂ +g h  следует .s ∈ +h m  
Поэтому подалгебра +h m  является разделяющей. 

Пусть ' = +h h n  и = '.′ ∩m m h  Из того, что h  
является идеалом алгебры Ли ,g  следует, что 

′m  является идеалом алгебры Ли .m  Если t  – 
центр алгебры Ли ,m  то ′ ∩m t  является радика-
лом алгебры Ли ,′m  состоящим из полупростых 
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эндоморфизмов. Поэтому подалгебры ′m  
и ' = ′ ⊕h m n  являются разделяющими.  

Лемма 4. Пусть g  – линейная разделяющая 
алгебра Ли, n  – ее линейный нильрадикал и m  – 
ее подалгебра Мальцева. Если подалгебры 1m  
и 2m  алгебры Ли m  сопряжены при помощи 
группы ( ),A g  то они сопряжены посредством 
группы ( , ) = ( ) ( ).A A A∩g m g m  

Действительно, пусть ( )Aϕ∈ g  и 1 2. = .ϕm m  
Тогда 2 . .⊂ ϕm m  Ренее было показано, что 
существует такое ,x∈n  что (exp ).( . ) = .x ϕm m  
Поскольку 2 2 2(exp ). = exp ( ) ,x adx ⊂ ⊕m m m n  то 

2(exp ).x ⊂m  2( ) =⊕ ∩m n m 2.m  Следовательно, 
(exp ) ( , )x A⋅ ϕ∈ g m  и 1 2((exp ) ). = .x ⋅ ϕ m m  

Зафиксируем некоторую линейную алгебру 
Ли ,n  состоящую из нильпотентных эндо-
морфизмов. Нормализатор ( )N n  подалгебры n  
в ( )Vgl  является разделяющей подалгеброй. 
Зафиксируем некоторую подалгебру Мальце-
ва m  алгебры Ли ( )N n и положим = .⊕g m n  
Ясно, что g  является разделяющей алгеброй 
Ли, n  – ее линейным нильрадикалом и m  – ее 
подалгеброй Мальцева. Все разделяющие ал-
гебры Ли указанного вида сопряжены алгебре 
Ли ,g  так как специальные автосопряжения 
алгебры Ли ( )N n  сохраняют идеал .n  

Утверждение 1. (i) Любая разделяющая 
алгебра Ли с линейным нильрадикалом n  сопря-
жена некоторой разделяющей алгебре Ли g  с 
подалгеброй Мальцева = .∩m g m  

(ii) Пусть 1m  и 2m  – подалгебры алгебры 
Ли ,m  редуктивные в ( ).Vgl  Тогда для того, 
чтобы алгебра Ли 1 1= ⊕g m n  была сопряжена 
алгебре Ли 2 2= ,⊕g m n  необходимо и доста-
точно, чтобы подалгебра 1m  переводилась в 
подалгебру 2m  при помощи группы ( , ).A g m  

Рассмотрим случай (i). Пусть 'g  – разделяющая 
алгебра Ли с линейным нильрадикалом n  и 
подалгеброй Мальцева .′m  Тогда существует такое 
специальное самосопряжение f  алгебры Ли 

( ),N n  что . .f ′ ⊂m m  Из того, что . = ,f n n  
следует, что = . 'f ⊂g g g  и = . = .f ′ ∩m m g m  

В случае (ii) пусть ( )GL Vϕ∈  и 1 2. = ,ϕ g g  
тогда . =ϕ n n  и найдется такое 2( ),Aψ ∈ g  
что 1 2.( . ) = .ψ ϕm m  Ясно, что ( ( ), ),A Nψ ⋅ ϕ∈ n n  

1 2( ). =ψ ⋅ ϕ g g  и 1 2( ). = .ψ ⋅ ϕ m m  Повторяя рас-
суждения, приведенные выше, выбираем такое 

( ( )),Vx N∈n n  что ((exp ) ). = ,x ⋅ ψ ⋅ ϕ m m  и заме-
чаем, что 2 2(exp ). = ,x m m  (exp ). = ,x n n  
(exp ) ( , )x A⋅ ψ ⋅ ϕ∈ g m  и 1 2((exp ) ). .x ⋅ ψ ⋅ ϕ =m m  

Итак, алгоритм классификации разделяю-
щих алгебр Ли с данным линейным нильра-
дикалом n  выглядит следующим образом: 

– строится нормализатор ( )N n  подалгебры n  
в ( );Vgl  

– фиксируется некоторая подалгебра Маль-
цева m  алгебры Ли ( )N n  и строится разделя-
ющая алгебра Ли = ;⊕g m n  

– с точностью до сопряженности относительно 
группы ( , )A g m  описываются подалгебры αm  ал-
гебры Ли ,m  редуктивные в ( ),Vgl  и выписы-
ваются разделяющие подалгебры = .α α ⊕g m n  

Утверждение 2. Пусть g  – линейная раз-
деляющая алгебра Ли; n  – ее линейный ниль-
радикал; m  – ее подалгебра Мальцева и h  – не-
которая подалгебра алгебры Ли .g  Тогда для 
того, чтобы ( ) = ,e h g  необходимо и доста-
точно, чтобы выполнялись следующие условия:
1. ; 2. = ; 3. = .⊂ + +g h h m g h n g  

Действительно, покажем необходимость. 
Если = ( ),eg h  то выполняется условие 1, а подал-
гебры +h m  и +h n  являются разделяющими. 
Поэтому выполняются условия 2 и 3. 

Достаточность. Предположим, что выполнены 
условия 1–3. Пусть 'n  – линейный нильрадикал 
алгебры Ли ( ).e h  Ясно, что ( )e ⊂h g  и ( ) = .e +h n g  
Поэтому ;′ ⊂m g  [ ', ] ( ) 'e⊂ ∩ ⊂ ∩ ⊂n m g n h n n  
(так как ( )e ∩h n  является нильпотентным 
идеалом в ( ),e h  состоящим из нильпотентных 
эндоморфизмов) и [ ', ] = [ ' ( )] [ ', ] '.e + ⊂n g n h n n n  
Следовательно, ' ⊂n n  и ' = ( ) .e ∩n h n  Пусть ′m  – 
подалгебра Мальцева алгебры Ли ( ),e h  тогда 
dim = dim′m m  и = {0}′ ∩m n  (поскольку 

′ ∩m n  является нильпотентным идеалом в ,′m  
состоящим из нильпотентных эндоморфизмов). 
Следовательно, ′m  является подалгеброй Маль-
цева алгебры Ли .g  Пусть x  – такой нильпо-
тентный эндоморфизм из ,g  что (exp ). = .x ′m m  
Тогда ,x ∈h  (exp ). ( ) = ( )x e eh h  и ( ).e⊂m h  Из ус-
ловия 2 следует, что = ( ) = ( ).e e+g h m h  

Пусть = /a g g  и :p →g a  – каноническая 
сюръекция. Группа ( )A g  естественным об-
разом действует в пространстве .a  При этом 
ограничение этого действия на подгруппу спе-
циальных автосопряжений алгебры Ли g  
тривиально. 

Следствие. (i) Существует взаимно одно-
значное соответствие между множеством 
подалгебр h  алгебры Ли ,g  для которых 

( ) = ,e h g  и множеством подпространств U  
пространства ,a  для которых ( ) =U p+ m a  
и ( ) = .U p+ n a  При этом соответствии 

1( ); ( ).p U p U− h h  
(ii) Если 1h  и 2h  – такие подалгебры алгебры 

Ли ,g  что 1( ) =e h g  и 2( ) = ,e h g  то подалгебры 
1h  и 2h  сопряжены друг другу тогда и только 
тогда, когда соответствующие им под-
пространства 1( )p h  и 2( )p h  сопряжены друг 
другу относительно действия группы ( , ).A g m  

Действительно, первое утверждение очевидно. 
Если ( )GL Vϕ∈  и 1 2. = ,ϕh h  то ( ).Aϕ∈ g  Осталось 
заметить, что = (exp( ))xϕ − ⋅ ψ  для некоторого 
нильпотентного эндоморфизма 1 2x∈ ⊂ ∩g h h  
(такого, что (exp ).( . ) = )x ϕm m  и ( , ).Aψ ∈ g m  

Итак, задача классификации неразделяющих 
линейных алгебр Ли с разделяющей оболочкой g  
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сводится к классификации подпространств 
,U ⊂ a  таких, что ,U ≠ a  ( ) =U p+ m a  и 
( ) = ,U p+ n a  с точностью до сопряженности от-

носительно действия группы ( , ).A g m  
Замечание. Если t  – центр алгебры Ли ,m  

то ( ) = ( ).p pm t  Из этого, в частности, сле-
дует, что = ( ) ( ).p p⊕a t n  

Утверждение 3. Пусть g  – линейная алгебра 
Ли, L  – множество подалгебр алгебры Ли ,g  
редуктивных в ( ),Vgl  и M  – множество ма-
ксимальных элементов в множестве .L  Тогда 
группа специальных автосопряжений алгебры Ли g  
действует на множестве M  транзитивно. 

Действительно, пусть m  – подалгебра Маль-
цева разделяющей алгебры Ли ( );e g  = [ , ]s m m  и  
t  – центр алгебры Ли ,m  тогда [ ( ), ( )] ,e e⊂ ⊂s g g g  

= ( )∩ ⊕ ∩g m s g t  и ∩g t  является радикалом 
алгебры Ли ,∩g m  состоящим из полупростых 
эндоморфизмов. Следовательно, .L∩ ∈g m  Если 

M′∩ ⊂ ∈g m m  и 1m  – подалгебра Мальцева 
алгебры Ли ( ),e g  содержащая ,′m  то из равенств 

( ) =e g ,+g m  1( ) =e +g g m  и 1dim = dimm m  сле-
дует dim( ) =∩g m 1dim( )∩g m  и =∩g m  

1= M∩ ∈g m  (так как 1′∩ ⊂ ⊂g m m m  и 
1)′ ⊂ ∩m g m . Обратно, если M′∈m  и m  – 

подалгебра Мальцева алгебры Ли ( ),e g  
содержащая ,′m  то = .′ ∩m g m  

Пусть s  – подалгебра Леви и r  – радикал ал-
гебры Ли ,g  тогда ( )e r  является разрешимым идеа-
лом алгебры Ли ( )e g  и ( ) = ( ( )) =e e e⊕g s r ( ),e⊕s r
т. е. ( )e r  является радикалом алгебры Ли ( ).e g  
Следовательно, нильпотентные радикалы алгебр Ли 
g  и ( )e g  совпадают. Осталось заметить, что группа 
специальных автосопряжений алгебры Ли g  сов-
падает с группой специальных автосопряжений 
алгебры Ли ( ),e g  которая транзитивно действует на 
множестве подалгебр Мальцева алгебры Ли ( ).e g  

Проиллюстрируем вышесказанное на при-
мере. Пусть (4, )⊂n gl   – подалгебра, состо-
ящая из нильпотентных элементов: 

0

0 0 0
= , , .

0 0 0

0 0 0 0

y x z
x

x y z
y

 − 
  
   ∈       

n   

В качестве примера приведем класси-
фикацию подалгебр в (4, ),gl   для которых 
линейный нильрадикал разделяющей оболочки 
совпадает с .n  Имеем 

2

0

( ) = .0

0 0 0

, , , , , , , , ,

u v w p q
x u y r

N z x u s
v

x y z u v w p q r s

 + 
  +    − + 
  −  
 ∈ 

n



 

Как нетрудно проверить, подалгебра  

2 0 0 0

0 0

= 0 0

0 0 0

, , , ,

u v
x u y

z x u
v

x y z u v

 + 
  +    − + 
  −  
 ∈ 

m



 

редуктивна в (4, )gl   и дополнительна в ( )N n  
к ( ( )).V Nn n  Таким образом, она является подал-
геброй Мальцева алгебры Ли ( ).N n  При этом 
алгебра Ли = ⊕g m n  имеет вид 

2

0

= .0

0 0 0

, , , , , , ,

u v w p q
x u y p

z x u w
v

x y z u v w p q

 + − 
  +    − + 
  −  
 ∈ 

g



 

Группа ( , )A g m  изоморфна *(2, )GL ×   и  

*
1

det( ) 0 0
(2, ),

( , ) = 0 0 .

0 0

A a
A GL

A A
a

a−

 ⋅ 
∈  

   ∈  
  

g m


  

Алгебра Ли m  изоморфна 2(2, ) .⊕ sl  
Группа ( , )A g m  действует сопряжением элемен-
тами из (2, )GL   на компоненту (2, )sl   и три-
виальна на 2.  

Описывая все подалгебры ,⊂m m  редук-
тивные в (4, ),sl   получаем, что искомые раз-
деляющие подалгебры = ⊕g m n  сопряжены 
одной и только одной из следующих: 

1. 
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4. 
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u v w p
x u y w

z x u v
u

+ λ − 
 + 
 − +
 

−λ 

 

11. 
0

.
0

0 0 0

u v w p
x y w
z x v

u

− 
 
 
 −
 

− 

 

12. 

2

0

0

0 0 0

u v w p q
x u y p

z x u w
v

+ − 
 + 
 − +
 

− 

. 

Замечание. Отношение сопряженности 
подалгебр является отношением эквивалентности 
на множестве параметров λ  и .μ  Это отноше-
ние эквивалентности имеет вид: для подалгебры 
под номером 4 – ( , ) ( , ),λ μ −λ −μ  под номе- 
ром 5 – ( , ) ( , ),λ μ −λ μ  под номером 6 – .λ −λ  

Перейдем к классификации неразделяющих 
подалгебр h  с данной разделяющей оболочкой 

= ⊕g m n  из перечисленных выше. Для этого 
требуется описать такие собственные под-
пространства U  в = / ,a g g  что ( ) =U p+ n  

( ) = ,U p= + m a  с точностью до группы ( , )A g m  
(следствие утверждения 2). 

Заметим, что для подалгебры под номером 1 
имеем ( ) = 0,p m  а для подалгебр под номерами 2, 
6–12 выполняется условие ,⊂n g  т. е. ( ) = 0.p n  
Таким образом, для подалгебр с указанными 
номерами не существует неразделяющих подал-
гебр с данной разделяющей оболочкой. 

В качестве примера рассмотрим разделя-
ющую подалгебру под номером 3. Если 1,λ ≠ −  
то ⊂n g  и ( ) = 0.p n  Следовательно, достаточ-
но ограничиться случаем, когда = 1.λ −  Тогда 

0 0 0

0 0 0 0
=

0 0 0 0

0 0 0 0

x

x

  
  
   ∈       

g   

и выберем в a  базис 1 2 3{ , , },v v v  где  

1 2 3

0

0 0
= ,

0 0

0 0 0

, , .

x z y
x y

xv yv zv
x z

x
x y z

− 
 
 + + +
 
 
 

∈

g
 

Тогда 1( ) = ,p v m  2 3( ) = , .p v v n  
Нетрудно проверить, что 

1

*

2

det( )

0

0 0( , ) = .

(2, ), ,

, ,

tA a B d
A C

aA

A GL a
B C d

−

  ⋅
  
  
    
 

∈ ∈ 
 ∈ ∈ 

 
 

g m  

В выбранном базисе 1 2 3{ , , }v v v  пространст-
ва a  действие группы ( , )A g m  индуцирует сле-
дующую группу преобразований:  

*1 0
(2, ), .

0
A GL a

a A
   ∈ ∈  ⋅   

   
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Условие ( ) =U p+ m a  означает, что 
dim = 2,U  а условие ( ) =U p+ n a  влечет 
dim ( ) = 1.U p∩ n   

При действии группы ( , )A g m  всякое такое 

подпространство U  сопряжено подпространст-
ву вида 2 1 3, .v v v +   Соответствующая подал-

гебра 1= ( ):p U−h  

0 0
= , , .

0 0

0 0 0

x x y z
x y

x y z
x x

x

 − 
  
   ∈       

h 

 

Случаи 4 и 5 рассматриваются аналогично. 
Окончательно получаем, что все искомые 

неразделяющие подалгебры h  сопряжены одной 
и только одной из следующих подалгебр: 

3.1. 
0 0

.
0 0

0 0 0

x x y z
x y

x x
x

− 
 
 
 
 
 

 

4.1. 

(1 )

0 (1 ) 0
.

0 0 ( 1 )

0 0 0 ( 1 )

x x y z

x y

x x

x

+ λ − 
 

+ λ 
 − + λ 
 − + λ 

 

5.1.

(1 )

0 (1 ) 0
.

0 0 ( 1)

0 0 0 ( 1)

x y y z u
x y z

x y y
x y

+λ + − 
 +λ + 
 λ− +
 

λ− + 

 

5.2. 
0 0

.
0 0

0 0 0

x y y z u
x y z

x y y
x y

+ − 
 + 
 −
 

− 

 

Аналогичным образом могут быть рас-
смотрены все оставшиеся случаи и получена 
классификация подалгебр в (4, ).gl   

Заключение. Приведен алгоритм классифи-
кации разделяющих алгебр Ли с данным линей-
ным нильрадикалом, а именно: сначала строится 
нормализатор нильпотентной подалгебры, далее 
фиксируется некоторая подалгебра Мальцева 
нормализатора и строится разделяющая алгебра 
Ли, потом, с точностью до сопряженности, опи-
сываются подалгебры алгебры Мальцева, являю-
щиеся редуктивными, и выписываются разделя-
ющие подалгебры. Затем решается задача клас-
сификации неразделяющих линейных алгебр Ли 
с данной разделяющей оболочкой. С примене-
нием этих алгоритмов описаны с точностью до 
сопряженности подалгебры алгебры Ли (4, ).gl   
Алгоритмы, приведенные в работе, могут быть 
компьютеризованы и использованы для решения 
аналогичных задач в больших размерностях. 
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И. И. Наркевич, Е. В. Фарафонтова, А. А. Кулеш, А. А. Рогач  
Белорусский государственный технологический университет 

РЕШЕНИЕ МОДИФИЦИРОВАННОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ  
ДЛЯ ПОТЕНЦИАЛОВ СРЕДНИХ СИЛ И РАСЧЕТ ПАРАМЕТРОВ  

ФАЗОВЫХ ПЕРЕХОДОВ В ГЕТЕРОГЕННЫХ СИСТЕМАХ,  
СОДЕРЖАЩИХ КРИСТАЛЛИЧЕСКИЕ НАНОЧАСТИЦЫ 

В работе используется ранее полученная замкнутая система статистических уравнений и фор-
мул, определяющая структурные и термодинамические характеристики неоднородных, в частно-
сти, гетерогенных молекулярных систем. Она получена в рамках двухуровневого статистического 
метода, который является симбиозом метода коррелятивных функций Боголюбова – Борна – Гри-
на – Кирквуда – Ивона (ББГКИ), метода условных коррелятивных функций Ротта и метода тер-
модинамических функционалов плотности. 

В двухуровневом статистическом методе описание равновесных свойств осуществляется с 
помощью потенциалов средних сил, которые вследствие неоднородности молекулярных систем 
являются функционалами искомого поля плотности. Это поле задается полем чисел заполнения 
молекулами микроячеек, которые принадлежат координационным сферам ГЦК решетки, исполь-
зуемой при описании свойств простых молекулярных систем. При статистическом описании ге-
терогенных систем, содержащих наночастицы, центры координационных сфер совпадают с цен-
тром сферической кристаллической наночастицы, находящейся в термодинамическом равнове-
сии с окружающей ее флюидной средой (жидкой либо газовой). 

В данной работе с помощью ранее разработанной модернизированной компьютерной про-
граммы решена полная система преобразованных интегральных и алгебраических уравнений для 
гетерогенной системы, содержащей кристаллическую наночастицу внутри флюидной среды. 
По результатам расчетов построены изотермы свободной энергии однородной молекулярной си-
стемы в широкой области молекулярных объемов, включающей области существования кристал-
лического, жидкого и газообразного состояний вещества. С их помощью численно-геометриче-
ским методом решена задача по определению термодинамических параметров фазовых переходов 
кристалл – газ, кристалл – жидкость и жидкость – газ при соответствующих температурах. По-
строенная фазовая диаграмма простых веществ позволит приступить к расчетам по определению 
полей плотности в межфазных областях гетерогенных систем и в задачах адсорбции на плоских и 
сферических поверхностях. 

Ключевые слова: двухуровневый статистический метод, потенциал средних сил, гетероген-
ная система, наночастица, фазовый переход, фазовая диаграмма. 

I. I. Narkevich, E. V. Farafontova, A. A. Kulesh, A. A. Rogach 

Belarusian State Technological University 

SOLUTION OF THE MODIFIED INTEGRAL EQUATION  
FOR POTENTIALS OF AVERAGE FORCES AND CALCULATION  

OF PHASE TRANSITION PARAMETERS IN HETEROGENEOUS SYSTEMS  
CONTAINING CRYSTALLINE NANOPARTICLES 

The paper uses a closed system of statistical equations and formulas that determines the structural 
and thermodynamic characteristics of heterogeneous, in particular, heterogeneous molecular systems. 
It has been obtained using the two-level statistical method, which is a symbiosis of the Bogolyubov – 
Born – Green – Kirkwood – Ivon (BBGKI) method of correlation, the Rott conditional distribution 
method, and the density thermodynamic functionals method. 

In the two-level statistical method, the description of equilibrium properties is carried out using po-
tential of average forces, which, due to the heterogeneity of molecular systems, are functionals of the 
desired density field. This field is specified by the field of numbers of filling with molecules of microcells 
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that belong to the coordination spheres of the FCC lattice used to describe the properties of simple mo-
lecular systems. In the statistical description of heterogeneous systems containing nanoparticles, the cen-
ters of the coordination spheres coincide with the center of a spherical crystalline nanoparticle, which is 
in thermodynamic equilibrium with its surrounding fluid medium (liquid or gas). 

In this work, we have solved the complete system of transformed integral and algebraic equations for 
a heterogeneous system containing a crystalline nanoparticle inside a fluid medium, using the previously 
developed modernized computer program. Based on the calculation results, free energy isotherms of a ho-
mogeneous molecular system are constructed in a wide range of molecular volumes, which contain regions 
of the existence of crystalline, liquid and gaseous states of matter. With their help, the problem of determi-
ning the thermodynamic parameters of the crystal – gas, crystal – liquid, and liquid – gas phase transitions 
at the corresponding temperatures has been solved. The constructed phase diagram of simple substances 
will allow us to start the calculations to determine the density fields in the interfacial regions of heterogene-
ous systems and in the problems of adsorption on flat and spherical surfaces. 

Key words: two-level statistical method, potential of average forces, heterogeneous system, nano-
particle, phase transition, phase diagram. 

Введение. Ранее в работах [1, 2] была опуб-
ликована статистическая теория и методика рас-
чета структурных и термодинамических харак-
теристик кристаллических наночастиц разных 
размеров с использованием двухуровневого ста-
тистического метода, подробно изложенного в 
монографии [3]. Он базируется на использова-
нии метода коррелятивных функций Боголю-
бова – Борна – Грина – Кирквуда – Ивона 
(ББГКИ), метода условных распределений Рот-
та [4] и метода термодинамических потенциа-
лов, которые в случае неоднородных систем яв-
ляются функционалами поля плотности среды. 
Двухуровневый молекулярно-статистический 
подход реализует учет неоднородного распреде-
ления чисел заполнения ni  микроячеек объемами 
ωi (i = 1, 2, …, M), на которые в соответствии с 
основной идеей метода условных распределе-
ний Л. А. Ротта мысленно разделен весь объем V 
системы. Эти ячейки в случае флюидных (теку-
чих) сред образуют гипотетическую кристалли-
ческую решетку, а их форма и размеры в обла-
сти кристалла претерпевают существенные  
изменения вблизи границ кристаллических на-
ночастиц, т. е. наблюдается пространственная 
релаксация реальной кристаллической решет-
ки. Для описания таких систем используется  
F11-приближение, учитывающее множество наи-
более вероятных состояний конденсированной 
системы из N молекул в объеме V, где в каждой 
микроячейке может содержаться не более одной 
частицы. Количество микроячеек М превышает 
число N частиц в объеме V, поэтому некоторые 
микроячейки с определенной вероятностью мо-
гут быть вакантными. В результате поле распре-
деления чисел заполнения ячеек по объему на-
ночастицы и окружающей среды отражает неод-
нородность распределения плотности в объеме 
гетерогенной системы. 

В двухуровневом статистическом методе по-
ле плотности в системе с наночастицами зада-
ется соответствующим полем чисел заполнения 

ячеек, принадлежащих координационным сфе-
рам с номерами p (p = 1, 2, …, P), образующих 
сферическую кристаллическую наночастицу и 
окружающую ее флюидную, т. е. жидкую либо 
газовую, среду. Центр координационных сфер 
совпадает с центром сферической наночастицы. 

Основная трудность практической реализа-
ции этого подхода связана с тем, что функцио-
нал свободной энергии неоднородной системы 
зависит от искомого профиля плотности через 
потенциалы средних сил φij, которые можно рас-
считать только численно в результате решения 
сложной системы интегральных уравнений. 
Усреднение парного межмолекулярного потен-
циала Леннард-Джонса Ф(r) в модифициро- 
ванном интегральном уравнении проводится с 
помощью вспомогательной унарной функции 

распределения *
11F̂ , которая имеет четко выра-

женную локализацию в окрестности узлов ре-
шетки в кристаллическом состоянии [5, 6]. 
В связи с этим макроструктура сферической 
кристаллической наночастицы с неоднородным 
радиальным профилем плотности описывается 
дискретными наборами чисел заполнения np и 
радиусов bp сфер объемами υi, внутри которых 

вспомогательные унарные функции *
11F̂  распре-

деления считаются постоянными. Аналогичный 
прием используется и при описании структуры 
флюидной среды. Поэтому искомые потенци-
алы средних сил φij оказываются зависящими от 
значений чисел np и радиусов bp сфер в ячейках, 
центры которых принадлежат соответствую-
щим координационным сферам в объеме нано-
частицы и окружающей ее среды. В связи с этим 
все исходные статистические уравнения упро-
щаются, т. е. модифицируются так, чтобы по-
явилась возможность осуществить их численное 
решение с использованием системы компьютер-
ного проектирования Mathcad. 
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Основная часть. Для однокомпонентной 
системы с вакансиями исходное интегральное 
уравнение для потенциалов средних сил 

( ,{ })ij i lq nϕ 
 имеет следующий вид [7, 8]: 

( )( , { }) ( , { })
aa
ij a

ij i l ij i l
i

n
f q n f q n

n
= + 

v

{ }.
a
ij

ij l
i

n
f n

n
+

 

Здесь ijnμν  – двухъячеечные числа заполнения 

всевозможных пар ячеек объемами ωi и ωj, кото-
рые определяют вероятность нахождения ча-
стицы сорта μ в ячейке ωi и частицы сорта ν в 
ячейке ωj (μ, ν = а, v; индекс а используется для 
реальных молекул или атомов, а индекс v – для 
вакантных ячеек, в которых находятся фиктив-
ные частицы, которые не взаимодействуют 
между собой и с реальными молекулами). Функ-
ционал ( ),{ }ij i lf q n ( ){ }exp ,{ } ,ij i lq n= −βϕ 

 а до-

полнительные функционалы ( )( ) ,{ }a
ij i lf q n

 и 

{ }ij lf n  находятся в результате усреднения, вы-

полняемого с помощью вспомогательных нор-
мированных на единицу унарных функций 

*
11
ˆ ( )jF q  и ( )*

11
ˆ

iF q  соответственно (β = 1 / θ – об-

ратная безразмерная температура, θ = kT): 

( ){ }
( )

*
11

( , { })

ˆexp ( ) ,
j

a
ij i l

i j j j

f q n

q q F q dq
ω

=

= −βΦ −



     

 { } *
11
ˆ{ } exp ( ,{ }) ( ) ,

i

ij l ij i l i if n q n F q dq
ω

= −βϕ
  

 (3) 

 
,*

11

,

exp ( ,{ })
ˆ ( ) ,

exp ( ,{ })
i

M

ik i l i
k i j

i M

ik i l i
k i j

q n dq
F q

q n dq

≠

≠ω

  −β ϕ 
  =
  −β ϕ 
  





 



 
 (4) 

где ( )i jq qΦ − 
 – парный межмолекулярный по-

тенциал Леннард-Джонса, описывающий взаи-
модействия двух реальных частиц (атомов либо 
молекул), находящихся в двух разных ячейках с 
номерами i и j ( iq  и jq  – радиус-векторы этих 

частиц). 
В интегральных уравнениях (1) числа запол-

нения всевозможных пар ячеек определяются 
следующими соотношениями [7]: 

 v{ } { },aa a
ij l i ij ln n n n n= −  (5) 

{v 1
{ } ( ) 1

2
a
ij l i j ij

ij

n n n n A
A

 = − − + 

 
2

( ) 1 4 (1 ) ,i j ij i j ijn n A n n A  + − − + −   
 (6) 

 { }( ) 1,a
ij ij lA f n= −  (7) 

 ( ) ( ) *
11
ˆ{ } ( ,{ }) ( ) .

i

a a
ij l ij i l i if n f q n F q dq

ω

= 
  

 (8) 

Из физических соображений ясно, и это под-
тверждается структурой уравнений (1), что в 
связи с короткодействующим межмолекуляр-

ным потенциалом ( )i jq qΦ − 
 все потенциалы 

средних сил ϕij в неоднородной среде должны 
наиболее сильно зависеть от плотности в бли-
жайших ячейках, окружающих выделенную 
пару ячеек ωi и ωj. В связи с этим достаточно 
учесть зависимость потенциалов ( ,{ })ij i lq nϕ 

только от чисел заполнения в ячейках ωi, ωj, а в 
численных расчетах при выполнении суммиро-
вания по k ≠ i, j в формуле (4) можно ограни-
читься вкладами от взаимодействия с ячейками, 
принадлежащими первым трем концентриче-
ским координационным сферам (l = 1, 2, 3) с 
центрами в центре ячейки ωi.  

Учитывая вышесказанное, выпишем все со-
отношения и уравнения, образующие замкну-
тую систему модифицированных интегральных 
и алгебраических уравнений. Все формулы и 
уравнения далее записаны в безразмерном виде, 
когда геометрические размеры определены в 
единицах линейного параметра σ потенциала 
Леннард-Джонса, а все величины, имеющие раз-
мерность энергии, найдены в единицах энерге-
тического параметра ε этого же потенциала. 

Принимая во внимание вышеизложенное, 
модифицированное интегральное уравнение 
для потенциалов средних сил неоднородной 
однокомпонентной системы приобретает сле-
дующий вид [7]: 

( )( , ) ( , , ) ( , )a
ij i j j ij i ij j ij i jf b n g b b f bρ = ρ ρ +

 
 ( )(1 ( , , )) ( , , ).a

j ij i ij j ij i ij jn g b b f b b+ − ρ ρ  (9) 

Здесь ( , )( , ) ,ij i jb
ij i jf b e−βϕ ρρ =  а ( , )ij i jbϕ ρ  – потен-

циал средней силы, действующий на молекулу 
в ячейке ωi со стороны молекулы, равномерно 
распределенной внутри сферы радиуса bj объе-
мом υj внутри ячейки ωj; ρi – безразмерное рас-
стояние от молекулы в объеме υi до центра  

(1)

(2)
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объема υj; gij – аналог радиальной функции для  
гетерогенной системы, мысленно разделенной 
на микроячейки, образующие кристалличе-
скую решетку (реальную в объеме наноча-
стицы и гипотетическую в объеме окружающей 
ее флюидной среды): 

 ,ij
ij

i j

n
g

n n
=  v,a

ij i ijn n n= −  (10) 

1
( ) ,ij i j

ij

B n n
A

= − −  ( )( ) , , 1,a
ij ij i ij jA f b b= ρ −  (11) 

 ( )v 2 10,5 0,5 4 1 ,a
ij ij ij i j ijn B B n n A−= + + −  (12) 

где ρij – безразмерное расстояние между цен-
трами объемов υi и υj в ячейках ωi и ωj соответ-
ственно. 

Функционалы ( ) ( , )a
ij i jf bρ  и ( ) ( , , )a

ij i ij jf b bρ  

определяются следующими выражениями: 

 ( )( ) 1
( , ) ,i j

j

q qa
ij i j j

j

f b e d−βΦ −

υ

ρ = υ
υ 

 

 (13) 

 ( ) ( )1
( , , ) ( , ) .

i

a a
ij i ij j ij i j i

i

f b b f b d
υ

ρ = ρ υ
υ   (14) 

Функционалы энтропии S, внутренней энер-
гии U и свободной энергии F сферической нано-
частицы и окружающей ее флюидной среды рас-
считываются по следующим формулам: 

1

{ } ( ln (1 ) ln(1 )
P

p p p p p p
p

S n Z n n n n
=

= − + − − +  

 
1

ln ),
J

p j pj pj
j
j p

n n g g
=
≠

+  (15) 

 
1 1

{ } ( ( , , )),
P J

p p p j pj p pj j
p j

j p

U n Z n n g b r b
= =

≠

= ψ   (16) 

 { } { } { }.p p pF n U n S n= − θ  (17) 

Здесь Zp – число узлов, принадлежащих коорди-
национной сфере с номером p; J = 42 – число уз-
лов, принадлежащих трем координационным 
сферам с центрами, совпадающими с центром 
ячейки ωp, по узлам которых выполняется сум-
мирование в уравнениях (15), (16); 

( )

( )

( ) ( , )

( , , ) .

i j

i j

i j

i j

q qa
ij i j j i

i ij j q q
j i

b e d d

b b
e d d

−βΦ −

υ υ

−βΦ −

υ υ

ϕ ρ υ υ

ψ ρ =
υ υ

 

 

 

  (18) 

Здесь 
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( , ) .

i j

j

i j

j

q q
j

a
ij i j q q

j

e d

b
e d

−βΦ −

υ

−βΦ −

υ

Φ ρ υ

ϕ ρ =
υ





 

   (19) 

Для решения системы интегральных и ал-
гебраических уравнений (9)–(19) для гетеро-
генной системы, состоящей из однородной 
кристаллической наночастицы и окружающей 
ее флюидной среды, проведена модернизация 
компьютерной программы, которая разрабо-
тана с использованием системы компьютер-
ного проектирования Mathcad. 

В качестве первого шага выполнены расчеты 
по численному построению изотерм свободной 
энергии однородной молекулярной системы в 
широкой области молекулярных объемов, вклю-
чающей области кристаллического, жидкого и 
газообразного состояний. С их помощью чис-
ленно-геометрическим методом решена задача 
по определению термодинамических парамет-
ров фазовых переходов кристалл – газ, кри-
сталл – жидкость и жидкость – газ при соответ-
ствующих температурах. 

На рис. 1 изображены участки изотерм сво-
бодной энергии, соответствующие кристалличе-
скому (рис. 1, а) и гетерогенному (рис. 1, б) со-
стояниям системы в фазовых переходах кри-
сталл – жидкость (θ = 1–2) и кристалл – газ 
(θ = 0,6). Гетерогенная область определена с по-
мощью построения общих касательных к изо-
термам, определяющих точки a и b фазового пе-
рехода, для которых выполняются три условия 
равновесия сосуществующих фаз для темпера-
тур θ, давления p и химического потенциала μ 
(θа = θb, pа = pb, μа = μb). 

Изображенная на рис. 2 изотерма свободной 
энергии при температуре θ = 0,6 указывает на 
отсутствие фазового перехода кристалл – жид-
кость и наличие только фазового перехода кри-
сталл – газ между точками а (υа ≈ 0,84) и d 
(υd ≈ 1,35 ⋅ 105), что соответствует температуре, 
которая находится ниже тройной точки. 

Участки изотерм свободной энергии, пред-
ставленные на рис. 3–6, относятся к температур-
ному интервалу между критической и тройной 
точками и определяют гетерогенные участки 
между точками c и d, соответствующие фазо-
вому переходу жидкость – газ. Температура кри-
тической точки несколько выше значения, рав-
ного 3 (ориентировочно θ ≈ 3,1). 

На рис. 7 изображена фазовая диаграмма 
θ – υ в области фазового перехода жидкость – 
газ с соответствующими приближенными значе-
ниями параметров тройной и критической точек 
для простых веществ. 
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                                                а                                                                                              б 

Рис. 1. Изотермы свободной энергии: 
а – область кристаллического состояния; 

 б – область двухфазного равновесия 

 
Рис. 2. Изотерма свободной энергии  

при температуре θ = 0,6 

 
Рис. 3. Изотерма свободной энергии  

при температуре θ = 1,0 
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Рис. 4. Изотерма свободной энергии  
при температуре θ = 1,5 

 

Рис. 5. Изотерма свободной энергии 
 при температуре θ = 2,0 

 

Рис. 6. Изотерма свободной энергии 
 при температуре θ = 3,0 
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Рис. 7. Фазовая диаграмма для простых веществ 

Заключение. С помощью разработанной 
модернизированной компьютерной программы 
решена замкнутая система модифицированных 
интегральных и алгебраических уравнений для 
гетерогенной системы, содержащей кристалли-
ческую наночастицу внутри флюидной среды. 
По результатам расчетов построены изотермы 
свободной энергии однородной молекулярной 
системы в широкой области молекулярных 
объемов, включающей области существования 
кристаллического, жидкого и газообразного со

стояний вещества. С их помощью численно-
геометрическим методом решена задача по 
определению термодинамических параметров 
фазовых переходов кристалл – газ, кристалл – 
жидкость и жидкость – газ при соответствую-
щих температурах. Построенная фазовая диа-  
грамма простых веществ позволит приступить 
к расчетам по определению полей плотности в 
межфазных областях гетерогенных систем и в 
задачах адсорбции на плоских и сферических 
поверхностях. 
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О. Г. Бобрович 

Белорусский государственный технологический университет 

КОМПОЗИЦИОННЫЙ СОСТАВ И ДЕФЕКТООБРАЗОВАНИЕ В КРЕМНИИ  
С ИМПЛАНТИРОВАННЫМ МАРКЕРОМ Хe ПРИ НАНЕСЕНИИ ТИТАНА  

В УСЛОВИЯХ ИОННОГО АССИСТИРОВАНИЯ 
При изучении взаимопроникновения элементов подложки и тонкой пленки, получаемой ме-

тодами ионно-ассистируемого нанесения покрытий, необходимо устанавливать границу раздела 
фаз в структуре пленка − подложка. С этой целью выполнены эксперименты с маркерными сло-
ями ксенона, который имплантировался в кремниевые образцы с энергией 10 и 40 кэВ и дозами 
от 1 ⋅ 1014 до 27 ⋅ 1014 см−2. Образцы кремния с имплантированным маркером ксенона модифи-
цировали осаждением титана в условиях ионного Ti+ ассистирования при ускоряющем напряже-
нии 7 кВ. Подготовленные и модифицированные таким образом образцы исследовались мето-
дом резерфордовского обратного рассеяния в сочетании с каналированием (РОР/К) ионов гелия 
с энергией 2 МэВ, а также применялось компьютерное моделирование с помощью программы 
RUMP. Анализ спектров РОР и компьютерное моделирование позволили обнаружить встречные 
потоки элементов матрицы в покрытии. Наряду с сопутствующими примесями водорода, угле-
рода и кислорода в состав пленки на основе металла входит 10−15 ат. % кремния. 

Ключевые слова: кремний, Ti-покрытие, Хе-маркер, дефектообразование, ионно-ассисти-
руемое нанесение покрытия.  

O. G. Bobrovich 

Belarusian State Technological University 

COMPOSITION AND DAMAGE OF SILICON WITH AN IMPLANTED MARKER Xe  
AT DEPOSITION OF TITANIUM IN THE CONDITIONS OF ION ASSISTANCE 

Ion-beam mixing at the Ti − Si interface has been investigated with 7 keV Ti+ ions. The irradiations 
have been carried out at room temperature during self-ion-assisted deposition of Ti-coatings on silicon. 
Xe-marker layers have been prepared by embedding of Xe using ion implantation of 10 and 40 keV Xe+ 
ions, the doses ranging from 1 ⋅ 1014 tо 27 ⋅ 1014 сm–2. Atomic intermixing has been determined by 
means of Rutherford backscattering spectrometry. RBS data for concentration against depth have been 
compared with data from the RUMP and the RBS codes simulation data. Elemental analysis of the 
coatings shows a high content of oxygen, carbon, hydrogen and silicon. The structures Ti − Si are found 
to have a deep penetrated Ti, O, C into silicon and a high concentration of Si (up to 10−15 at. %) in the 
coatings. The observation of an enhanced mixing efficiency with a Xe+ dose possibly indicates that the 
radiation-enhanced diffusion contributes to the mixing process. 

Key words: silicon, Ti-coating, Xe-marker, damage, self-ion-assisted deposition of coating. 

Введение. Вакуумные методы модифика-
ции поверхности различных материалов явля-
ются неотъемлемой частью технологии микро-
электроники. Эти методы используются в пер-
вую очередь для нанесения различного рода 
тонкопленочных покрытий: контактные пло-
щадки; пленочные резисторы и конденсаторы; 
пленки и элементы схем на основе материалов 
со специфическими электрофизическими свой-
ствами; защитные покрытия [1]. Среди вакуум-
ных методов модификации поверхности пред-
ставляет интерес ионно-ассистируемое нане-
сение покрытий на поверхность изделий из 
других материалов, при котором осаждение ме-
таллического покрытия сопровождается облу-
чением ионами того же металла [2]. При этом 
известно, что свойства модифицированной по-
верхности во многом определяются рядом фак-

торов, среди которых, такие как: элементный и 
фазовый состав покрытий, их структура, адге-
зия к подложке, топография и др. [3]. Поэтому 
при проведении исследований по нанесению 
покрытий необходима диагностика поверхно-
сти конструкции покрытие − подложка. 

Ионно-ассистируемое нанесение тонких 
пленок на подложку сопровождается радиаци-
онным повреждением поверхности из-за тор-
можения ассистирующих ионов с образованием 
в подложке каскадов атомных столкновений на 
начальной стадии процесса осаждения [4, 5]. 
Таким образом, актуальным представляется ис-
следование радиационных дефектов в кремнии, 
поверхность которого модифицировалась оса-
ждением металлического покрытия в условиях 
ионного ассистирования. В экспериментах ис-
пользуются метки ксенона для определения ис-
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ходной поверхности подложки кремния и изу-
чения повреждения кристалла кремния при 
нанесении металлических покрытий. Ионная 
бомбардировка в процессе нанесения покрытий 
усиливает взаимное перемешивание на меж-
фазной границе покрытие − подложка. Этот 
процесс и ряд других, например образование 
силицидов, являются предметом многочислен-
ных изучений из-за широкого применения в 
новых электронных приборах [6]. 

В настоящей работе обсуждаются результа-
ты изучения композиционного состава, повре-
ждения структуры кремния, модифицированно-
го ионно-ассистируемым нанесением металли-
ческого покрытия. 

Основная часть. Подложки представляли 
собой пластины кристалла  (100) Si. Половина 
пластины защищалась маской, во вторую поло-
вину имплантировали метки ксенона с энергией 
10 или 40 кэВ и интегральными потоками ионов 
(1–27) ⋅ 1014 см−2. После имплантации метки Хе 
маска с одной половины пластины Si снималась, 
и затем на обе половины образца кремния оса-
ждали титановое покрытие при ускоряющем 
напряжении 7 кВ для ассистирующих ионов Ti+ 
при комнатной температуре. Средняя скорость 
нанесения покрытий находилась в пределах 
0,4−0,5 нм/мин. Давление в вакуумной камере 
при имплантации ионов Хе+ было 4 · 10−4 Па, а 
давление в процессе осаждения металлического 
покрытия составляло ∼10−2 Па. Таким образом, в 
данной работе изучались две серии образцов 
кремния с покрытиями. Одна серия образцов 
кремния имела имплантированные метки Хе, а 
другая – нет. 

Покрытия Ti наносились на кремний с ис-
пользованием резонансного ионного источ-
ника вакуумной электродуговой плазмы. Дан-
ный источник создает плазму вакуумного 
электродугового разряда, в которой одновре-
менно генерируются положительные ионы и 
нейтральная фракция из материала электро-
дов источника ионов. В качестве материала 
электродов использовался титан технической 
99,9% чистоты. 

Элементный состав, повреждение исход-
ных образцов кремния и образцов кремния с 
имплантированной меткой ксенона до и после 
модифицирования изучали методом резер-
фордовского обратного рассеяния ионов ге-
лия в сочетании с каналированием (РОР/К) с 
энергией 2 МэВ и геометрией рассеяния 
θ1 = 0°, θ2 = 12°, θ = 168°. Разрешение детек-
тора было 25 кэВ. Доза имплантации ксенона 
уточнялась непосредственно из эксперимен-
тов путем измерения слоевой концентрации 
имплантированного Хе. Величины среднего 
проективного пробега элементов в матрице 

были рассчитаны при помощи компьютерной 
программы TRIM-89 [7]. 

На рис. 1 представлены спектры обратного 
рассеяния ионов гелия от кремния с ксеноно-
вым маркером до и после осаждения титаново-
го покрытия в условиях ассистирования иона-
ми Ti+. Вид спектров РОР от структуры покры-
тия Ti − (100) Si + Xe позволяет сделать вывод 
о том, что в покрытии, кроме атомов осаждае-
мого металла титана, содержатся атомы кисло-
рода и углерода, которые являются технологи-
ческими примесями вакуума, созданного паро-
масляным диффузионным насосом, и вводятся 
в покрытие в процессе осаждения. 

Рис. 1. Спектры РОР ионов гелия от образца  
кремния c имплантированным Xe до (1) и после  

осаждения титанового покрытия (2) 

На рис. 2 показаны профили глубинного 
распределения элементов в покрытии и под-
ложке при нанесении титановой пленки на Si 
без введенного ксенонового маркера при мо-
делировании спектров РОР по программе 
RUMP. 

Рис. 2. Распределение элементов по глубине 
в структуре покрытия Ti − (100) Si,  

сформированной осаждением титана в условиях 
ионного Ti+ ассистирования 
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Профиль Ti характеризуется концентраци-
ей, снижающейся от 9 ат. % на поверхности до 
1,5 ат. % в области межфазной границы си-
стемы. Более того, атомы Ti идентифициру-
ются в Si на глубине 105 нм с концентрацией 
~0,03 ат. %, что свидетельствует об их радиа-
ционно-стимулированной диффузии вглубь 
в процессе нарастания покрытия под радиа-
ционным воздействием ассистирующих 
ионов Ti+. Профиль атомов водорода в по-
крытии качественно согласуется с простран-
ственным распределением титана, однако их 
концентрация на порядок выше и равна нулю 
в кремнии. 

Кислород распределен в покрытии неравно-
мерно: его концентрация возрастает с 10 ат. % на 
поверхности покрытия до 25 ат. % вблизи грани-
цы пленка – подложка, а в кремнии, хотя его кон-
центрация снижается в несколько раз, но остается 
выше, чем концентрация Ti, – примерно на поря-
док. Профиль углерода качественно подобен про-
странственному распределению кислорода в изу-
чаемой системе, однако их концентрация при-
мерно в 2 раза выше в покрытии и в 2 раза ниже в 
кремнии. Появление в изучаемых покрытиях 
атомов O, C и H связано с осаждением на поверх-
ность покрытия в процессе его роста совместно с 
атомами Ti углеводородной фракции и кислорода 
из остаточного вакуума в мишенной камере, от-
качиваемой диффузионным масляным насосом.  

Используя метод РОР, невозможно напрямую 
установить присутствие водорода в покрытии. 
Наличие водорода и его распределение по глу-
бине в покрытии определялось ранее [8] в пря-
мых экспериментах с применением резонансной 
(1,86 кэВ) ядерной реакции при взаимодействии 
ионов азота с водородом 1Н(15N,αγ)12C путем ам-
селевского сканирования энергии ионов N+ в ин-
тервале 6,38−7,00 МэВ. 

На рис. 3 показаны каналированные спек-
тры РОР от кристаллов (100) Si, модифициро-
ванных ионно-ассистируемым нанесением Ti. 
Выход на каналированных спектрах в области 
205−230 каналов, связанный с повреждением в 
кристалле, увеличивается в случае образца Si с 
имплантированным Хе (спектр 2, рис. 3) по 
сравнению с образцом Si без Хе (спектр 3, 
рис. 3), что свидетельствует о дополнительном 
внесении повреждений в кристалл кремния при 
осаждении титанового покрытия. Вместе с тем 
пик (спектры 2 и 3) повреждений смещается в 
глубину относительно поверхности исходного 
кремния, отмеченной стрелкой (спектр 4) на 
рис. 3, что соответствует росту покрытия на 
поверхности кристалла кремния. 

Расчет слоевых концентраций дефектов, 
выполненный по спектрам РОР/К, показывает, 
что, как и ожидалось, с увеличением дозы им-

плантируемых в кремний ионов Хе+ от 1 · 1014 
до 27 · 1014 см−2 с последующим нанесением 
покрытий Тi на кремний слоевое содержание 
дефектов в кремнии также увеличивается от 
9,5 · 1016 до 18,3 · 1016 см−2. 

Рис. 3. Спектры РОР/К от кристаллов (100) Si,  
модифицированных осаждением покрытия титана 

в условиях ионного Ti+ ассистирования 
с имплантированным Хе-потоком 9 ⋅ 1014 см–2:  

1 – случайный; 2 – каналированный; 3 – без Хе;  
4 – от исходного кристалла кремния 

Характер повреждения на спектрах РОР 
(рис. 3) каналированных ионов отражает тот 
факт, что кремний повреждается лишь в на-
чальный момент времени модифицирования об-
разца. Действительно, если бы это было не так, 
то намного раньше, чем при используемых до-
зах титана 1 ⋅ 1016 см−2, должна была бы насту-
пить аморфизация поверхностного слоя крем-
ния, а этого не наблюдается. Так выход канали-
рованных спектров РОР на рис. 3 не достигает 
выхода случайного спектра РОР, т. е. доза ас-
систирующих ионов титана, падающих на 
кремний, меньше дозы аморфизации. 

На рис. 4 приведено распределение концен-
трации радиационных дефектов в кремнии 
по глубине, рассчитанное на основе спектров 
РОР/К от образцов Si, с имплантацией мет- 
ки Хе и без, модифицированных ионно-ассис-
тируемым нанесением металлических титано-
вых покрытий. Глубинные профили дефектов 
нормированы на поверхность исходного крем-
ния, которая устанавливается согласно методи-
ке, описанной ранее в статье [8]. 

Осаждение покрытий на кремний с имплан-
тированной меткой Хе приводит к размытию 
профиля повреждений и миграции дефектов 
в кремнии на глубины, превышающие проек-
тивный пробег (12,9 нм) ионов Ti+, свидетель-
ствуя о том, что процессы являются радиаци-
онно активируемыми в результате управляемо-
го энерговыделения (0,22 эВ/атом) в каскаде 
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атомных столкновений при нанесении покры-
тия в условиях ассистирования ионами Ti+. 
Максимальная концентрация смещенных из уз-
лов атомов кремния, полученная при имплан-
тации ионов Хе+, уменьшается при последую-
щем нанесении покрытия в условиях ассисти-
рования ионами Ti+, что также связывается с 
активацией миграционных процессов вглубь 
кремния при повышенном энерговыделении. 
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Рис. 4. Распределение концентрации дефектов  
по глубине в кремнии после: 

1 – имплантации ионов Хе+ с Е = 40 кэВ и дозами 
Ф = 9 ⋅ 1014 см–2 (а) и Ф = 27 ⋅ 1014 см–2 (б);  

2 – ионно-ассистируемого осаждения Ti-покрытия 
на кремний с имплантированным Хе;  

3 – ионно-ассистируемого нанесения Ti 

О характере радиационного повреждения 
кремния при облучении ионами Xe+, Ti+ сви-
детельствуют данные о зависимости слоевой 
концентрации дефектов в подложке от дозы 
ионов маркера (Xe+) с энергией 10 и 40 кэВ 
при ионно-ассистируемом нанесении покры-
тий Ti при ускоряющем напряжении 7 кВ 
(рис. 5). Из рис. 5 видно, что при облучении 
ионами Xe+ происходит насыщение кремния 
радиационными дефектами. 

Рис. 5. Дозовая зависимость слоевой концентрации 
смещенных из узлов атомов кремния: 
1 – c имплантированным Хе в (100) Si;  
2 – c имплантированным Хе в (100) Si  

и при последующем осаждении покрытия титана 

Однако при последующем облучении 
ионами Ti+ слоевая концентрация дефектов, 
созданных в кремнии во время имплантации 
ионами Xe+ с энергией 10 и 40 кэВ, уменьша-
ется. По-видимому, под действием ионов ти-
тана, ассистирующих нанесение покрытий, в 
результате радиационного усиления диффузи-
онных процессов происходит частичное вос-
становление концентрации радиационных по-
вреждений кремния (рис. 5). 

Заключение. Методом РОР/К и компью-
терного моделирования спектров по програм-
ме RUMP установлено, что при облучении Si 
ионами Xe+ концентрация смещенных из узлов 
кристаллической решетки радиационно-инду-
цированных междоузельных атомов растет 
с увеличением дозы имплантированных ато-
мов Хе, играющих роль маркера. Максималь-
ная концентрация междоузельных атомов Si, 
образующихся при имплантации ионов Xe+, 
уменьшается в процессе ионно-ассистируемо-
го осаждения Ti-покрытий, что приводит к 
снижению слоевой концентрации радиацион-
ных дефектов. Наблюдаемые эффекты объяс-
няются радиационным усилением диффузии в 
процессе облучения системы покрытие − под-
ложка ассистирующими ионами, приводящей 
к взаимной миграции атомов компонентов по-
крытия в Si-подложку и атомов Si из подлож-
ки в покрытие. Установлено, что в процессе 
ионно-ассистируемого нанесения тонких пле-
нок Ti на Si-подложку в составе покрытия об-
наруживаются атомы углерода, кислорода, во-
дорода и кремния. Предварительные результа-
ты свидетельствуют о влиянии упругих 
напряжений, вызванных введением в Si ксено-
на, на формирование осаждаемых покрытий и 
миграционные процессы в области границы 
раздела покрытие – подложка. 
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Д. А. Гринюк, И. Г. Сухорукова, Н. М. Олиферович, И. О. Оробей 
Белорусский государственный технологический университет 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ РЕГУЛЯТОРОВ  
В КАСКАДНЫХ СИСТЕМАХ РЕГУЛИРОВАНИЯ  

ПРИ ОДНОВРЕМЕННОЙ НАСТРОЙКЕ ЧЕТЫРЕХ ПАРАМЕТРОВ 
В статье рассмотрены проблемы синтеза каскадных систем регулирования с применением 

нелинейных ПИД-регуляторов.  
Ввиду увеличения вычислительной мощности микропроцессорных систем и совершенство-

вания методик настройки появилась возможность повсеместно использовать нелинейные регуля-
торы. Нелинейные ПИД-регуляторы показали свою эффективность и уже применяются в отдель-
ных прикладных решениях. Одной из популярных модификаций данных регуляторов является 
вариант, основанный на нелинейных преобразованиях сигнала ошибки и сигнала управления. Не-
смотря на использование различных математических функций для нелинейных преобразований, 
они имеют подобные зависимости, которые могут быть близко аппроксимированы друг другом. 
Зависимости с использованием логарифмической функции реализуются и настраиваются проще в 
технических системах, чем с использованием степенной или гиперболической. 

После предварительного анализа для шести способов построения регуляторов была произведена 
настройка для пяти вариантов динамических характеристик каскадной системы регулирования. 
Настройка выполнялась численным методом с применением интегрального критерия. Далее были 
определены некоторые показатели качества и проведен их сравнительный анализ. Также проанали-
зировано поведение систем при ограничении управляющего воздействия. Из всех вариантов для 
промышленных технических систем может быть рекомендован вариант использования регулятора с 
нелинейным преобразованием ошибки для всех его составляющих. Итоговые таблицы и графики по-
казывают, что использование нелинейных функций преобразования ошибки и сигнала управления 
для внутреннего регулятора является нецелесообразным, по крайней мере, для рассмотренного клас-
са динамических объектов. При наличии в объекте нелинейных свойств предлагается использовать 
антинелинейные преобразования для улучшения качества работы каскадных систем регулирования. 

Ключевые слова: нелинейный ПИД-регулятор, каскадные системы управления.  

D. A. Hryniuk, I. G. Suhorukova, N. M. Oliferovich, I. O. Orobei 
Belarusian State Technological University 

USE OF NONLINEAR CONTROLLERS IN CASCADE REGULATION SYSTEMS 
AT SIMULTANEOUS SETTING OF FOUR PARAMETERS 

The article discusses the problems of synthesis of cascade control systems using nonlinear PID controllers. 
In view of the increase in the computing power of microprocessor systems and the improvement of 

tuning techniques, it became possible to use nonlinear regulators everywhere. Nonlinear PID controllers 
have been shown to be effective and are already used in individual application solutions. One of the 
popular modifications of the controller data is the option based on nonlinear transformations of the er-
ror signal and the control signal. Despite the use of various mathematical functions for nonlinear 
transformations, they have similar dependencies that can be closely approximated by each other. 
Dependencies using a logarithmic function are implemented and configured easier in technical systems 
than using a power or hyperbolic function. 
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 After a preliminary analysis for six ways of constructing regulators, tuning was made for five 
variants of the dynamic characteristics of a cascade control system. The adjustment was carried out 
numerically using integral criteria. Then some quality indicators were determined and their comparative 
analysis was carried out. Also, an analysis of the behavior of systems with a limitation of the control 
action was performed. Of all the options for industrial technical systems, the option of using a controller 
with nonlinear error conversions for all its components can be recommended. The resulting tables and 
graphs show that the use of nonlinear error conversion functions and a control signal for the internal con-
troller is not advisable, at least for the considered class of dynamic objects. If the object has nonlinear 
properties, it is proposed to use antilinear transformations to improve the quality of cascade control systems. 

Key words: nonlinear PID controller, cascade control systems. 

Введение. При синтезе современных си-
стем автоматического управления использу-
ются различные подходы – от наиболее про-
стых универсальных пропорционально-интег-
рально-дифференциальных (ПИД) алгоритмов 
до модального управления, аналитического 
конструирования регуляторов и т. д. До недав-
него времени нелинейные свойства системы 
рассматривались как нежелательные элемен-
ты, которые усложняют ее поведение и анализ. 
Наиболее типичным решением является при-
менение различных видов линеаризации, од-
нако для многих типов систем этот подход не 
приемлем. Универсальные методы анализа ус-
тойчивости, такие как функция Ляпунова, во 
многих случаях сложны и трудоемки. Кроме 
того, данный метод не гарантирует качества 
переходных процессов. 

В то же время нелинейные корректирующие 
устройства обладают большим потенциалом. 
Тем не менее исследования показали, что во 
многих случаях использование нелинейных за-
конов управления может значительно улучшить 
параметры проектируемой системы [1–4]. От-
дельно стоит упомянуть об удачных попытках 
использования при управлении технологиче-
скими процессами нечетких, нейронных и ги-
бридных алгоритмов, которые, по сути, также 
являются нелинейными системами [5].  

Интерес к применению нелинейных си-
стем управления увеличивался по мере роста 
вычислительных мощностей компьютерных 
систем и развития вычислительных методов 
моделирования. Немаловажным оказалось и 
развитие нечетких, нейронных, генетических 
методов оптимизации, методов вероятностно-
го программирования. Сейчас в год выходят 
десятки статей по развитию и использованию 
нелинейных ПИД-регуляторов. 

Одним из старых направлений исследова-
ния нелинейных систем является использова-
ние систем управления с переменной структу-
рой. Имеется широкий круг публикаций как 
общего характера, так и применимых для ПИД-
закона регулирования.  

Анализ публикаций в области нелинейных 
систем с использованием ПИД-регуляторов 

позволяет разделить их на ряд отдельных 
направлений: 

− новые решения и развитие нелинейных 
ПИД-регуляторов; 

− адаптация и применение нелинейных 
ПИД-регуляторов в конкретных технических 
решениях и демонстрация их преимуществ [5]; 

− развитие многопараметрической оптимиза-
ции для настройки нелинейных ПИД-регуляторов; 

− развитие методов автоподстройки линей-
ных и нелинейных ПИД-регуляторов. 

Очень широко исследуются нелинейные 
компенсаторы для замкнутых контуров управ-
ления, которые формируют отдельное направ-
ление развития систем управления. Данное ре-
шение скорее является общим структурным 
улучшением динамики работы замкнутых не-
линейных систем, которые применимы при ис-
пользовании ПИД-регуляторов. 

Также изучаются нелинейные функции для 
устранения недостатков, которые присущи 
непосредственно ПИД-закону регулирования 
[1, 2]. Авторы пытаются за счет подбора нели-
нейных функций ошибки или управляющего 
воздействия решить проблему улучшения каче-
ства переходного процесса, устранить инте-
гральное насыщение, повысить запас устойчи-
вости и т. д. 

Стоит отметить, что большинство приклад-
ных регуляторов для технологических процес-
сов в большинстве своем содержали нелинейные 
элементы. Вследствие наличия ограничения на 
управляющее воздействие, которое всегда ха-
рактерно для таких исполнительных механиз-
мов, как клапаны и насосы т. д., возникало инте-
гральное насыщение. Для защиты от данного яв-
ления давно применяется алгоритм отключения 
интегральной составляющей регулятора при 
вхождении системы в ограничение. 

По мере развития данного решения были 
предложены варианты использования нелиней-
ных функций преобразования ошибки. В лите-
ратуре присутствуют варианты как использова-
ния общего нелинейного преобразования, так и 
подбор индивидуальных нелинейных преобра-
зований для каждой из составляющих ПИД-
регулятора. 
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Выбор нелинейной функции. Наиболее 
часто в литературе встречаются нелинейные 
функции вида 
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 ( ) ( )
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В [1, 3] была показана эффективность ис-
пользования функции  

 ( ) ( )
( )α+

α+
=α

1

1ln
)sign(,

e
eeK . (3) 

Она нашла удачное применение и для ПИД-
регуляторов с двумя степенями свободы 2DoF 
[4, 6]. 

В целом данные нелинейные функции 
ошибки (1)–(3) подобны. Они имеют неболь-
шие отличия в статических характеристиках 
(рис. 1, 2) при определенных подстрочных ко-
эффициентах α и δ в области небольших значе-
ний ошибки e. На рис. 1 представлены статиче-
ские характеристики (1)–(3) для вариантов,  
которые имеют одинаковое квадратичное от-
клонение в диапазоне ±2,5. 

Градиентные характеристики нелинейных 
функций при тех же коэффициентах α и δ имеют 
большие отличия (рис. 3). Характеристика 
dK / de для (2) имеет точки разрыва, тогда как (3) 
обеспечивает большую разницу в dK / de при ма-
лом и большом отличии производных. В области 
больших значений рассогласования в замкнутой 
системе наблюдаются близкие значения для 
dK / de функций (1) и (3). Обе эти фикции демон-
стрируют существенные отличия от (2). 

 

Рис. 1. Статическая характеристика нелинейных 
функций для малых значений e: 

1 – при α = 1,196; 2 – при α = 0,6597, δ = 1,006;  
3 – при α = 1 

 
Рис. 2. Статическая характеристика нелинейных 

функций для больших значений e:  
1 – при α = 1,196; 2 – при α = 0,6597, δ = 1,006;  

3 – при α = 1 

Можно предположить, что функции (1) и 
(3) в прикладных задачах будут демонстриро-
вать близкие результаты. Они одинаково ре-
шают проблему интегрального насыщения, 
для чего в первую очередь была предложена 
функция (3) [1]. В замкнутых контурах регу-
лирования с запаздыванием для (1) при увели-
чении коэффициента усиления объекта будут 
возникать автоколебания, которые наблюда-
ются для (3) [2]. 

 

Рис. 3. Градиентная характеристика нелинейных 
функций для больших значений e:  

1 – при α = 1,196; 2 – при α = 0,6597, δ = 1,006;  
3 – при α = 1 

Следует отметить некоторые проблемы ре-
ализации нелинейных функций. Функции (1) и 
(2) будут иметь сложности при технической ре-
ализации. В стандарте IEC 61131-3 отсутствуют 
встроенные решения по реализации гиперболи-
ческих и степенных функций. В приложении 
SIMULINK программы MATLAB также наблю-
даются проблемы вычисления гиперболических 
функций при малых значениях аргумента для 
сохранения точности. Но это не преодолимые 
трудности. Для встроенных систем это не будет 
составлять проблему. 
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Однако ПИД-регуляторы используются и в 
более сложных системах регулирования. К та-
ким можно отнести каскадные системы регули-
рования (в автоматизированном электроприводе 
их называют подчиненными). Самая простейшая 
каскадная система требует настройки двух регу-
ляторов. Внешний регулятор предназначен для 
обеспечения качества и устойчивости системы, 
внутренний – для обеспечения быстродействия. 
В качестве внешнего регулятора обычно исполь-
зуют ПИ- или ПИД-законы, а в качестве внут-
реннего – обычно П-, иногда ПД-регулятор [7]. 

В [7] было показано, что каскадные системы 
улучшают динамику объекта управления в слу-
чае, когда динамика внутреннего канала состав-
ляет 50–70% от общей динамики. В реальных 
условиях управления технологическим оборудо-
ванием редко имеется возможность выбирать та-
кое соотношение. Но использование данного со-
отношения позволяет обеспечить хорошую чув-
ствительность при решении поставленной задачи. 

Объект исследования. Задача стояла оце-
нить эффективность использования нелинейных 
регуляторов для каскадных систем управления. 

В качестве объекта была выбрана структу-
ра, приведенная на рис. 4. 

 

Рис. 4. Структура каскадной системы 
автоматического регулирования (САР): 
SP – сигнал задания; e – сигнал ошибки;  

μ – сигнал управления; y – выходной сигнал;  
WR1, WR2 – передаточные функции внутреннего  

(вспомогательного) и внешнего (основного)  
регулятора соответственно;  

WO1, WO2 – передаточные функции внутреннего  
и внешнего объекта соответственно 

Для передаточных функций объекта были 
приняты следующие значения: 

 ( ) ( ),exp
10011 s

s
ksWO τ−

+
=  (4) 

 ( ) ( )( ).
301101

1
2 ss

sWO ++
=  (5) 

Величина запаздывания существенно влия-
ет на динамические характеристики, запас 
устойчивости и т. д. Поэтому каскадные систе-
мы с разными регуляторами тестировались при 
значении запаздывания τ = [0,1 1 5 10 50]. 
Для нахождения настроек значение k = 1. 

Поведение систем сложно прогнозируется, 
особенно если в контуре наблюдается несколь-
ко нелинейностей.  

По этой причине исследования проводились 
для объектов с разной величиной запаздывания 
во внутреннем контуре.  

В качестве критерия настройки был выбран 
интегральный  

 ( ) min,
0

2 →
∞

dttet  (6) 

хорошо зарекомендовавший себя в ряде преды-
дущих работ [1, 3, 5].  

Как было показано выше, вариантов нели-
нейных преобразований для ПИД-регулятора 
очень много [8–12]. В данной работе были вы-
браны несколько вариантов с четырьмя настра-
иваемыми параметрами. 

Сравнение произведено для следующих ва-
риантов построения каскадной системы регу-
лирования: 

1) PID + P – линейный внешний регулятор 
ПИД, внутренний – П-регулятор; 

2) NPID + P – П- и И-компоненты с функ-
цией (3) для e1 внешнего ПИД-регулятора,  
Д-компонента с линейной функцией ошибки, 
но внутренний – линейный П-регулятор; 

3) NPID + NP – П- и И-компоненты с функ-
цией (3) для e1 внешнего ПИД-регулятора,  
Д-компонента с линейной функцией ошибки и e2 
внутреннего П-регулятора с использованием (3); 

4) NPID + PN – внешний регулятор как в 
предыдущем варианте, а внутренний – П-регу-
лятор с функцией (3) для сигнала управления μ; 

5) PID + NP – линейный внешний регулятор 
ПИД, внутренний – нелинейный П-регулятор с 
функцией (3) для e2; 

6) NPID2 + P – функция (3) для e1 внешнего 
ПИД-регулятора, но внутренний – линейный  
П-регулятор. 

Оптимизация настроек производилась пу-
тем численного моделирования в MATLAB.  

Поведение систем при отсутствии ограни-
чений на управляющее воздействие. Результа-
ты оптимизации без ограничения управляющего 
воздействия представлены в табл. 1–5 и на 
рис. 5–8. Время переходного процесса опреде-
лялось по последнему моменту нахождения за 
рамками 3% (табл. 1). Значения в табл. 3 вычис-
лялись путем деления интегральной ошибки 
разных вариантов каскадной системы регулиро-
вания на интегральную ошибку для линейного 
варианта. В табл. 4 абсолютное значение и отно-
сительное значение управляющего воздействия 
μ рассчитывались так же, как интегральная 
ошибка в табл. 3. Значения в табл. 5 определя-
лись путем ограничения управляющего воздей-

WR2 WR1 WO1 WO2
y SP е1 е2 μ 
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ствия на уровне 60% от максимального значения 
для линейной системы и моделирования каскад-
ных систем для всех вариантов и делением на 
значение интегрального критерия при отсут-
ствии ограничений. Для переходных процессов с 
ограничением управляющего воздействия ис-
пользована штриховая линия. Для вариантов не-
линейных каскадных систем они полностью 
совпадают с системой без ограничения. 

Таблица 1 
Время переходного процесса 

Тип 
системы 

τ 

0,1 1 5 10 50 
PID + P 1,956 7,130 30,68 54,76 212,0 
NPID + P 2,142 13,67 43,70 73,29 221,2 
NPID + NP 8,689 13,25 47,60 78,56 377,4 
NPID + PN 38,91 26,80 68,54 90,02 222,9 
PID + NP 5,940 16,90 77,10 61,89 242,2 
NPID2 + P 2,237 12,15 33,86 70,35 222,9 

Таблица 2 
Перерегулирование 

Тип  
системы 

τ 

0,1 1 5 10 50 
PID + P 49,73 2,478 1,741 2,185 1,667 
NPID + P 45,19 4,587 7,794 6,047 0,6783
NPID + NP 69,21 0,0487 3,491 4,572 6,884
NPID + PN 0,0269 0,2402 1,661 0,5492 0,3973
PID + NP 8,644 6,8817 0,3691 2,056 0,1599
NPID2 + P 47,64 0,3552 1,091 3,587 1,628

Таблица 3 
Относительное значение  
интегрального отклонения 

Тип 
системы 

τ 

0,1 1 5 10 50 
PID + P 1 1 1 1 1 
NPID + P 0,7647 1,207 0,9941 0,9720 1,001 
NPID + NP 86,94 4,398 1,564 1,196 1,716 
NPID + PN 3680 52,74 8,410 3,451 0,9488
PID + NP 18,30 5,171 3,969 1,333 1,071 
NPID2 + P 0,7667 2,396 1,126 1,006 1,157 

Таблица 4 
Максимальное значение  

управляющего воздействия 

Тип 
системы 

τ 

0,1 1 5 10 50
PID + P 37 299 677 2 595 49,96 13,27 1,684
NPID + P 36 387 670 2 535 56,64 15,39 1,642
NPID + NP 8 646 377,7 28,22 10,89 1,333
NPID + PN 48,39 36,98 4,965 3,550 1,587
PID + NP 9 049 396,9 16,83 9,114 1,397
NPID2 + P 3 115 407 2 050 45,86 14,12 1,529

Таблица 5 
Относительное значение интегрального 

отклонения в случае попадания системы в 60% 
ограничения управляющего воздействия 

Тип 
системы 

τ 

0,1 1 5 10 50
PID + P 4,293 15,33 5,790 2,987 3,668
NPID + P 1,728 14,51 5,060 2,711 3,663
NPID + NP 1,000 1,000 1,000 1,618 2,137
NPID + PN 1,000 1,000 1,000 1,000 3,866
PID + NP 1,000 1,000 1,000 1,202 3,425
NPID2 + P 1,166 8,438 3,004 2,234 3,176

Представленные результаты показывают не 
однозначность выбора. В каждом из критериев 
есть свои лидеры, которые составляют конкурен-
цию классическому ПИД-регулятору. Однако на-
блюдается однозначная тенденция по минимиза-
ции использования нелинейных преобразований 
во внутренней замкнутой системе. Во всех случа-
ях это вызывало существенное ухудшение основ-
ных параметров качества настройки. На предва-
рительном этапе были использованы еще не-
сколько вариантов нелинейных функций для 
внутреннего регулятора, но они приводили к еще 
более затянутому переходному процессу. 

 

Рис. 5. Переходные процессы при τ = 0,1 c  
(Штриховая линия соответствует варианту  
ограничения управляющего воздействия.) 

 

Рис. 6. Переходные процессы при τ = 1 c  
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Рис. 7. Переходные процессы при τ = 5 c 

 

Рис. 8. Переходные процессы при τ = 50 с  

Для всех вариантов наблюдается очень низ-
кий уровень управляющего воздействия и затя-
нутые переходные процессы. С точки зрения 
быстродействия лучшие результаты демонстри-
руют варианты классического регулятора 
PID + P и нелинейного регулятора NPID + P с 
нелинейным преобразованием ошибки для про-
порциональной и интегральной составляющей. 
При этом последний вариант показал преиму-
щество по сравнению с PID + P по интеграль-
ному критерию почти для всех рассмотренных 
вариантов динамики. Однако при попадании в 
ограничение на управляющее воздействие эти 
варианты построения каскадной системы про-
являют существенное ухудшение качества регу-
лирования. 

Поведение систем при ограничении на 
управляющее воздействие. Второй этап вы-
бора настроек путем численной оптимизации 
проводился для объектов, у которых фикси-
рованный уровень ограничения на уровне в 
10 раз выше, чем значение при стационарном 
состоянии. 

Результаты оптимизации без ограничения 
управляющего воздействия представлены в 
табл. 6, 7 и на рис. 9. 

Таблица 6 
Время переходного процесса 

Тип 
системы 

τ 

0,1 1  5 10 50 
PID + P 42,75 56,45 114,1 145,4 226,6 
NPID + P 63,76 55,61 58,21 77,72 226,8 
NPID + NP 58,53 43,93 51,74 79,59 223,0 
NPID + PN 61,01 44,17 68,53 90,02 222,9 
PID + NP 42,38 42,78 64,54 59,31 241,3
NPID2 + P 67,27 43,20 60,86 58,01 222,5

Таблица 7 
Относительное значение  
интегрального отклонения 

Тип 
системы 

τ 
0,1 1  5 10 50 

PID + P 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
NPID + P 1,2543 1,0002 0,4546 0,3312 1,0100
NPID + NP 1,2594 0,9281 0,3958 0,3494 0,9575
NPID + PN 1,2832 0,9931 0,9764 0,9864 0,9571
PID + NP 1,0419 0,9537 0,4038 0,3469 1,0758
NPID2 + P 1,4545 0,8806 0,4125 0,3281 1,1678

Для переходных процессов без ограничения 
на управляющее воздействие, но с параметра-
ми, которые были найдены из условия ограни-
чения управляющего воздействия, использова-
на штриховая линия. 

 

 

Рис. 9. Переходные процессы при τ = 5 c  

Графики для остальных значений τ имеют 
еще меньше визуальных отличий. Это харак-
терно и для величины перерегулирования. Дан-
ный тест нивелировал большие отличия в пове-
дении систем. Несколько лучше себя показал 
вариант NPID2 + P, а затем NPID + P, PID + NP. 

Вариант PID + NP, который не проявил себя в 
предыдущем тесте, в этом продемонстрировал ста-
бильность показателей качества регулирования. 

Заключение. Результаты моделирования по-
казали, что нелинейный ПИД-регулятор данного 
типа следует использовать осторожно с учетом 
свойств и условий работы объекта управления. 
Улучшение качества переходного процесса при 
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отработке сигнала задания наблюдается только 
при применении нелинейного ПИД-регулятора 
для внешнего контура. Использование статиче-
ских нелинейных функций для внутреннего ре-
гулятора приводило к ухудшению показателей 
качества. Результаты применения нелинейного 
внешнего ПИД-регулятора с внутренним П-ре-
гулятором при качественной настройке дают со-
измеримый результат с реализацией внешнего 

классического ПИД-регулятора с внутренним 
ПД-регулятором. При построении каскадной си-
стемы регулирования для объектов с ограниче-
нием на управляющее воздействие, что харак-
терно для технологических и многих техниче-
ских систем, оптимальными являются другие 
решения. По результатам проведенных тестов 
вариант NPID2 + P продемонстрировал несколь-
ко лучшие показатели, чем остальные. 
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Д. А. Гринюк, Н. М. Олиферович, И. Г. Сухорукова 
Белорусский государственный технологический университет 

ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ СИНТЕЗА DEADBEAT-РЕГУЛЯТОРА  
НА ПРОИЗВОЛЬНОЕ КОЛИЧЕСТВО ШАГОВ  

В статье рассмотрены проблемы синтеза Deadbeat Controller with a Prescribed Controlled. 
Deadbeat Controller является отдельным классом алгоритмов управления в системах с обратной 
связью. Этот алгоритм может быть использован непосредственно для управления объектами, 
либо для синтеза ПИД-регуляторов.  

Для обеспечения необходимой гибкости в задачах управления в условиях ограничений для 
реальных технологических процессов, при получении параметров ПИД-регулятора с различны-
ми показателями качества переходного процесса требуется адаптивная схема перенастройки в 
зависимости от свойств объекта управления. 

Ранее были получены отдельные решения для возможности удлинения переходного процес-
са на 1, 2 и 3 шага. Однако если передаточная функция объекта имеет более высокий порядок, 
либо увеличение порядка обусловлено отличием структуры от последовательного соединения 
звеньев, данных решений может быть недостаточно. В последнем случае при получении общей 
передаточной функции с использованием z-преобразований происходит резкое увеличение по-
рядка результата преобразований. 

Получение расчетных формул синтеза осуществлено на основании подхода, который позво-
ляет регулятору формировать одинаковое значение управляющего воздействия на заданном ко-
личестве шагов. При этом можно получить основные неравенства для синтеза путем определе-
ния апериодического характера переходного процесса синтезируемого регулятора.  

Адекватность полученных выражений была проверена путем построения переходных харак-
теристик регулятора и замкнутых систем управления для объекта шестого порядка.  

Ключевые слова: deadbeat-регулятор, настройка регулятора, переходный процесс.  

D. A. Hryniuk, N. M. Oliferovich, I. G. Suhorukova  
Belarusian State Technological University 

GENERAL SOLUTION FOR SYNTHESIS OF DEADBEAT REGULATOR  
FOR ARBITRARY NUMBER OF STEPS 

This article discusses the synthesis problems of Deadbeat Controller with a Prescribed Controlled. 
Deadbeat Controllers are a separate class of control algorithms in feedback systems. This algorithm can 
be used directly for controlling objects, or for the synthesis of PID controllers.  

To provide the necessary flexibility in control tasks under restrictions for real technological pro-
cesses, when receiving PID controller parameters with different transient quality indicators, an adaptive 
reconfiguration scheme is required depending on the properties of the control object. 

Separate solutions have been previously obtained for the possibility of lengthening the transition 
process by 1, 2 and 3 steps. However, if the transfer function of the object has a higher order, or the in-
crease in the order is due to distinguish the structure from the serial connection of the links, these solu-
tions may not be enough. In the latter case, upon obtaining the general transfer function using z-trans-
formation, a sharp increase in order of the result of the transformations occurs. 

Obtaining calculation formulas for the synthesis has been carried out using an approach that allows 
the regulator to generate the same value of the control action for given number of steps. Moreover, it is 
possible to obtain the main inequalities for the synthesis by determining the aperiodic nature of the 
transition process of the synthesized controller. 

The adequacy of obtained expressions has been verified by constructing the transient characteristics 
of the regulator and closed control systems for an object of the sixth order. 

Key words: deadbeat regulator, regulator tuning, transition process. 

Введение. Теория непрерывных систем уп-
равления постоянно развивается, но техниче-
ская реализация происходит на цифровых плат-
формах. Использование напрямую цифровых 
подходов к синтезу систем управления позво-

ляет получить лучшее совпадение при практи-
ческой реализации. 

Deadbeat-регуляторы являются одним из 
направлений развития цифровых систем  
[1–3]. Алгоритмы deadbeat-контроллера широко 



Îáùåå ðåøåíèå äëÿ ñèíòåçà deadbeat-ðåãóëÿòîðà íà ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî øàãîâ 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2020 

70 

применяются в управлении двигателем [4–8], в 
модуляции балансировки напряжения [9]. В [1] 
было показано, что данные виды регуляторов 
очень хорошо приспособлены для использова-
ния в условиях ограничения на управляющее 
воздействие. В этой же работе, в дополнение 
к [2], были получены расчетные формулы для 
растягивания переходного процесса на два и 
три такта. Полученные результаты нашли свое 
применение в разработке нового метода синте-
за настроек ПИД-регулятора [3]. Можно до-
биться соответствия контроллера технологи-
ческим нормам за счет увеличения времени 
шаговых ответов [10]. 

Предложенный метод синтеза ПИД-регуля-
тора через deadbeat-регуляторы показал, что 
для возможности выбора разных показателей 
качества процесса потребуется наличие расчет-
ных формул для максимального удлинения пе-
реходного процесса. 

Следует отметить, что существуют и другие 
методы проектирования deadbeat-контроллера 
[11–13]. Однако в прикладных решениях нахо-
дит большее применение подход из [1]. 

Расчетные формулы. Синтез deadbeat про-
изводится на основании функции z-преобразо-
вания элементов систем управления. Структура 
системы управления показана на рис. 1. 

 

Рис. 1. Структура deadbeat-регулятора: 
w – сигнал задания; e – сигнал ошибки; 

 u – управляющее воздействие;  
y – выход системы  

Передаточная функция регулятора GR(z) и 
объекта GP(z) может быть записана следующим 
образом [1]: 

 ( ) ( )
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P z
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−
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где Q(z), P(z) – многочлены передаточной 
функции регулятора; A(z), B(z) – многочлены 
передаточной функции объекта.  

Коэффициенты многочленов Q(z), P(z) для 
классического deadbeat-регулятора могут быть 
найдены с использованием уравнений [2]: 
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где ai, bi – коэффициенты многочленов функ-
ции z-передачи непрерывного объекта A(z), B(z) 
соответственно; m – порядок передаточной 
функции объекта.  

Коэффициенты многочлена Q(z) можно вы-
разить как: 
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Итак, начальное значение управляемой пе-
ременной u(0) зависит только от суммы (2) ко-
эффициентов функции z-передачи объекта bi. 

В [2] получены выражения для возможности 
выбора первичного импульса. Расширим его на 
большее количество тактов:  

 ( ) 1 для 0, 1, 2, ...w k k= = . (4) 

Для случая b0 = 0 z-преобразования задаю-
щей, регулируемой и управляющей перемен-
ных имеют следующий вид: 
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w z
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Разделив уравнения (6) и (7) на (5), получим: 
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Условие построения апериодического регу-
лятора независимо от количества заданных так-
тов не меняется: 
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Условие для получения значений коэффи-
циентов запишем в виде  
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Сокращение одинаковых множителей при-
водит к единому результату: 
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Сопоставление коэффициентов с одинако-
выми степенями дает 
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В общем случае система при удлинении пе-
реходного процесса на N может быть представ-
лена как: 

− для четного N 
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− для нечетного N 
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,

,

,

N N N N

m N m N m m

m N N m m

m N m

p A p A p A p

p A p A p p
p A p p

p p

−

− − −

+ − −

+

′ ′ ′= − + −

′ ′ ′= − +
′ ′= − +
′=



  

где 

( )( ) ( )1 1 1
1 2

1 2
1 2 2

...

... .

mz z z

A A z A z

− − −

− −

α − α − α − =

= − +
 

Будем искать расчетные формулы исходя из 
равенства первых управляющих воздействий [7], 
тогда 

 

0
1

0

1 1 2 0

1 2 2 1 3 0

1 3 2 2 3 1 4 0

,

0 ,

0 ,

0 ,

q A
q
A q A q

A q A q A q
A q A q A q A q

=
′

′ ′= −
′ ′ ′= − +

′ ′ ′ ′= − + −


 (18) 

или с учетом (13) 

 

0
1

0

1 1 0 2 0

1 2 0 2 1 0 3 0

1 3 0 2 2 0 3 1 0 4 0

,

0 ,

0 ,

0 ,

q A
q

A a q A q
A a q A a q A q

A a q A a q A a q A q

=
′

′ ′= −
′ ′ ′= − +

′ ′ ′ ′= − + −


 (19) 

Суммированием уравнений (15) и (17) и с 
учетом 

 1 21 ... m Np p p += + + +   

можно получить: 
1) для четного N 

( )1 0 2 0 1 0 0 0
1

1 ... ;
m

i N N
i

b A q A q A q A q q−
=

′ ′ ′ ′ ′= − + + − +  (20) 

2) для нечетного N 

( )1 0 2 0 1 0 0 0
1

1 ... .
m

i N N
i

b A q A q A q A q q−
=

′ ′ ′ ′ ′= − + − + −  (21) 

После выражения A1, A2, … из (18) и (19) и 
подстановки в (20) и (21) соответственно мож-
но получить: 

– для четного N 

 0 0

1

1
;m

i
i

q D q
b

=

′= +


 (22) 

(15) 

(16) 

(17) 
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– для нечетного N 

 0 0

1

1
m

i
i

q D q
b

=

′= −


, (23) 

где  

1 2 1 3 2

1 1 4 3 2 1

1 2 1 1

1 (1 ) (1

(1 )) (1 (1 )

(1 (1 )))) ... .

N N N

N

D a a a a a
a a a a a a

a a a a

− − −

−

= − − − − − −
− − − − − − −

− − − − −
 

Используя выражение из (18) и (19) 
1) для четного N 

 1 2 1 1 00 ... ;N N NA q A q A q q−
′ ′ ′ ′= − + + −   (24) 

2) для нечетного N 

 1 2 1 1 00 ... ,N N NA q A q A q q−
′ ′ ′ ′= − + − +   (25) 

можно получить: 
– для четного N 

 0

0

1 ;
q H
q

=
′

  (26) 

– для нечетного N 

 01 ,
N

q H
q

= −
′

  (27) 

где  

 
( )(

( )( ) )
2

1 1 2 2 1

2
3 3 2 1 1 2 1 ... .

N N N

N

H a a a a a a

a a a a a a a

− −

−

= − − − −

− − − − −
  

Тогда величину управляющего воздействия 
на первом такте для соблюдения условия 

 ( ) ( ) ( )0 1 ...SPu u u u N= = = =  (28) 

можно рассчитать как 

 

( )
0

1

1
.SP m

i
i

u q
D H b

=

= =
− 

 (29) 

С учетом того, что коэффициенты A1, A2, … 
можно получить из (18) при известном значе-
нии uSP: 

 

0 1

2 1 1
2

3 1 2 1 1
3

4 1 3 1 1 2 1 2 1 1 1

,
,

,

,

SPu q A
A A a

A A a A a
A A a A a a A a a A a

′=
=

= − +
= − − +



 (30) 

или 

 ( )
( )

0 1

0 2 1
2

0 3 2 1

3
0 4 3 1 2 1

,

,

,

2 ,

SP

SP

SP

SP

u q A
q A u a

q A u a a

q A u a a a a

′=
′ =

′ = − +

′ = − +


 (31) 
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SP
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q
q

q
q q A a q A a a q

q q A a q A a a q
q q A a a q

q a q
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+

=
=
=

=
′ ′ ′= − + +
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′ ′= − +

′=




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,
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,

,
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N N N N
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p q A b q A b b q

p q A b q A b vA b q

p q A b q A b b q
p q A b q
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−
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+ − −

+
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′ ′ ′= − + − +
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
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N N N
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q
q q A a q A a a q

q q A a q A a a q
q q A a a q

q a q

+ + +
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+

=
=
=

=
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p q A b q A b

p q A b q A b b q

p q A b q A b q A b q
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−
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
  

(32)

(33) 

(34) 

(35) 
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Для расчета коэффициентов deadbeat-регу-
лятора используем системы уравнений (32), (33) 
или (34), (35). Величину uSP получаем из (25), 
значения коэффициентов q0′A1, q0′A2, … опре-
деляем из (31) и, наконец, q0′ можно рассчитать 
или по (22)/(23), или по (26)/(27). 

Моделирование. В качестве приложения 
методики расчета регуляторов выбран объект с 
передаточной функцией 

( ) ( )
( )( )( )

( )3

0,5 1
exp 2 .

10 1 7 1 3 1
O

s
W s s

s s s
− +

= −
+ + +

   (36) 

Данного вида передаточные функции могут 
быть использованы при аппроксимации пере-
ходных процессов объектов с распределенными 
параметрами. 

Максимальное управляющее воздействие 
uSP при simple time tS = 4, при одинаковых 
управляющих воздействиях первых тактов N = 
= [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6] убывает в следующей по-
следовательности [23,6960 7,2037 3,6834 2,4141 
1,8267 1,4646 1,2871]. Переходную характери-
стику регулятора можно видеть на рис. 2. 

Результаты расчета (рис. 3) и моделиро-
вания замкнутой системы представлены на 
рис. 4–8. 

 

Рис. 2. Переходная характеристика 
 deadbeat-регулятора для N = [0, 2, 4, 6] 

 

Рис. 3. Расчетный идеальный переходный процесс 
для N = [0, 2, 4, 6] 

Графики построены с использованием z-пре-
образований и соответствуют общей концеп- 
ции deadbeat. Моделирование производилось в 
MATLAB с помощью SIMULINK. Для реализа-
ции deadbeat-регулятора использовался Discrete 
filter. Здесь при увеличении времени simple time 
до 8 кривые приобретают более апериодический 
характер (рис. 5). 

 

Рис. 4. Переходный процесс по сигналу задания.  
Результат моделирования в MATLAB  

для N = [0, 2, 4, 6] при tS = 4  

 
Рис. 5. Переходный процесс по отклонению.  

Результат моделирования в MATLAB  
для N = [0, 2, 4, 6] при tS = 8  

 
Рис. 6. Переходный процесс по возмущению. 

 Результат моделирования в MATLAB 
 для N = [0, 2, 4, 6]  
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Рис. 7. Изменение сигнала управления 
 при изменении сигнала задания.  

Результат моделирования в MATLAB  
для N = [0, 2, 4, 6]  

 

Рис. 8. Изменение сигнала  
управления при возмущении.  

Результат моделирования в MATLAB  
для N = [0, 2, 4, 6] 

Влияние времени дискретизации tS и N на 
максимальное управляющее воздействие при 
переходном процессе можно видеть на рис. 9. 

 
Рис. 9. Зависимость первого максимального 

управляющего воздействия uSP от simple time tS 

Заключение. В отличие от [1, 8], разрабо-
танная методика позволила получить формулы в 
общем виде, что облегчает применение deadbeat 
controllers для различных задач. Они могут быть 
легко алгоритмизированы для прикладных задач 
(например, при использовании deadbeat controller 
в условиях ограничения на управляющее воздей-
ствие; для настройки ПИД-регулятора). 

Следует отметить, что, несмотря на ограни-
чение управляющего воздействия на начальных 
этапах, могут проявляться большие отклонения 
в последующих тактах, что требует проведения 
оценки при синтезе регуляторов. 
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G. Jaber, N. V. Patsei 
Belarusian State Technological University 

SEMANTIC INFORMATION CENTRIC NETWORK MODEL EVALUATION  
The article describes the evaluation result of SICN (Semantic Information Centric Network) model 

scheme. First, it describes the abstract levels of contents. It divides data and request classification into 
four types based on the number of subscriptions and frequency of data object use. These scenarios of data 
flow are described for SICN model illustrating. Time Delay, Flooding or traffic and Efficiency reuse 
factor of data are used as parameters for evaluation. The paper represents a simple network example with 
quantitative results. In addition, a simulation model for IP, DONA, PURSUIT, CBCB, KBN, and SICN 
has been created to understand their performance with some assumptions. Four different scenarios have 
been applied. Each scenario represents a certain abstract content level knowing that the scenarios 
represent the data types and request types. The relevant results are shown and they proof the SICN good 
performance for searching information from different sources and downloading files. 

Key words: scenario, information centric networks, semantic, model, performance, routers, 
subscriber, publisher, node, data type, time delay. 

Introduction. The series of articles [1–5] 
introduced the architecture of Information Centric 
Network (ICN) named Semantic Information Centric 
Network (SICN). We detailed its naming, caching 
and routing designs [4, 5]. SICN naming scheme 
depends on three addresses: semantic address, 
geographic and publisher ID address. Furthermore, 
we designed the names in SICN header format. 

SICN could solve the major problems in the 
current ICN field [5]: 

– reduce brokers between information and end-
users by compensating search engine; 

– reduce redundancy, traffic and overflow of 
network; 

– access semantically, which is better than using 
brokers as search engines; 

– propose a one new scheme that could deal 
with all data connection types. 

An important contribution of the SICN work is 
the classification of data into the four types based 
on the number of subscriptions and frequency of 
data object use [4, 5]. 

Type A: one subscription and one usage. 
A subscriber interested in the type A data will 
select specific unique publisher address from any 
semantic and any geographic location. Since the 
subscriber is interested in a specific publisher data 
source regardless of the content semantic, 
publisher monitors the mobility of the user in the 
network. This select query will use the Geo ID 
routing table [2]. 

Type B: one subscription and many usages. 
A subscriber interested in the type B data will select 

specific semantic from a specific publisher, thus the 
Semantic ID routing table is suitable to match the 
subscriber interest to the published data and to 
locate the publisher. 

Type C: many subscriptions and one usage. 
A subscriber interested in the type C data will select 
a specific semantic from any publisher where the 
Semantic ID routing table is suitable for such 
selection. 

Type D: many subscriptions and many usages. 
A subscriber selects any semantic from any 
geographic location. The type D in the network is 
most important that ICN can deal with. 

Besides, SICN also classifies subscribers’ re-
quests into types. Subscribers’ requests may be of 
four types as shown in table 1. 

Table 1 
Subscribers’ request types 

Class Description Example 

Rq1 Requesting any data con-
tent from specific public-
sher 

Voice call  

Rq2 Requesting specific data 
content from a specific 
publisher 

Cloud storage 

Rq3 Requesting specific data 
content from any public-
sher 

Downloading a file 

Rq4 Requesting information 
with any data content 
from any publisher 

Searching information 
with Google search 
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To compare and analyze the work of the 
proposed SINC scheme, it is necessary to build a 
model of the semantic information network and 
compare its work with analogs naturally taking into 
account the type of information and requests. 

Theoretical base. According to the сlasses and da-
ta types we can define four communication scenarios. 

Scenario 1 (type A). The communication com-
ponents are publisher and two subscribers who 
contact each other. Publisher has two addresses, for 
example Pub ID: Viber; Geo ID: 2B::01:2C. 
The first subscriber is the calling node and the second 
one is the called node. Subscriber sends IRM (Interest 
Request Message) having the following 3D-address: 
Pub ID: Viber; Geo ID: none; Semantic ID: none. 

IRM propagates (broadcasts) to the routers and 
searches in each Geo ID table till it reaches the 
publisher “Viber”. Matching will occur between 
IRM and the Pub ID. IRM will be updated by the 
new IP at each router. The publisher router will send 
ARM (Address Reply Message) with the following 
3D-address: Pub ID: Viber; Geo ID: 2B::01:2C; 
Semantic ID: none. ARM will propagate on the 
same path as IRM but in an inverse direction until 
reaching the source of IRM. The Geo ID table of 
each router passed by ARM will be added by a new 
record. The calling subscriber router will send CRM 
(Content Reply Message) to the called subscriber 
router passing through the publisher router.  CRM 
will have the following 3D-address: Pub ID: Viber: 
Private ID: +375 171234567; Geo ID: 2B::01:2C; 
Semantic ID: none. 

Scenario 2 (type B). Suppose there is a subscri-
ber phone/computer that needs certain information 
access in the cloud. The publisher router will send 
IRM to find the information with the following  
3D-address: Pub ID: drive.google; Geo ID: none; 
Semantic ID: none. IRM will propagate until it 
reaches the publisher. The publisher router will 
send ARM with the addresses: Pub ID: 

drive.google; Geo ID: 2B::02:2C; Semantic ID: 
none. The publisher router will send CRM for the 
subscriber with the requested file.  

Scenario 3 (type C). Let’s take a case of a video 
stream where Facebook is a publisher and a certain 
phone is a subscriber. The subscriber will send IRM 
with these addresses: Pub ID: Facebook/channel/ 
video1; Geo ID: 32::2C:1A; Semantic ID: none. IRM 
will reach publisher router where the latest will send 
ARM. When the publisher router sends ARM in all 
scenarios, Time To Live (TTL) in router tables will be 
increased and tables will be updated. If TTL reaches 
threshold, then the addresses will be sent to cache. 

Scenario 4 (type D). Let’s take a case of a certain 
subscriber who needs to search the following 
information in the network: “diameter of the moon”, 
as an example on the type D scenario and suppose 
that only two publishers have this information. 
The subscriber will send IRM having the following 
3D-address: Pub ID: none; Geo ID: none; Seman-
tic ID: atb (moon, diameter). IRM propagates to 
reach publishers where matching will occur. Each 
publisher router will send back ARM in an inverse 
direction of IRM. Each router will be learnt by the 
three addresses. ARM will reach the subscriber. 
Subscriber will send the second IRM2 having 
addresses: Pub ID: Libgen; Geo ID: 2B::01:2C; 
Semantic ID: atb (moon, diameter). IRM2 will reach 
the needed publisher with a previously known path 
since the first IRM saved all routers IPs needed along 
the path. The publisher will send CRM  having the 
data and the 3D-address. 

Сomparative analysis. The results of SINC com-
pare with DONA (Data-Oriented Network Archi-
tecture), PURSUIT (Publish-Subscribe Internet 
Technology), CBCB (Combined Broadcast and Con-
tent-Based), KBN (Knowledge-Based Networking) 
schemas according to many criteria including the 
routing approach, naming structure, caching, and 
backward comparability shown in table 2.  

Table 2 
ICN project analysis 

ICN Routing approach Naming structure Routing Caching 
Abstract  

level 
Backward 

compatibility 
DONA Name resolution  Flat naming self-

certifying 
Pull On-path; off path 

caching 
Data Yes, work over IP

CBCB Name based routing Set of paired attribute 
value; don’t ensure 
uniqueness 

Pull-
push 

On-path; off path 
caching 

Information  No 

PURSUIT Name resolution  Flat naming Pull On-path; off path 
caching 

Data No 

KBN Name based routing  Set of keywords; onto-
logical categorization 

Pull-
push 

On-path; off path 
caching 

Knowledge  No 

SICN Name based routing  Human friendly; hiera-
rchal (Geo address as-
sociated with IP) 

Pull On path caching Knowledge Yes, work over IP
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Three different metrics over this ICN schemas 
have been computed: Time Delay (TD) – minimum 
numbers of hops; Flooding or traffic (F) – total 
number of links occupied starting from the data 
requested to the data received; Efficiency reuse 
factor of data (ER) – ratio of the interest numbers of 
a certain data to the data travel distance. 

In order to compare different schemas (table 2), 
we have built six simulation models in Python 
programming language composed of: not fully 
connected routers (Ri); three network subscribers 
(NSi); network publisher (NPi). 

The main content source is connected with 
private cache (PC). Resolution server (DNS) is 
needed for some of the schemas to find data source 
IP. A search engine is needed for some of the ICN 
schemes to translate the data from an informal form 
to a formal one. 

Let’s consider as a work model example the 
content transmission in Scenario 1 with no caching 
data. It is the type A data request where subscribers 
ask for any data but from a specific publisher (voice 
call). In SICN scheme, the message will be passed 
as follows from the subscriber NS1 to the publisher 
as follows: 

NS1 → R6 → R4 → R1 → NP1. 

Then back from the publisher to the subscriber 
as follows:  

NP1 → R1 → R4 → R6 → NS1. 

The message transmitted from the subscriber 
NS2 as follows: 

NS2 → R7 → R4 → R1 → NP1. 

Then back: 

NP1 → R1 → R4 → R7 → NS2. 

The message transmitted from the subscriber 
NS3 as follows: 

NS3 → R8 → R4 → R1 → NP1, 

then 

NP1 → R1 → R4 → R8 → NS3. 

TD that represents the number of links from the 
subscriber to the publisher then from the publisher 
to the subscriber have 8 links (fig. 1).  

NS1

NS2

NS3

R6

R7

R8

R4 R1 NP1

 

Fig. 1. SICN message flow in Scenario 1 

F is the total links occupied from requesting 
data by the subscriber to receiving it. In SICN model 
it is the number of subscribers multiplied by TD. In 
our scenario, F = 3 ⋅ TD = 24. The ER factor 
represents the number of reusing data compared to 
data travel distance. ER in SICN is ¼ for each 
subscriber, thus totaling ER = ¾. 

The content transmitted in Scenario 2 is the 
type B cashed data. Subscribers ask for specific 
data from specific publisher. We suppose that 
in this model users send enough requests for the 
file to reach the threshold and cache in R4, and R5. 
Each subscriber sends his request by an IRM 
carrying Pub ID the semantic addresses and also 
the Geo ID address as it is supposed that all tables 
are converged. It means that the request has been 
made before. 

The data sources are cached and they send CRM 
to the subscribers, thus the message flow in SICN 
will be as follows (fig. 2). From the subscriber 1 to 
data source in R5: 

NS1 → R6 → R5, 

then, from data source R5 to the subscriber 1:  

R5 → R6 → NS1. 

From the subscriber 2 to data source R4:  

NS2 → R7 → R4, 

then 

R4 → R7 → NS2. 

From the subscriber 3 to data source R4:  

NS3 → R8 → R4, 

then  

R4 → R8 → NS3. 

NS1

NS2

NS3

R6

R7

R8

R4

R5

 
Fig. 2. SICN message flow in Scenario 2 

The content transmitted in Scenario 3 is infor-
mation. It is the type C transmission where sub-
scribers ask for specific information but from any 
publisher. The content transmitted in Scenario 4 is 
knowledge. 

Table 3 shows the values of three metrics in 
each ICN schemes and each scenarios. 

For further modeling let’s do the following 
assumptions: 
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Table 3  
ICN projects evaluations 

ICN 
projects 

Scenario 1 Scenario 2 Scenario 3 Scenario 4 
TD F ER TD F ER TD F ER TD F ER 

IP 16 48 75 16 48 0.3 32 96 25 32 96 25 
SICN 8 24 75 4 12 100 4 12 100 4 12 100 

DONA 16 48 75 12 36 100 24 72 100 24 72 100 
PURSUIT 16 48 75 12 36 100 24 72 100 24 72 100 

CBCB 8 47 75 4 16 90 4 16 90 12 36 90 
KBN 8 47 75 4 16 90 4 16 90 4 16 90 

u: number of users (u = 10); 
n: publisher depth (defined as number of ex-

tended branches from a subscriber to data source; 
n is variable); 

e: search engine depth (defined as number of bran-
ches from a subscriber to search engine; lets e = n); 

d: DNS depth (defined as number of branches 
from a subscriber to DNS; lets d = n / 2); 

c: cache depth (number of branches from a 
subscriber to cache, we supposed that c = n / 2); 

s: sharing coefficient (defined as the ratio of 
shared links by subscribers to total links, lets s = 0.25); 

r: sharing factor (defined as the utilization factor 
from sharing paths between subscribers, r = 1 + s 
(u – 1); 

L: total number of extended branches for each 
subscriber to data source, L = 2(n+1) – 2, it is 
supposed that each node has two branches. 

We have modeled the work of six schemes in 
Scenario 1. Fig. 3 illustrates time delay (TD) versus 
the number of links to the data source in six schemes. 
As shown in the fig. 3, in case when the content 
schemas use name resolution routing (SICN, CBCB 
and KBN) outperforms schemas using name-based 
routing (IP, DONA, PURSUIT). This is obviously 
shown as TD for the first group is less than TD for 
the second group. The results are justified as schema 
needs DNS in the second group whilst the first group 
has connection to the publisher. 

 
Fig. 3. Time delay versus number of links  

to the data source 

Fig. 4 illustrates that SICN obtains much better 
performance of SICN compared to other schemas in 
terms of flooding parameter. This is clarified by a 
lower F for SICN. 

The name resolution routing schema (CBCB 
and KBN) shows high values of F (i. e. a lot of 
flooding) leading to high traffic as they need NRS 
and make extraction for a tree to find the publisher. 
This extraction occupies a big part of a tree in case 
of voice call. The named based routing schema (IP, 
DONA, and PURSUIT) does a lot of flooding as 
well. Therefore, SICN might be suited to reduce 
network traffic in case of Scenario 1. 

 
Fig. 4. Flooding versus number of links  

in the data source 

Reuse efficiency fig. 5 shows the data, where all 
the schemas have the same performance in 
Scenario 1. 

 
Fig. 5. Efficiency of data versus number of links 

to the data source 

Conclusion. However, none of ICN proposal 
solutions fit perfectly to all types of requests [6]. 
For example, Combined Broadcast and Content-
Based (CBCB) project can route requests to the 
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content to solve Rq4 requests, but it consumes a lot 
of processing at the node to serve Rq1 and Rq2 
requests. 

A main difference between considered in 
current modeling six different schemes is the me-
thod or level each of them deals with the different 
levels of content concerning their abstract form. 
Thus, we start up from differentiating between 
three levels of contents: data, information and 
knowledge. Thus, empirical results were tested 
over four scenarios: Scenario 1 (S1), where the 
content transmitted is from non-cached data level; 
Scenario 2 (S2), where the content transmitted is 
from cached data level; Scenario 3 (S3), where the 
content transmitted is from information level; 

Scenario 4 (S4), where the content transmitted is 
from knowledge level. 

According to modeling results SICN, CBCB 
and KBN outperform IP, DONA and PURSUIT in 
Scenario 1 and 2 in terms of TD. In terms of F, 
SICN shows the lowest flooding in Scenario 1 and 
2 equals 4 and 12 respectively.  

IP shows the highest F as it cannot benefit from 
caching. SICN, DONA and PURSUIT have the 
highest efficiency in data shown by their efficiency 
reuse factor (ER = 100) for Rq2, Rq3 and Rq4. 
The low ER factor in IP is justified as there is no 
cached data used.  

SICN benefits from the absence of DNS and 
search engine in minimizing the TD and F. 
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ПРИМЕНЕНИЕ ЭФФЕКТА МАГНИТОПЛАЗМЕННОГО ОТРАЖЕНИЯ  
ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ СКОРОСТИ ПОВЕРХНОСТНОЙ РЕКОМБИНАЦИИ  

В ПОЛУПРОВОДНИКАХ 
В данной работе предлагается оценивать скорость поверхностной рекомбинации в n-Si в 

стационарном режиме по измеренным значениям интенсивности фотовозбуждающего источ-
ника и концентрации избыточных носителей заряда в приповерхностной области полупровод-
никового слоя. Для фотовозбуждения кремниевой пластины n-Si толщиной 0,5 мм применя-
лось излучение лазерного диода. Концентрация носителей в приповерхностной облучаемой 
области полупроводниковой пластины определялась по резонансной частоте магнитоплаз-
менного поглощения зондирующего излучения миллиметрового диапазона, при которой 
наблюдается минимальное пропускание. Показано, что данная частота включает в себя плаз-
менную и циклотронную составляющие. Резонанс достигался путем изменения индукции по-
перечного магнитного поля в области образца на фиксированной частоте зондирования. Зна-
чение скорости поверхностной рекомбинации, рассчитанное с использованием резонансных 
значений частоты и магнитной индукции, составляет 25 м/с, что находится в удовлетвори-
тельном соответствии с известными данными. Предлагаемая методика не требует данных о 
коэффициенте диффузии и объемном времени жизни носителей и может быть полезной для 
определения скорости поверхностной рекомбинации с использованием излучений миллимет-
рового диапазона. 

Ключевые слова: волны миллиметрового диапазона, магнитоплазменное отражение, кон-
центрация носителей, поверхностная рекомбинация. 

V. R. Mad’yarov  
Belarusian State Technological University 

MEASUREMENT OF SURFACE RECOMBINATION VELOCITY  
IN SEMICONDUCTORS USING MAGNETOPLASMA  

REFLECTION EFFECT  
In this paper the method is proposed to estimate surface recombination velocity in n-Si in terms of 

the measured values of the intensity of the photoexciting light and the charge carrier concentration in the 
near-surface region of the semiconductor wafer. Laser diode radiation is used to excite an 0.5 mm n-Si 
silicon wafer. The carrier concentration in the near-surface irradiated region of the semiconductor wafer 
is determined by the magnetoplasma absorption resonant frequency of the millimeter-range probing ra-
diation, at which the minimum transmission is observed. It is shown that this frequency includes magne-
toplasma and cyclotron components. The resonance was achieved by changing the induction of the trans-
verse magnetic field in the sample region at a fixed probing frequency. The value of the calculated surface 
recombination velocity, based on resonant frequency and magnetic induction values, was found to be 
25 m/s, which is in satisfactory agreement with the known data. The proposed method does not require 
the use of data on the diffusion coefficient and volume carrier lifetime and can be useful to determine 
surface recombination velocity using millimeter-range radiation. 

Key words: millimeter waves, magnetoplasmic reflection, carrier concentration, surface recombina-
tion velocity. 

Введение. Определение интенсивности 
процессов рекомбинации на поверхности полу-
проводника является одной из основных задач 
при создании электронных приборов на основе 

микро- и наноструктур. Для изучения поверх-
ностной рекомбинации обычно применяется 
импульсная ионизация полупроводника моно-
хроматическим излучением с последующей  
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регистрацией отраженной от этой поверхности 
СВЧ-волны. Разделение объемного и поверх-
ностного процессов рекомбинации обеспечива-
ется на основе значительного различия их ско-
ростей [1, 2]. Разработан также бесконтактный, 
неразрушающий метод измерений рекомбина-
ционных параметров в пластинах Si на основе 
анализа кинетики релаксации избыточного теп-
лового излучения пластины по кинетике избы-
точного теплового излучения за краем соб-
ственного поглощения Si [3]. 

Для интерпретации результатов измерений 
требуется использование дополнительных данных 
о коэффициентах переноса носителей и динамике 
рекомбинации. В данной работе предлагается оце-
нивать скорость поверхностной рекомбинации S в 
стационарном режиме по измеренным значениям 
интенсивности фотовозбуждающего источника и 
концентрации неравновесных носителей.  

Основная часть. Если известна избыточная 
концентрация ns носителей заряда в приповерх-
ностной области образца, то скорость поверх-
ностной рекомбинации S можно рассчитать по 
формуле 

 
(1 )
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ν

s s

s s

q I RS
n h n
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= =

Δ
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где qs – поверхностная плотность избыточных 
носителей заряда, образующихся за 1 с в резуль-
тате фотовозбуждения, м–2 · с–1; Is – интенсив-
ность источника; R – коэффициент отражения 
фотовозбуждающего излучения от образца; ν – 
его частота. 

При облучении образца излучением от внеш-
него источника возрастают проводимость и ди-
электрическая проницаемость в приповерхност-
ной области образца, которые зависят от кон- 
центрации носителей. В результате изменяются 
коэффициенты отражения и, соответственно, про-
пускания зондирующего излучения. Для опреде-
ления приповерхностной концентрации ns ис-
пользовалась зависимость коэффициента про-
пускания от частоты. На частоте зондирования, 
равной плазменной ωp, пропускание достигает 
минимума. При концентрациях неравновесных 
носителей ~1019–1021 м–3 плазменная частота 
находится в диапазоне зондирования 10–100 ГГц. 
Концентрацию носителей заряда в приповерх-
ностной области образца можно определить 
по частоте, соответствующей минимальному про-
пусканию зондирующего СВЧ-излучения. Одна-
ко плавное изменение частоты зондирования в 
широком диапазоне для достижения плазменного 
резонанса является технически сложной задачей. 
Применение вспомогательного магнитного по- 
ля, в которое помещается образец, приводит к 
магнитоплазменному резонансу, который может 

достигаться при изменении магнитной индукции 
и, следовательно, циклотронной частоты ωc.  

Для измерений была выбрана конфигурация 
с постоянным магнитным полем, направленным 
поперек направления распространения зондиру-
ющей волны. При использовании такой геомет-
рии в области образца может создаваться го-
раздо более сильное магнитное поле, чем при 
параллельном направлении поля и волны. 

Рассмотрим синусоидальную волну с часто-
той ω, которая распространяется вдоль оси z в 
прозрачной проводящей среде. Магнитное поле 
направлено перпендикулярно этой оси. Тогда 
уравнения для проекций напряженности элек-
трического поля зондирующей волны Ex и Ey 
примут вид [4]: 
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 (2) 

где k – модуль волнового вектора; ε – диэлектри-
ческая проницаемость полупроводника; c – ско-
рость электромагнитной волны в вакууме; μ0 – 
магнитная постоянная; σxx – проводимость, обу-
словленная дрейфом носителей под действием 
электрического поля зондирующей волны; σxy – 
холловская проводимость полупроводникового 
образца, вызванная взаимодействием тока про-
водимости с постоянным магнитным полем с 
индукцией B. 

Выражения для компонент σxx и σxy в при-
ближении сферических энергетических поверх-
ностей имеют вид [5]: 
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(3) 

где σ0 – удельная электропроводность в посто-
янном электрическом поле; τ – время релакса-
ции импульса; ωс = eB / m* – циклотронная ча-
стота; m* – эффективная масса носителей заряда. 
В данном приближении с использованием урав-
нений (2) и (3) в [4] получено выражение для ди-
электрической проницаемости полупроводника 
через характерные частоты: 

 
2 2

2 2 2
1 1 ,p c

c p c

 ω  ωε = + +    ε ω ω − ω − ω   
 (4) 

где εс – диэлектрическая проницаемость в посто-
янном поле; ωp = (nse2 / ε0εсm*)1/2 – плазменная 
частота. 
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Из (4) следует, что на частоте 

 2 2
0 ,p cω = ω + ω  (5) 

знаменатель второго слагаемого в скобках ра-
вен нулю и, следовательно, .ε = ∞  Таким обра-
зом, частота ω0 соответствует полному отраже-
нию. На зависимости пропускания от частоты 
или от магнитной индукции будет наблюдаться 
минимум. 

Из уравнения (5) следует формула для опре-
деления концентрации в приповерхностной (об-
лучаемой) области образца: 

 
2

2 2
0 *

0

ω ω , 
εε

s
c

n e
m

= +  (6) 

где ωc = eB0 / m* – циклотронная частота; B0 – 
индукция магнитного поля, при которой наблю-
дается минимальное пропускание. 

Схема установки представлена на рис. 1. 

 
Рис. 1. Экспериментальная установка: 

1 – СВЧ-генератор (Г4-142); 2 – волновод;  
3 – лазерный диод; 4 – образец; 

5 – обмотки и сердечник электромагнита;  
6 – полупроводниковая термопара; 

7 – микровольтметр 

Образец в виде квадратной пластинки n-Si со 
стороной 8 мм помещался в зазор электромаг-
нита. Толщина пластинки составляла 0,5 мм. 
Для фотовозбуждения пластины применялось 
излучение лазерного диода с длиной волны 
0,96 мкм (мощность ~ 4 мВт).  

Магнитное поле в области образца, направ-
ленное перпендикулярно возбуждающему и 
зондирующему излучениям, создавалось элек-
тромагнитом, обмотка которого питалась от  
регулируемого источника постоянного тока. 
Индукция магнитного поля могла изменяться 
до 0,9 Тл.  

Для зондирования использовалось излуче-
ние от генератора Г4-142. Сигнал, пропорцио-
нальный мощности прошедшего через образец 
зондирующего излучения, регистрировался по-
лупроводниковой термопарой, подключенной к 
микровольтметру Ф136 с предельной чувстви-
тельностью 100 нВ/дел.  

Измерения сигнала проводились в диапа-
зоне частот 65–75 ГГц. На каждой из зондиру-
ющих частот индукция магнитного поля в об-
ласти образца изменялась в пределах от 0,4 до 
0,9 Тл. Магнитоплазменный резонанс дости-
гался путем изменения магнитной индукции с 
шагом 0,05 Тл на фиксированной частоте гене-
ратора. 

На рис. 2 представлена характерная зави-
симость коэффициента пропускания зондиру-
ющего излучения от магнитной индукции на 
частоте 67 ГГц. Минимальное значение про-
пускания зондирующего излучения для дан-
ного образца наблюдается в области частот 
65–69 ГГц (рабочий диапазон частот генера-
тора равен 54–79 ГГц).  
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Рис. 2. Типичная зависимость коэффициента  
пропускания полупроводниковой пластины  

от магнитной индукции  
на частоте зондирующего излучения  

67 ГГц 

На рис. 3 показана зависимость квадрата  
частоты ω0

2 от B0
2. Наблюдается линейная зави-

симость, что соответствует расчетной зависи-
мости (6). Экстраполяция этой зависимости на 
значение B0 = 0 дает значение частоты ω0 = 
= 65,4 ГГц. С использованием этих данных и 
значения эффективной массы для Si 1,08m0 по-
лучено значение концентрации носителей в об-
разце, равное 7 · 1020 м–3. 

1,65E+23

1,7E+23

1,75E+23

1,8E+23

1,85E+23

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

 
Рис. 3. Зависимость квадрата частоты ω0,  

соответствующей минимальному пропусканию  
зондирующего излучения, от квадрата  

магнитной индукции 
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Оценка концентрации носителей заряда об-
лучаемой области с учетом коэффициента по-
глощения кремния 102 м–1 на длине волны фо-
товозбуждающего излучения (0,96 мкм) дает 
значение, которое может отличаться от полу-
ченного из рассмотренных выше частотных из-
мерений примерно на 2%. Значение скорости 
поверхностной рекомбинации S, рассчитанное 
по формуле (1) при Is = 40 Вт/м2, составляет 
25 м/с. При расчетах полагалось, что излучение 

фотовозбуждающего лазерного диода в плоско-
сти образца образует конус с площадью осно-
вания около 1 см2. 

Предлагаемая методика не требует исполь-
зования данных о коэффициенте диффузии 
и времени жизни носителей в объеме полупро-
водника и может быть полезной для определе-
ния скорости поверхностной рекомбинации 
с использованием излучений миллиметрового 
диапазона.
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УДК 539.1.06:539.23.234 
В. В. Тульев 

Белорусский государственный технологический университет 

ВЛИЯНИЕ ИОННО-АССИСТИРУЕМОГО ОСАЖДЕНИЯ  
МЕТАЛЛСОДЕРЖАЩИХ ПОКРЫТИЙ НА СОДЕРЖАНИЕ ВОДОРОДА  

В Cr/Si-, Ti/Si- И Zr/Si-СТРУКТУРАХ 
В данной работе обсуждаются экспериментальные результаты по изучению распределения 

водорода в приповерхностных слоях Cr/Si-, Ti/Si- и Zr/Si-структур, сформированных ионно-асси-
стируемым осаждением в вакууме. Этот метод заключается в осаждении покрытия на подложку 
при одновременном облучении формируемой структуры ускоренными ионами материала покры-
тия. Осаждение покрытий осуществлялось при ускоряющих напряжениях U = 5−10 кВ, плотности 
ионного тока ∼6−20 мкА/см2, время осаждения покрытий составляло 1–12 ч, что соответствовало 
интегральным потокам ассистирующих ионов ∼(1−12) ⋅ 1017 ион/см2. В рабочей камере в процессе 
осаждения покрытий поддерживался вакуум при давлении ~10−2 Па. Состав и распределение эле-
ментов по глубине в сформированных покрытиях изучались методом резерфордовского обрат-
ного рассеяния ионов гелия в сочетании с компьютерным моделированием RUMP, а распределе-
ние водорода по глубине − методом резонансных ядерных реакций. 

Установлено, что при ионно-ассистируемом нанесении металлсодержащих (Cr, Ti и Zr) по-
крытий на кремний формируются поверхностные структуры толщиной ∼100−400 нм в зависимо-
сти от времени осаждения. В состав покрытия входят атомы осаждаемого металла, атомы из под-
ложки (Si), атомы технологических примесей кислорода, углерода и водорода. Сформированные 
покрытия содержат ∼1–20 ат. % водорода в зависимости от параметров осаждения покрытий. Ис-
точником атомов примесей (Н, С и О) в покрытиях является летучая фракция углеводородов ва-
куумного масла диффузионного паромасляного насоса.  

Установлено также, что наибольшее количество водорода содержится в структуре Ti/Si. Кон-
центрация водорода уменьшается в ∼1,5–2 раза при повторных сканированиях образцов пучком 
анализирующих ионов N+, что связано с дегазацией атомов водорода, которые химически слабо 
связаны с атомами покрытия.  

Ключевые слова: ионно-ассистируемое осаждение, кремний, хром, титан, цирконий, водо-
род, метод резонансных ядерных реакций. 

V. V. Tul’ev 
Belarusian State Technological University 

INFLUENCE OF ION-ASSISTED DEPOSITION  
OF METAL-CONTAINING COATINGS FOR HYDROGEN CONTENT  

IN Cr/Si, Ti/Si AND Zr/Si STRUCTURES 
In this paper, we discuss experimental results on the hydrogen distribution in the surface layers of Cr/Si, 

Ti/Si and Zr/Si structures formed by ion-assisted vacuum deposition. This method consists in depositing a 
coating on a substrate while irradiating the formed structure with accelerated ions of the coating material. 
Coatings were deposited at accelerating voltages U = 5–10 kV, ion current density 6–20 μA/cm2, and coating 
deposition time was 1–12 hours, which corresponded to integral fluxes of assisting ions (1–12) ⋅ 1017 ion/cm2. 
The deposition of the covering has occurred in a vacuum at a pressure ~10–2 Pa in the working chamber. 

The composition and depth distribution of elements in the formed coatings were studied by the Ru-
therford helium ion back scattering method in combination with computer simulation of RUMP, and the 
hydrogen depth distribution by the method of resonant nuclear reaction. It has been established that upon 
ion-assisted deposition of metal-containing (Cr, Ti, Zr) coatings on silicon, surface structures are formed 
with a thickness, depending on the deposition time 100–400 nm. The composition of the coating includes 
atoms of the deposited metal, atoms from the substrate (Si), atoms of technological impurities of oxygen, 
carbon and hydrogen. The formed coatings contain ∼1–20 at. % hydrogen, depending on the deposition 
parameters of the coatings. The source of impurity atoms (H, C and O) in the coatings is the volatile 
fraction of the hydrocarbon vacuum oil of a diffusion steam-oil pump. 

It was also established that the largest amount of hydrogen is contained in the Ti/Si structure. The hy-
drogen concentration decreases 1.5–2 times during repeated scans of the samples by a beam of analyzing 
ions, which is associated with the degassing of hydrogen atoms, which are chemically weakly bound to 
the coating atoms. 

Key words: ion-assisted deposition, silicon, chromium, titanium, zirconium, hydrogen, resonant nu-
clear reaction method. 
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Введение. Ионно-лучевые технологии оса-
ждения покрытий являются перспективными 
методами модифицирования состава и свойств 
поверхности материалов и изделий [1–3]. Одним 
из таких методов считается метод ионно-асси-
стируемого осаждения, где в процессе осажде-
ния покрытия происходит одновременное облу-
чение поверхности формируемой структуры  
ускоренными ионами материала покрытия [1]. 

Для реализации этого метода использовался 
вакуумный электродуговой ионный источник, 
создающий плазму, в которой содержатся иони-
зированная и нейтральная фракции из материала 
электродов [1]. Нейтральная фракция, испаряясь 
во всех направлениях, осаждается и на под-
ложке. А под действием ускоряющей разности 
потенциалов U между подложкой и источником 
ионы вытягиваются из разрядного промежутка и 
под действием электростатического поля внед-
ряются в поверхность подложки. При этом про-
исходит перемешивание атомов осаждаемого 
покрытия с атомами подложки, в результате 
чего формируется покрытие с высокой степенью 
адгезии к основе. 

В процессе ионно-ассистируемого осажде-
ния в приповерхностных слоях образца проис-
ходят сложные физико-химические процессы, 
способные существенно изменить распределе-
ние элементов покрытия по глубине, вследствие 
чего могут изменяться структура и свойства его 
поверхности [1–3]. 

В настоящей работе предпринята попытка 
определить характер распределения атомов во-
дорода в поверхностных слоях кремния при оса-
ждении покрытий на основе металлов: Ме = Cr, 
Ti, Zr, а также установить особенности и законо-
мерности процесса проникновения атомов водо-
рода в покрытие и подложку при ионно-ассисти-
руемом осаждении. 

Основная часть. В качестве подложки ис-
пользовались образцы из кремния, на которые 
наносились металлсодержащие покрытия на ос-
нове Cr, Ti, Zr. Осаждение покрытий осуществля-
лось при U = 5–10 кВ, плотности ионного тока 
∼6−20 мкА/см2, время осаждения покрытий со-
ставляло 1–12 ч, что соответствовало интеграль-
ным потокам ассистирующих ионов ∼(1−12) × 
× 1017 ион/см2. В рабочей камере в процессе оса-
ждения покрытий поддерживался вакуум при 
давлении ~10−2 Па. Послойный элементный ана-
лиз проводился методом резерфордовского об-
ратного рассеяния (РОР) ионов гелия в сочетании 
с компьютерным моделированием RUMP [4]. Мо-
делирование на основе экспериментальных дан-
ных спектров РОР, полученных от образцов после 
ионно-ассистируемого осаждения, показало, что в 
состав сформированных структур, помимо ато-
мов осажденного металла, атомов кремния из 

подложки, атомов технологической примеси уг-
лерода и кислорода, должно входить ∼20–30 ат. % 
водорода (рис. 1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 1. Профили распределения элементов  
по глубине в структуре Cr/Si, полученные  

моделированием RUMP 

Метод РОР не позволяет напрямую устано-
вить наличие водорода в приповерхностных 
слоях структур. Для определения содержания 
водорода в сформированных Me/Si-структурах 
были проведены эксперименты с применением 
метода ядерных реакций (ЯР). Для этого исполь-
зовалась резонансная ядерная реакция 
1Н(15N,αγ)12C. Распределение водорода в покры-
тиях по глубине было установлено при проведе-
нии прямых экспериментов с использованием 
резонансной (Г = 1,86 кэВ) ядерной реакции при 
взаимодействии ионов азота с водородом. 
Для этого применялось сканирование энергии 
ионов N+ в интервале значений от 6380 до 
6830 МэВ и 7000 МэВ через 10 кэВ в зависимо-
сти от толщины покрытий. Чтобы определить 
абсолютную концентрацию водорода в покры-
тии, использовалась известная калибровка си-
стемы [5]. Преобразование шкалы энергии 
ионов азота в шкалу глубины было сделано, ис-
пользуя тормозную способность ионов азота 
(∼1,2–1,3 кэВ/нм), полученную с помощью про-
граммы TRIM [6] на основании смоделирован-
ного по данным РОР состава покрытия (рис. 1). 
Экспериментальные результаты представлены 
на рис. 2. Они подтверждают данные моделиро-
вания RUMP о наличии водорода в сформиро-
ванных структурах. Результаты, полученные ме-
тодом ЯР, согласуются с данными [7], где было 
показано, что пленки, полученные при испаре-
нии металлов, могут содержать значительные 
концентрации атомов водорода. Источником во-
дорода в покрытиях, как и кислорода и углерода, 
также, на наш взгляд, является летучая фракция 
углеводородов вакуумного масла диффузион-
ного паромасляного насоса. 
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Рис. 2. Распределение водорода по глубине 
в Zr/Si-структуре, полученной при времени 

осаждения t = 3 ч 

После пятого сканирования поверхности об-
разца пучком анализирующих ионов (рис. 2) слое-
вая концентрация водорода в анализирующем слое 
практически не изменяется и становится равной, 
согласно данным эксперимента, ∼1,1 ⋅ 1016 ат./см2. 
Однако при первом сканировании (рис. 2) изме-
ряемая слоевая концентрация водорода в покры-
тии в ∼1,8 раза больше, чем измеряемая при  
пятом сканировании. Уменьшение количества 
водорода в покрытии под воздействием анализи-
рующего луча мы интерпретируем как дегазацию 
тех атомов водорода, которые оказались химиче-
ски слабо связаны с другими атомами покрытия. 

В таблице представлены данные относитель-
ной концентрации C атомов водорода в исследу-
емых Me/Si-структурах, сформированных при 
различных условиях. 

Концентрации водорода в структурах Me/Si 

Структура 
Время  

осаждения, ч 
U, кВ 

Глубина 
слоя, нм

C, ат. %

Cr/Si 
6 5 174 9,8 

12 5 220 13,7 

Ti/Si 
2 7 126 16,7 
4 7 153 18,9 

Zr/Si 
1 10 83 3,0 
3 10 144 1,0 

Экспериментальные данные показывают, 
что для покрытий на основе Cr, Ti наблюдаются 
аналогичные результаты. Наибольшее количе-
ство водорода при меньших значениях времени 
осаждения было обнаружено в Ti/Si-структуре. 
Этот эффект можно связать с высокой адсорбци-
онной способностью титана и его соединений. 
Также следует отметить, что содержание водо-
рода увеличивается с увеличением времени оса-
ждения покрытия для Cr/Si- и Ti/Si-структур, а 
для Zr/Si-структур − уменьшается. 

На рис. 3 (кривая 1) с расшифровкой пред-
ставлены данные анализа состава элементов, 
выделяющихся из сформированных покры-
тий под воздействием пучка анализирующих 
ионов N+. 

 

Рис. 3. Данные масс-спектрального анализа  
состава элементов, выделяющихся из образцов  
при проведении эксперимента методом ЯР: 

1 – Cr/Si-структура; 2 – Si 

В качестве сравнения на рис. 3 (кривая 2) 
приведены данные анализа состава элементов, 
выделяющихся из чистого кремния под воздей-
ствием пучка ионов N+. 

Анализ показал, что под воздействием ана-
лизирующего пучка ионов азота из покрытий 
выделяются H, H2, C, CH2, CH4, O, O2, CO, CO2. 
Полученные результаты подтверждают вывод 
о том, что под воздействием пучка ионов 
азота из покрытия выделяются атомарный и 
молекулярный водород, а также соединения 
водорода. 

Заключение. Методом РОР в сочетании с 
компьютерным моделированием определено, 
что при ионно-ассистируемом осаждении на 
кремний металлсодержащих покрытий на ос-
нове Cr, Ti, Zr формируются поверхностные 
структуры со сложным элементным составом. 
В состав структур входят атомы осаждаемого 
металла, атомы кремния из подложки и атомы 
сопутствующих примеси С и О.  

Исследование сформированных Ме/Si-
структур, проведенное с применением метода 
резонансной ядерной реакции, показало, что в 
приповерхностных слоях может содержаться 
до 20 ат. % водорода в зависимости от пара-
метров осаждения. Наибольшее количество 
водорода было обнаружено в Ti/Si-структуре, 
что можно объяснить высокой адсорбционной 
способностью титана и его соединений. Ис-
точником водорода в покрытиях является ле-
тучая фракция углеводорода вакуумного 
масла диффузионного паромасляного насоса. 
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Концентрация водорода уменьшается в ∼1,5– 
2 раза при повторных сканированиях образцов 
пучком анализирующих ионов N+, что обу-

словлено дегазацией атомов водорода, кото-
рые не связаны или слабо связаны с атомами 
покрытия. 
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