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РЕЛАКСАЦИЯ ПАРАМЕТРА ПОРЯДКА В РЕШЕТОЧНЫХ СИСТЕМАХ  

С ОТТАЛКИВАНИЕМ БЛИЖАЙШИХ СОСЕДЕЙ 

Исследована двумерная решеточная модель с отталкиванием ближайших соседей. В данной 
модели с помощью численного решения уравнения баланса числа частиц по алгоритму Эйлера и 
компьютерного моделирования по методу Монте-Карло изучено пространственное распределе-
ние параметра порядка. Параметр порядка определялся в упорядоченной и неупорядоченной фа-
зах при начальном распределении концентрации на подрешетках, не соответствующем равновес-
ному. Показано появление релаксационных областей (слоев со значением параметра порядка, от-
личным от равновесного), ширина которых растет вместе со средней концентрацией в системе, 
что может быть обусловлено увеличением корреляционных эффектов. Сравнение результатов 
численного решения уравнения баланса числа частиц и результатов моделирования по методу 
Монте-Карло выявило заметное отличие ширины указанных областей. 
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Введение. При помощи решеточных систем 
взаимодействующих частиц можно моделиро-
вать многие физико-химические, механические, 
информационные процессы и явления. В частно-
сти, при наличии притяжения между подвиж-

ными частицами (атомами или молекулами) в 
решеточной системе возникает фазовый пере-
ход первого рода, при котором система рассла-
ивается на две фазы – решеточный газ и реше-
точную жидкость [1, 2]. Равновесные свойства  
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и диффузионные характеристики решеточных 
систем при учете взаимодействия между ближай-
шими соседями были достаточно подробно изу-
чены с помощью компьютерного моделирования 
и статистико-механических методов [2, 3]. При 
некоторых условиях, в частности, при отталкива-
нии между частицами, в решеточном флюиде 
наблюдается фазовый переход второго рода типа 
порядок – беспорядок [4], и система «расслаива-
ется» на две подрешетки (рис. 1). 

Прямое моделирование методом Монте-
Карло показывает, что такое расслоение обес-
печивается при учете короткодействующего  
отталкивательного взаимодействия между бли-
жайшими соседями при температурах ниже кри-
тической и соответствующих плотностях [2, 3].  

С энергетической точки зрения понятно, 
что минимальной (нулевой) энергии взаимо-
действия частиц системы при половинном за-
полнении решетки соответствует (в двумерном 
случае) их распределение по узлам в шахмат-
ном порядке. С более общих позиций известно, 
что радиус статистических корреляций превы-
шает радиус межчастичных взаимодействий, 
что может приводить при определенных усло-
виях к образованию дальнего порядка и фазо-
вым переходам второго рода даже в случае ко-
роткодействующих взаимодействий вследствие 
эстафетного механизма передачи корреляций.  

  
Рис. 1. Разделение решетки на систему из двух  
подрешеток. Квадраты соответствуют атомам  
кристаллической подложки, светлые и темные  

круги – узлам подрешеток a и b. Упорядоченная 
фаза соответствует случаю, когда концентрация  

на подрешетках неодинаковая 

Фазовые переходы второго рода при оттал-
кивании ближайших соседей на квадратной ре-
шетке воспроизведены в квазихимическом при-
ближении в монографии [2]. В работе [5] было 
исследована временная релаксация параметра 
порядка в решеточных системах с отталкива-
нием ближайших соседей. При этом распределе-
ние концентрации частиц в этих системах было 
одинаковым во всех слоях.  

В данной работе исследуется пространствен-
ная релаксация параметра порядка в сильно 
неравновесной решеточной системе. 

Исследование параметра порядка с помо-
щью уравнения баланса числа частиц. Как 
было показано в работе [5], скорость изменения 
средней плотности  (α = a, b) частиц в i-м узле 
решеточной модели определяется уравнением 
баланса числа частиц: 
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где jiI αα – средний поток частиц из оккупированного 
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Здесь ( )0 , 0i jF α α  – неравновесная функция рас-
пределения вакансий, равная вероятности двум 
узлам i и j быть не занятыми частицами; 
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0w  – характерная частота колебаний частиц 
вблизи решеточных узлов; β = (kBT)–1 – обратная 
температура; i

αμ  – значения неравновесных хи-
мических потенциалов. 

Величины, определяющие потоки (2), нахо-
дятся с помощью выражений [5], в которых при-
няты обозначения 1ii
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где  – средний потенциал частицы, фик-
сированной в узле i подрешетки  в поле ча-
стицы, расположенной в узле j подрешетки α; 
ni – числа заполнения (ni = 1, если узел i занят 
частицей, и ni = 0, если он вакантен); J – энергия 
взаимодействия частиц, расположенных в двух 

i
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соседних узлах, принадлежащих разным подре-
шеткам; функции  и  находятся как поло-
жительные корни системы квадратных уравнений: 

 ( ) ( )( )2
0 1 0 1 1i i j j iji ji Wα αα αα α α α αρ ζ + ζ ρ − ρ − ρ − ρ −   

 1 0
i

W α− ρ = ; (10) 

 ( ) ( )( )2
0 1 0 1 1j j i i jij ij Wα αα αα α α α αρ ζ + ζ ρ − ρ − ρ − ρ −   

 1 0
j

W α− ρ = , (11) 

где exp( )W J= −β . 
Для исследования параметра порядка в ре-

шеточной системе, определяемого выражением 
( ) / 2a b

i i iδρ = ρ − ρ , задавалось начальное распре-
деление концентрации на подрешетках. Далее с 
использованием формул (4)–(11) вычислялись 
потоки (2). Затем с помощью алгоритма Эйлера 
численно интегрировалось уравнение (1), что 
позволило найти изменения плотностей в каж-
дом узле подрешеток a и b исходной решетки. 
При этом шаг интегрирования по времени Δt вы-
бирался так, чтобы обеспечить сходимость ре-
шения и его точность (Δt = 10–4). 

Моделирование по методу Монте-Карло. 
Для моделирования рассматриваемой системы по 
методу Монте-Карло (МКМ) с помощью генера-
тора случайных чисел выбирается подвижная ча-
стица, занимающая ячейку i. После этого случай-
ным образом определяется направление ее воз-
можного перехода в одну из соседних ячеек, 
называемую ячейкой-приемником. Если число за-
полнения ячейки-приемника j оказывается рав-
ным 1, то переход считается невозможным. Тем не 
менее попытка этого перехода учитывается. Если 
число заполнения ячейки-приемника равно 0, то 
определяется вероятность перехода частицы:  

 max Bexp( ( ) / )i iw J z z k T= − , (12) 

где zi – число ближайших соседей выбранного 
узла; zmax = 3 – максимально возможное число 
ближайших соседей прыгающей частицы (вво-
дится для того, чтобы максимально возможная 
вероятность не превышала единицу). 

Далее генерируется равномерно распределен-
ное случайное число pr из диапазона [0; 1], кото-
рое сопоставляется с wi. Если wi ≥ pr, то переход 
считается произошедшим, если wi < pr, то переход 
отклоняется. Повторение описанной процедуры 
L раз (равному числу частиц) формирует один 
шаг алгоритма Монте-Карло (МКШ). На процесс 
эквилибризации отводилось 1000 МКШ, которые 
не учитывались при моделировании. 

Моделировалась система размером 100×100 яче-
ек, в которой начальное распределение концен-
трации не соответствует равновесному, т.е. в 
неупорядоченной фазе значение параметра порядка 

задавалось максимально возможным, а в упорядо-
ченной – нулю. В дальнейшем в первом и послед-
нем слоях параметр порядка сохранял указанные 
значения. В вертикальном направлении на систему 
накладывались периодические граничные условия. 

Результаты и их обсуждение. На рис. 2 и 3 
показано распределение параметра порядка в 
описанной выше системе в упорядоченной и не-
упорядоченной фазах, полученные с помощью 
прямого моделирования по методу Монте-Карло.  

 
Рис. 2. Распределение параметра порядка  

в упорядоченной фазе при температуре 0,8  
в единицах критической и средней концентрации  

в системе с = 0,45 (1); 0,50 (2); 0,55 (3) 

При этом ширина релаксационных областей 
растет вместе со средней концентрацией в си-
стеме, что может быть обусловлено увеличе-
нием корреляционных эффектов. 

  
Рис. 3. Распределение параметра порядка  

в неупорядоченной фазе при температуре 0,8  
в единицах критической и средней концентрации  

в системе с = 0,20 (1); 0,25 (2); 0,30 (3); 0,65 (4) 

Как видно из рисунков, на краях системы суще-
ствуют релаксационные области (слои со значением 
параметра порядка, отличным от равновесного). 

На рис. 4 и 5 показано сравнение результа-
тов, полученных с помощью моделирования по 
методу Монте-Карло и численного решения 
уравнения баланса (1). Как видно из рисунков, 
ширина релаксационных областей, полученных 
численным решением, заметно меньше. Это мо-
жет быть результатом флуктуаций при МКМ.
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Рис. 4. Распределение параметра порядка  

в упорядоченной фазе при температуре 0,8  
в единицах критической и средней концентрации  

в системе с = 0,45. 1 – определено решением  
уравнения баланса; 2 – МКМ 

 
Рис. 5. Распределение параметра порядка  

в неупорядоченной фазе при температуре 0,8  
в единицах критической и средней концентрации  

в системе с = 0,35. 1 – определено решением  
уравнения баланса; 2 – МКМ 

 
Заключение. Исследована двумерная реше-

точная модель с отталкиванием ближайших со-
седей. В данной модели с помощью численного 
решения уравнения баланса числа частиц и компь-
ютерного моделирования по методу Монте-
Карло исследовано пространственное распреде-
ление параметра порядка в упорядоченной и 
неупорядоченной фазах при начальном распре-
делении концентрации на подрешетках, не соот-
ветствующем равновесному. 

Показано, появление релаксационных обла-
стей (слоев со значением параметра порядка, 
отличным от равновесного), ширина которых 
растет вместе со средней концентрацией в си-
стеме, что может быть обусловлено увеличе-
нием корреляционных эффектов. Сравнение 
результатов численного решения и результатов 
моделирования по методу Монте-Карло вы-
явило заметное отличие ширины указанных об-
ластей. 
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