
20 Òðóäû ÁÃÒÓ, 2023, ñåðèÿ 3, № 1, ñ. 20–23 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 1   2023 

УДК 514.76 
Н. П. Можей 

Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники 
СИММЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА НЕРАЗРЕШИМЫХ ГРУПП ЛИ, 

НЕ ДОПУСКАЮЩИЕ ЭКВИАФФИННЫХ СВЯЗНОСТЕЙ 
В работе рассматриваются трехмерные симметрические однородные пространства, на кото-

рых действует неразрешимая группа преобразований с неразрешимым стабилизатором. Цель ра-
боты – описание всех таких пространств, не допускающих инвариантных эквиаффинных связно-
стей. Определены основные понятия: изотропно-точная пара, симметрическое пространство, 
каноническое разложение, аффинная связность, тензор кручения, тензор кривизны, тензор Риччи, 
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странств и структур на них и носят в основном локальный характер. Особенностью представлен-
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Введение. Цель работы – описать трехмер-
ные симметрические однородные пространства, 
не допускающие эквиаффинных связностей. 
Симметрическое пространство – это простран-
ство аффинной связности без кручения, тензор 
кривизны которого сохраняется при параллель-
ном перенесении (см. [1]). Геодезическая сим-
метрия относительно любой точки такого про-
странства есть автоморфизм, причем аффинная 

связность переходит в себя. Примерами симмет-
рических пространств могут служить простран-
ства постоянной кривизны, классические об-
ласти в комплексном аффинном пространстве  
и т. д. Симметрические римановы пространства 
впервые исследовал П. А. Широков [2]. Трех-
мерные симметрические однородные простран-
ства с неразрешимой группой преобразований 
и неразрешимым стабилизатором изучались  
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в работе [3], разумеется, такое пространство 
всегда допускает аффинную связность. Аффин-
ная связность является эквиаффинной, если 
позволяет параллельную форму объема (см. [4]). 
В данной работе определено, при каких усло-
виях указанные пространства не допускают эк-
виаффинных связностей. 

Основная часть. Пусть M  – дифференциру-
емое многообразие, на котором транзитивно дей-
ствует группа G, = xG G  – стабилизатор произ-
вольной точки x M∈ . Проблема классификации 
однородных пространств (M , G) равносильна 
классификации (с точностью до эквивалентности) 
пар групп Ли (G , G ). Пусть g  – алгебра Ли 
группы Ли G , а g  – подалгебра, соответствующая 
подгруппе G. Пара ( gg, ) называется изотропно-
точной, если точно изотропное представление g. 
Симметрическое пространство есть тройка ( ,G  
G, σ), где σ – инволютивный автоморфизм, такой, 
что σ(g) = sogso

–1, g∈ ,G  so – симметрия М, o – не-
подвижная точка so. Поскольку M = G / G редук-
тивно (а G  транзитивна), все симметрические 
пространства являются изотропно-точными. По-
скольку σ инволютивно, то его собственными зна-
чениями являются 1 и –1, а g  – собственное под-
пространство для 1. Если m  – собственное 
подпространство для –1, то разложение g  = g +m  
называется каноническим разложением для сим-
метрической алгебры Ли ,,( gg σ), причем [g,g]⊂

,g  [g,m]⊂ ,m  [m,m ] ⊂ .g Там, где это не будет 
вызывать разночтения, будем отождествлять под-
пространство, дополнительное к g  в g, и фактор-
пространство m = g /g. Аффинной связностью на 
паре ( gg, ) называется отображение ),(: mglg→Λ  
такое, что его ограничение на g  есть изотропное 
представление подалгебры g, а все отображение 
является g-инвариантным, инвариантные аффин-
ные связности на ( M , G ) находятся во взаимно 
однозначном соответствии (см., например, [5]) 
со связностями на паре (g,g). Необходимое 
условие существования аффинной связности 
состоит в том, что представление изотропии 
для G должно быть точным, если G эффек-
тивна на /G G  [6], соответственно, симметри-
ческое пространство всегда допускает аффин-
ную связность. Поскольку тензоры кривизны 
и кручения инвариантны относительно дей-
ствия группы Ли G, то они однозначно опреде-
ляются тензорами на касательном простран-
стве к многообразию, причем эти тензоры 
инвариантны относительно изотропного действия. 

Тензоры кручения )(1
2 mInvTT ∈  и кривизны 

)(1
3 mInvTR ∈  имеют вид  

[ ] ;,)()(=),( mmmmm yxxyyxyxT −Λ−Λ   
[ ] [ ]),()(),(=),( yxyxyxR Λ−ΛΛmm  

для всех ., g∈yx  Будем говорить, что Λ  имеет ну-
левое кручение или является связностью без круче-
ния, если = 0T . Определим тензор Риччи 

2TRic Inv∈ )(m : ( , ) = tr{ ( , ) }Ric y z x R x y z . Будем 
говорить, что аффинная связность Λ  является ло-
кально эквиаффинной, если tr ([ , ]) = 0x yΛ  для 
всех ,x y ∈g  (то есть ([ , ]) ( )Λ ⊂g g sl m ). Аффин-
ная связность Λ  с нулевым кручением имеет 
симметрический тензор Риччи тогда и только 
тогда, когда она локально эквиаффинна [4]. 

Под эквиаффинной связностью будем пони-
мать аффинную связность Λ  (без кручения), для 
которой tr ( ) = 0xΛ  для всех x∈g . В этом случае 
очевидно, что ( ) ( )Λ ∈g sl m . 

Будем описывать пару ( , )g g  при помощи 
таблицы умножения алгебры g . Через 1{ , , ,ne e  

1 2 3, , }u u u  обозначим базис g  ( = dim )n g , при-
чем алгебра Ли g  порождается 1, , ne e , а 

1 2 3{ , , }u u u  – базис m.  Для нумерации подалгебр 
используем запись . ,d n  а для нумерации пар – 
запись . . ,d n m  соответствующие приведенным в 
источнике [3], здесь d  – размерность подал-
гебры, n – номер подалгебры в )(3,gl , а m – но-
мер пары ( gg, ). Поскольку ограничение 

: ( )Λ →g gl m  на g  – изотропное представление 
подалгебры, связность определяется своими 
значениями на m.  Выпишем ее через образы ба-
зисных векторов 1( )uΛ , 2( )uΛ , 3( )uΛ , запишем 
тензор кривизны R  его значениями 1 2( , )R u u , 

1 3( , )R u u , 2 3( , )R u u , а тензор кручения T  – его зна-
чениями 1 2( , )T u u , 1 3( , )T u u , 2 3( , )T u u . Будем гово-
рить, что связность нулевая, если 1( )uΛ = 
= 2( )uΛ = 3( )uΛ = 0. Пара ( , )g g  называется три-
виальной, если существует коммутативный 
идеал a  в алгебре Ли g  такой, что =⊕g a g . 
Тривиальную пару типа .d n  обозначаем . .1d n . 

Теорема. А) Любое трехмерное симметри-
ческое тривиальное однородное пространство 
( , )g g  такое, что g  и g  неразрешимы, не допус-
кающее эквиаффинных связностей, локально 
имеет вид =⊕g a g , где g  (подалгебра алгебры 
Ли )(3,gl ) сопряжена только одной из следу-
ющих подалгебр: 

  (       ) 
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4.1. ; 4.2. , 1 / 2;

4.3. ; 4.5. ;

x z x y z
u y u x y

x

x y z x z y
u x z z x u

u x y y u x

λ +
λ − λ ≠ −

+
−

− − −

 

5.1. ;
x u
v y

z
6.1. ;

x z w
u y v   

6.2. , 1 / 2;
x y z w
u x y v

x

λ +
λ − λ ≠ −  

6.3. ; 6.4. , 1 / 2;
v w x v w
x z x y z
y u u x y

λ + λ ≠ −
λ −

 

7.1. ; 7.2. .
x u t x w t
v y w y u

z v z
 

Также при dim = 9g  подалгебра = (3, )g gl  .  
Б) Любое трехмерное симметрическое не-

тривиальное однородное пространство ( , )g g  
такое, что g  и g  неразрешимы, не допуска-
ющее эквиаффинных связностей, локально эк-
вивалентно одному и только одному из следую-
щих пространств: 

 
 

6.1.2. e1 e2 e3 e4 e5 e6 u1 u2 u3  
e1 0 2e2 –2e3 0 e5 –e6 u1 –u2 0  
e2 –2e2 0 e1 0 0 e5 0 u1 0  
e3 2e3 –e1 0 0 e6 0 u2 0 0  
e4 0 0 0 0 e5 e6 u1 u2 0  
e5 –e5 0 –e6 –e5 0 0 0 0 u1 , 
e6 e6 –e5 0 –e6 0 0 0 0 u2  
u1 –u1 0 –u2 –u1 0 0 0 0 e5  
u2 u2 –u1 0 –u2 0 0 0 0 e6  
u3 0 0 0 0 –u1 –u2 –e5 –e6 0  

 
6.1.3. e1 e2 e3 e4 e5 e6 u1 u2 u3  

e1 0 2e2 –2e3 0 e5 –e6 u1 –u2 0  
e2 –2e2 0 e1 0 0 e5 0 u1 0  
e3 2e3 –e1 0 0 e6 0 u2 0 0  
e4 0 0 0 0 e5 e6 u1 u2 0  
e5 –e5 0 –e6 –e5 0 0 0 0 u1 . 
e6 e6 –e5 0 –e6 0 0 0 0 u2  
u1 –u1 0 –u2 –u1 0 0 0 0 –e5  
u2 u2 –u1 0 –u2 0 0 0 0 –e6  
u3 0 0 0 0 –u1 –u2 e5 e6 0  
 
Здесь подалгебры с одинаковыми номе-

рами, но разными значениями параметра λ не 
сопряжены друг другу; если на параметры  
не накладываются дополнительные условия, то 

предполагается, что они пробегают все  , 
также предполагается, что переменные обозна-
чены латинскими буквами и принадлежат  . 
Базис подалгебры, по умолчанию, будем выби-
рать, придав одной из латинских переменных 
значение 1, а остальным 0, нумерация базисных 
векторов соответствует алфавиту. 

В работе [3] приведен список трехмерных 
симметрических однородных пространств, та-
ких, что g  и g  неразрешимы, соответственно, 
для доказательства этой теоремы достаточно 
выбрать из них пары, не допускающее эквиаф-
финных связностей.  

Рассмотрим, например, ( , )g g  – трехмерное 
симметрическое однородное пространство 6.1.1 
(или 6.1.2, 6.1.3 ), тогда инвариантная аффинная 
связность имеет вид 

1,3 1,1

1,3 1,1

1,1 1,3

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 , 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

p r
p r

r p

    
    
    

     +     

. 

Здесь и далее , , ,, ,i j i j i jp q r ∈  ( , = 1,2,3i j ).  
В случае 6.1.2 тензор кривизны примет вид 

2
1,3

2
1,3

0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0

p
p

 −   
    −    

        

, 

А в случае 6.1.3 – вид 
2

1,3
2

1,3

0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0

p
p

 +   
    +    

        

. 

Тензор кручения – 

( ) ( )1,3 1,1 1,3 1,1(0,0,0), ,0,0 , 0, ,0p r p r− + − + . 
Алгебра голономии инвариантной связности на 
паре ( gg, ) – это подалгебра алгебры )(3,gl  вида 

+Λ+ ]),([ VV g ,]]),([),([ +ΛΛ Vgg  где V  – под-
пространство, порожденное множеством 

}.,|]),([)](),({[ g∈Λ−ΛΛ yxyxyx  Алгебры голо-
номии указанных связностей в случаях 6.1.2 при

2
1,3 1p ≠  (при 2

1,3 =1p  алгебра голономии нуле-
вая) и 6.1.3 имеют вид  

0 0
0 0
0 0 0

1

2

p
p

 
 
 
 
 

. 

Если = 0T  ( Λ  является связностью без круче-
ния), то 1,1 1,3r p= . Имеем tr ([ , ]) = 0x yΛ  для всех 

,x y ∈g , тензор Риччи является симметриче-
ским, то есть связность вида 
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1,3 1,3

1,3 1,3

1,3

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 , 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 2

p p
p p

p

    
    
    

          

 

является локально эквиаффинной. Однако, по-
скольку 4tr ( ) 0eΛ ≠ , то есть ( ) ( )Λ ∉g sl m , связ-
ность не является эквиаффинной.  

Остальные случаи рассматриваются анало-
гично. В случаях 4.2.1, 4.3.1, 4.5.1, 5.1.1, 6.2.1, 
6.3.1, 6.4.1, 7.1.1, 7.2.1, 9.1.1 локально эквиаф-
финная связность (без кручения) тривиальная, а 
в случае 4.1.1 имеет вид 

1,3 1,3

1,3 1,3

3,3

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 , 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

p p
p p

r

    
    
    

          

. 

Соответственно, в случаях 4.2.1 (λ = –1 / 2), 
6.2.1 (λ = –1 / 2), 6.4.1 (λ = –1 / 2) эквиаффинная 
связность тривиальная, в остальных случаях, 
приведенных в теореме, пространство не допус-
кает эквиаффинных связностей, поскольку даже 

( ) ( )Λ ∉g sl m . 
Заключение. Таким образом, для всех трех-

мерных симметрических однородных пространств 
с неразрешимой группой преобразований и нераз-
решимым стабилизатором определено, при ка-
ких условиях пространство не допускает эквиаф-
финных связностей. Полученные результаты 
могут найти приложение в общей теории отно-
сительности (которая с математической точки зре- 
ния базируется на геометрии искривленных  
пространств), в ядерной физике и физике элемен-
тарных частиц, а также при конструировании 
математических моделей реальных процессов. 
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