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Введение. Несмотря на свою внешнюю про-
стоту, процесс измельчения является довольно 
сложным и не до конца изученным. Именно поэто-
му создание новых образцов помольной техники, 
ее совершенствование базируется на эмпириче-
ском подходе. Среди агрегатов тонкого и сверх-
тонкого помола, характеризующегося размером 
частиц измельченного материала менее 50 мкм, 
преобладают шаровые. Традиционно это барабан-
ные шаровые мельницы, относящиеся к классу 
тихоходных, линейная скорость рабочего органа 
которых не превышает 1 м/с.

Основными недостатками таких агрегатов яв-
ляются значительная металлоемкость и высокие 
удельные энергозатраты на проведение процесса 
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измельчения. Проблемы, обусловленные указанны-
ми недостатками, решаются в последнее время пе-
реходом от тихоходных к быстроходным шаровым 
мельницам [1]. В них за счет более интенсивного воз-
действия шаров на материал повышается эффектив-
ность измельчения и требуемая производительность 
достигается в меньшем объеме рабочей зоны.

К таким мельницам относится и планетарная, 
которая представляет собой один или несколько 
размольных барабанов, заполненных измельчаю-
щими телами (шарами) и материал. В отличие от 
обычных шаровых мельниц здесь оси барабанов 
соединены с приводным валом через водило, об-
разуя таким образом планетарный механизм (ри-
сунок 1).
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Барабаны, а соответственно шары и измель-
чаемый материал, вовлечены в сложное дви-
жение с высокими скоростями и ускорениями. 
При этом основным силовым фактором процесса 
разрушения материала становятся инерционные 
силы, в десятки и сотни раз превышающие силу 
тяжести. Более того, в планетарных мельницах 
реализуется комплексное воздействие измельча-
ющих тел на материал: раздавливание, истирание 
и удар [2]. Высокая эффективность измельчения 
материалов в планетарных мельницах доказана 
как отечественными, так и зарубежными специ-
алистами [3−6], в том числе и авторами данной 
работы [7]. 

Перед началом исследований авторский кол-
лектив провел глубокий анализ работ других 
специалистов. Было установлено, что эти иссле-
дования проводились в двух направлениях. Пер-
вое из них связано с решением чисто прикладных 
задач по повышению дисперсности различных ма-
териалов для соответствующих технологических 
процессов [8]. В работах второго направления, 
наоборот, планетарная мельница рассматривается 
как механическая система. С помощью аналити-
ческих и графо-аналитических методов изучалось 
движение размольных барабанов и элементов за-
грузки (шаров и измельчаемого материала) [9, 10]. 
Но это никак не связывалось с эффективностью 
измельчения.

Отличительной особенностью нашей работы 
являлось то, что через механику движения измель-
чающих тел мы попытались оценить ее влияние 
на процесс измельчения материалов. Причем для 
аналитического описания кинематики и динамики 
движения элементов загрузки в размольных бара-
банах нами использовались методы классической 
механики [11, 12]. Именно эти методы дают воз-

можность получить уравнения и аналитические 
зависимости для расчета реальных промышлен-
ных объектов.

В процессе аналитических исследований изу-
чено движение одиночного измельчающего тела 
и загрузки в целом [13, 14]. Установлено, что, не-
смотря на взаимное перемещение шаров, загрузка 
в размольном барабане сохраняется в виде сегмен-
та, отстающего от водила на определенный угол. 
Проведена оценка разрушающего воздействия ша-
ров на материал [2] и определено влияние параме-
тров привода на динамику планетарных мельниц 
[15−17]. Весь комплекс работ, проведенных ранее, 
позволил составить алгоритм расчета планетар-
ных мельниц и приступить к созданию промыш-
ленного агрегата.

Известен тот факт, что габариты и масса плане-
тарных мельниц при одинаковой производительно-
сти значительно меньше, чем обычных шаровых [1]. 
Но вместе с тем процесс их запуска и доведения до 
высоких скоростей сопряжен с большими динами-
ческими нагрузками.

В этой связи целью данной работы является 
составление динамической модели планетарной 
мельницы с возможностью определения нагру-
зок на элементы ее конструкции во время разгона 
и времени достижения установившегося режима 
движения 

Основная часть. Для реализации поставлен-
ной цели необходимо составить модели планетар-
ной мельницы в момент начала движения и при 
движении в установившемся режиме.

В качестве объекта исследования была выбрана 
горизонтальная планетарная мельница с внешней 
обкаткой (см. рисунок 1) как наиболее перспектив-
ная с точки зрения организации замкнутого цикла 
измельчения при непрерывной загрузке и выгрузке 
материала [1, 7]. Ее помольные барабаны приво-
дятся в движение общим водилом В1В2 (рисунок 2). 
Примем, что объем загрузки составляет 50 % 
от объема барабана [7].

Динамическая модель планетарной мельницы 
представляет собой вращающееся звено (водило), 
обладающее приведенным моментом инерции Jпр 
относительно оси вращения А, и на которое дей-
ствует приведенный момент сил Mпр.

Рисунок 1 — Горизонтальная планетарная мельница 
с внешней обкаткой: 1 — помольный барабан; 2 — загрузочная 

воронка; 3 — разгрузочный патрубок; 4 — ременной привод; 
5 — водило; 6 — опора

Figure 1 — Horizontal planetary mill with external running-in: 
1 — grinding drum; 2 — charging hopper; 3 — discharge sleeve; 

4 — belt drive; 5 — carrier; 6 — support

Рисунок 2 — Схема планетарной мельницы в момент начала 
движения: 1 — водило; 2 — помольный барабан

Figure 2 — Scheme of the planetary mill at the beginning 
of movement: 1 — carrier; 2 — grinding drum
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На этапе разгона мельницы из состояния покоя 
до достижения водилом установившейся угловой 
скорости ωy характеристики динамической моде-
ли Jпр и Mпр изменяются. 

Запишем выражение Jпр для начала движения 
мельницы:

где J1 — момент инерции водила В1В2 относитель-
но оси А, кг·м2; mбз — масса барабана с загрузкой, 
кг; vс — скорость центра масс загруженного бара-
бана, м/с; ω1, ω2 — угловые скорости водила и ба-
рабана соответственно, рад/с; Jс — момент инер-
ции загруженного барабана относительно оси, 
проходящей через центр масс параллельно оси 
вращения барабана, кг·м2.

Момент инерции водила В1В2 относительно 
оси А определяется по следующей формуле:

где m1 — масса водила В1В2, кг; R — радиус обкатки 
барабанов, м; r — радиус помольного барабана, м.

Массу барабана с загрузкой можно определить 
с учетом его геометрических размеров по следую-
щей формуле:

где l — длина барабана, м; δ — толщина стен-
ки и днища барабана, м; ρб — плотность стенки 
и днища барабана, кг/м3; ρз — плотность загрузки 
в барабане, кг/м3.

Угловая скорость барабана определяется по 
формуле (4), а скорость центра масс загруженного 
барабана — по формуле (5):

Расстояния В2с и В2с2 при этом равны:

Момент инерции загруженного барабана от-
носительно оси, проходящей через центр масс па-
раллельно оси вращения барабана, определяется 
по формуле (7) с учетом выражений (8)−(12):

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

где mд — масса днища барабана, кг; mст — масса 
стенки барабана, кг.

В период пуска подводимая к мельнице энер-
гия расходуется на ускорение вращения ведущего 
звена — водила — и преодоление сопротивления 
движению сил трения в узлах водила и размоль-
ных барабанов.

Момент Mпр определяется по формуле (14) из 
условия равенства мощностей приведенного мо-
мента сил, действующего на звено приведения, 
и мощностей всех сил и моментов, приложенных 
к звеньям планетарной мельницы:

где M0 — крутящий момент, приложенный к во-
дилу в начальный момент движения, Н·м; Mтр.А — 
момент сил трения на валу водила, Н·м; Mтр.В1

,  
Mтр.В2 — моменты сил трения на валах помольных 
барабанов, Н·м; ωr — относительная угловая ско-
рость барабана, Н·м:

Для определения Mпр на осях А и В нужно 
знать нагрузку на эти оси. Ее найдем, используя 
принцип Даламбера согласно рисунку 3. Так как 
в начальный момент движения мельницы ω0 = 0, 
то на движущиеся точки механической системы 
центробежные силы не действуют. Учитываем 
только касательную составляющую главного век-
тора сил инерции.

Рассмотрим равновесие каждой части мельни-
цы по отдельности — водила (рисунок 4), левого 
барабана (рисунок 5 а) и правого барабана (см. ри-
сунок 5 b).

Согласно расчетной схеме для водила (см. ри-
сунок 4) запишем систему уравнений:

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

Рисунок 3 — Схема нагружения планетарной мельницы 
в начальный момент движения

Figure 3 — Scheme of loading the planetary mill at the initial 
moment of movement
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Запишем системы уравнений для левого (17) 
и правого (18) помольных барабанов согласно рас-
четным схемам (см. рисунок 5):

При решении систем уравнений (16)–(18) 
следует учесть следующие дополнительные со-
отношения:

После определения реакций и моментов 
трения найдем крутящий момент М на валу 
водила в начале пуска барабанной мельницы 
по формуле: 

При этом приведенный момент сил Мпр и мо-
менты сил трения Мтр в пунктах А, В1 и В2 опреде-
ляются по следующим формулам:

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

Получили зависимость начального крутящего 
момента М от величины начального углового уско-
рения ε0, которое может быть различным в зависи-
мости от времени разгона tp до требуемой угловой 
скорости ωy установившегося движения и от при-
нятого закона изменения ε.

Примем, что угловое ускорение изменяется 
на этапе пуска по закону [11, 15]:

Тогда

Будем считать, что угловая скорость достигает 
значения ωy, когда угловое ускорение ε = 0,01·ε0, 
то есть практически приближается к нулю. В этом 
случае 0,01·ε0 = ε0·e–t и время разгона составит 
tp = 4,6 с, что подтверждается графическими зави-
симостями (рисунок 6).

При работе мельницы в установившемся ре-
жиме подводимая мощность расходуется только 
на преодоление сил трения. Симметрично рас-
положенные относительно горизонтальной оси 

Рисунок 4 — Расчетная схема водила
Figure 4 — Carrier calculation scheme

Рисунок 5 — Расчетная схема для левого и правого барабанов: 
а — левый помольный барабан; b — правый помольный барабан

Figure 5 — Calculation scheme for the left and right drums: 
a — left grinding drum; b — right grinding drum

Рисунок 6 — Зависимость начального углового ускорения ε0 
от времени разгона tp при различных угловых скоростях εy
Figure 6 — Dependence of the initial angular acceleration ε0 
on the acceleration time tp at different angular velocities εy

a       b
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вращения водила размольные барабаны не созда-
ют дополнительных трудностей при их движении 
(рисунок 7). Их силы тяжести (с загрузкой) созда-
ют только нагрузки на оси вращения, что учитыва-
ется через силы трения в цапфах.

Приведенный момент инерции звена приве-
дения (водила) определяем как и в случае начала 
движения мельницы, учитывая только изменив-
шееся расстояние cvc:

При вычислении приведенного момента сил 
учитываем, что угловое ускорение ε при устано-
вившемся движении практически отсутствует и им 
можно пренебречь. Поэтому на барабанах с загруз-
кой показано действие только центробежной со-
ставляющей главного вектора сил инерции (см. ри-
сунок 7).

Ранее приняли, что угловое ускорение ε со-
ставляет 1 % от начального ε0, поэтому приведен-
ный момент сил будет равен:

Центробежную силу, приложенную в центре 
масс барабана с загрузкой, представляем в виде 
двух составляющих: переносной Фn

e и относитель-
ной Фn

r.

Для определения моментов сил трения в цап-
фах А и В вычисляем нагрузки на оси валов водила 
и барабанов согласно расчетным схемам, приве-
денным на рисунках 8 и 9.

Согласно расчетной схеме для водила (см. ри-
сунок 8) запишем систему уравнений:

Запишем системы уравнений в установившем-
ся режиме работы мельницы для левого (27) и пра-
вого (28) помольных барабанов согласно расчет-
ным схемам (см. рисунок 9):

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)
Руководствуясь зависимостями (19)–(21), ана-

логично можно получить выражение для расчета 
крутящего момента М.

На рисунке 10 представлена зависимость 
крутящего момента М от времени разгона tp при 

(28)

Рисунок 7 — Схема нагружения планетарной мельницы 
в установившемся режиме

Figure 7 — Scheme of loading the planetary mill in steady-state 
mode

Рисунок 8 — Расчетная схема водила в установившемся 
режиме движения

Figure 8 — Carrier calculation scheme at the steady-state mode 
of movement

Рисунок 9 — Расчетная схема для левого и правого барабанов 
в установившемся режиме работы: а — левый помольный 

барабан; b — правый помольный барабан
Figure 9 — Calculation scheme for the left and right drums 

in the steady-state operation: a — left grinding drum; 
b — right grinding drum

a        b
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кинетостатики, для начала ее работы и устано-
вившегося движения помольных барабанов. Ос-
новными факторами, влияющими на эти нагруз-
ки, являются частота вращения и геометрические 
параметры мельницы. Апробация динамической 
модели позволила установить, что характер из-
менения крутящего момента во время разгона 
при динамическом подобии не зависит от гео-
метрических размеров планетарной мельницы. 
При этом стабильный режим движения наступа-
ет в среднем через 3 с, а пиковые нагрузки в этот 
период возрастают не более чем в 4 раза, что ука-
зывает на возможность использования в приво-
де планетарных мельниц типовых механических 
передач.
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различных угловых скоростях ωy, которая рассчи-
тана по представленной выше методике для двух 
различных планетарных мельниц с размерами по-
мольного барабана D×L — 100×200 и 500×1000 мм. 
При построении графиков принималось, что сте-
пень заполнения барабана составляла 50 %. Также 
при масштабировании учитывалось постоянство 
центробежного фактора для планетарных мель-
ниц [17], который выражается в пропорциональ-
ном уменьшении линейной скорости водила с уве-
личением геометрических размеров помольных 
барабанов.

Расчетные зависимости (см. рисунок 10) дают 
реальную картину изменения крутящего момента, 
а значит, и мощности во время разгона планетар-
ной мельницы. Видно, что 5-кратное увеличение 
диаметра помольных барабанов при сохранении 
соотношения L /D приводит к значительному по-
вышению крутящего момента. Вместе с тем ха-
рактер его изменения в пусковой период при ди-
намическом подобии (постоянстве центробежного 
фактора) идентичен для обоих вариантов. Пико-
вые нагрузки в начале разгона примерно в 4 раза 
выше, чем в установившемся режиме и пропор-
циональны угловой скорости стабильного режи-
ма. Они возникают в период 0,3−0,4 с от начала 
запуска двигателя. Стабильный режим движения 
независимо от размеров и массы планетарной 
мельницы достигается примерно через 3 с от на-
чала движения. Значения пиковых нагрузок и вре-
мени разгона свидетельствует о том, что расчет 
мощности приводного двигателя и его подбор для 
планетарной мельницы можно производить по 
крутящему моменту и угловой скорости для уста-
новившегося режима.

Заключение. В работе проведен анализ из-
менения динамических нагрузок в узлах гори-
зонтальной планетарной мельницы с внешней 
обкаткой, основанный на решении уравнений 

Рисунок 10 — Зависимость крутящего момента М от времени разгона tp при различных угловых скоростях ωy: 
а — размер помольного барабана 100×200 мм; b — 500×1000 мм

Figure 10 — Dependence of the torque M on the acceleration time tp at different angular velocities ωy: a — size of the grinding drum 
is 100×200 mm; b — 500×1000 mm

a                  b
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DYNAMIC MODEL OF A HORIZONTAL PLANETARY MILL

Issues are considered that are associated with the determination of dynamic loads encountered in moving 
units of the planetary mill. A horizontal planetary mill was chosen for compiling a dynamic model, as it has 
a great potential for organizing a closed grinding cycle with continuous loading and unloading of material. 
Calculation schemes were drawn up in moving units at the moments of the beginning of its operation and 
the steady movement of the grinding drums. Using the d’Alembert principle, taking into account the geo-
metric parameters of the grinding unit, the reduced moments of inertia and moments of forces, as well as 
the acceleration time from a state of rest until the carrier reached a steady angular velocity, were deter-
mined. From the condition of equality of the power of the reduced moment of forces acting on the link of re-
duction, and the power of all forces and moments applied to the links of the planetary mill, the initial torque 
applied to the carrier was determined, which is necessary in the future to determine the power expended 
both at the moment of starting the mill, and at the time of its stable operation. It is shown that the initial 
torque depends on the value of the initial angular acceleration, which, in turn, can be different depending 
on the accepted law for changing the angular acceleration and the acceleration time to the required an-
gular velocity of steady motion. It is also indicated that during the start-up period, the power supplied to 
the mill is spent on accelerating the rotation of the leading link and on overcoming various resistances such 
as friction forces in the units of the carrier and grinding drums.

Keywords: planetary mill, rotation frequency, moment of inertia, moment of forces, acceleration time, 
steady movements, angular velocity, dynamic loads, support reaction
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