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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ 
ФУНКЦИЙ ДЛЯ ОЦЕНКИ ДИНАМИКИ НТП 

Рассмотрим многофакторную производственную функцию (ПФ)  

 ( , ),y f x t=          (1) 

где y – выпуск продукции, 1( , , )nx x x= , , )n, ,  есть вектор затрат производ-

ственных ресурсов, t – параметр времени из полуоткрытого числового 

луча [0; ),T = +¥  каждое значение которого выражает определенный 

уровень научно-технического прогресса (НТП), а неотрицательная 

функция f является дважды непрерывно дифференцируемой на  

,D G T= ´  экономическая область { : 0, 1, , }.R R
n n

iG x x i n+Ì = Î ³ = , }.,  

В статье [1] были установлены аналитические критерии учета в 

задании динамической двухфакторной ( 2)n =  ПФ (1) продуктоувели-

чивающего НТП, капиталодобавляющего НТП, трудодобавляющего 

НТП, капитало- и трудодобавляющего НТП. Позднее [2] эти результа-

ты были использованы для установления соответствия между концеп-

цией автономного экзогенного НТП и концепцией нейтральности 

НТП [3, с. 72–75], а именно, были выявлены [4 – 7] аналитические 

связи между понятиями продуктоувеличивающий НТП и нейтральный 

по Хиксу НТП, трудодобавляющий НТП и нейтральный по Харроду 

НТП, капиталодобавляющий НТП и нейтральный по Солоу НТП. 

Данная статья продолжает эти исследования: получены критерии уче-

та автономного экзогенного НТП в задании многофакторной ПФ (1). 

Для учета автономного экзогенного НТП в задании динамиче-

ской многофакторной ПФ (1) будем использовать следующее понятие: 

НТП назовем добавляющим по факторам производства 1, , ,kx x, ,kx, k  

,k n£  если ПФ (1) можно представить в аналитическом виде 

 1 1 1( , ) ( ( ) , , ( ) , , , ),k k k nf x t f t x t x x xa a += ( ( ) ,( (( ) ,)1 11 11 1 , ( ) , , , ),( ))( ) , , ,( )) , , ,1    (2) 

где строго возрастающие функции ( ),i ta  1, , ,i n= , , ,, ,  такие, что 

1(0) (0) 1,na a= = =(0)(0)(0)  представляют собой индексы НТП по факторам 

производства 1, , ,nx x, ,nx,  соответственно, а неотрицательная функция ff  

является дважды непрерывно дифференцируемой на области .G  

Основной результат работы выражает следующее утверждение.

Теорема 1. Многофакторная ПФ (1) учитывает добавляющий 

по факторам производства 1, , ,kx x, , ,kx, , k  ,k n£  НТП тогда и только то-
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гда, когда темп прироста по параметру НТП является линейно свя-

занным через некоторые функции от параметра НТП с эластично-

стями выпуска продукции по факторам 1, , ,kx x, , ,kx, , k  ,k n£  т.е. 

  
1

ln ( , ) ( ) ( ),
i i

k

x i x

i

f x t t E fb
=

¶ =å     (3) 

где , 1, , ,i i kb = , ,k,  – некоторые функции, зависящие только от пара-

метра НТП ,t  а ( ) ( , )
( , )i i

i
x x

x
E f f t x

f t x
= ×¶  есть эластичности выпуска 

продукции по факторам производства , 1, , ,ix i k= , , ,k, ,  соответственно. 

Доказательство. Необходимость. Если ПФ (1) учитывает до-

бавляющий по факторам производства 1, , ,kx x, , ,kx, , k  ,k n£  НТП, то, на ос-

новании представления (2), находим темп прироста по параметру НТП 
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т.е. имеет место тождество (3) при функциях ( ) ( ),i it tb a ¢=  1, , .i k= , .k,  

Достаточность. Пусть ПФ (1) удовлетворяет тождеству (3). 

Тогда она будет решением дифференциального уравнения в частных 

производных первого порядка  

  
1

( ) 0.
i

k

t i i x

i

f t x fb
=

¶ - ¶ =å    (4) 

Для уравнения (4) запишем характеристическую систему 

   1 1

1 1

.
( ) ( ) 0 0 1

k k n

k k

dx dx dx dx dt

t x t xb b
+= = = = = =

- -
1 1 .

( ) 0 0 1

n1 11 1dx dx dx dt1 11 1k k nk k1 11 11 11 11 11 11 1= = = = =1 11 1k k nk k1 11 11 11 11 1    (5) 

Из обыкновенных дифференциальных уравнений  

,
( ) 1

i

i i

dx dt

t xb
=

-
  1, , ,i k= , , ,k, ,  

разделяя переменные, находим первые интегралы системы (5) 

ln ( ) ,i i ix t dt Cb+ =ò ,  1, , ,i k= , ,k,  

или 

   exp ( ) ,i i ix t dt Cb =ò   1, , ,i k= , ,k,     (6) 

где exp ,i iC C= ,C  а ,iC ,iCi  1, , ,i k= , , ,k, ,  есть произвольные вещественные по-
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стоянные. Функции (6) являются функционально независимыми пер-

выми интегралами дифференциальной системы (5). 

Из обыкновенных дифференциальных уравнений  

,
0 1

idx dt
=   1, , ,i k n= + , ,,  

находим функционально независимые первые интегралы системы (5) 

  ,i ix C=   1, , ,i k n= + , , ,, ,    (7) 

где ,iC  1, , ,i k n= + , ,,  есть произвольные вещественные постоянные.  

Первые интегралы (6) и (7), будучи функционально независи-

мыми, образуют интегральный базис дифференциальной системы (5). 

Тогда общее решение дифференциального уравнения в частных про-

изводных первого порядка (4) имеет аналитический вид (2), где ff  ‒ 

произвольная непрерывно дифференцируемая функция от n перемен-

ных, а индексы НТП по факторам производства ix  равны  

( ) exp ( ) ,i it t dta b= ò  1, , .i k= , , .k, ,  

Следовательно, на основании (2) получаем, что ПФ (1) учитыва-

ет добавляющий по факторам производства 1, , ,kx x, ,kx, k  ,k n£  НТП.  

В случае, когда индексы НТП по факторам 1, , ,kx x, , ,kx, , k  ,k n£  рав-

ны между собой, т.е. 1( ) ( ),kt ta aº º ( ),((  из Теоремы 1 получаем 

Следствие 1. Динамическая многофакторная ПФ (1) учитыва-

ет добавляющий по факторам 1, , ,kx x, ,kx, k  ,k n£  НТП с равными индек-

сами НТП, если и только если верно тождество  
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где 1a  есть некоторая функция, зависящая только от НТП.  

Из теоремы 1 при 1k =  получаем 

Следствие 2. Динамическая многофакторная ПФ (1) учитыва-

ет добавляющий по фактору производства ,kx  {1, , },k nÎ , , },, ,  НТП, если 

и только если имеет место тождество 

( , )
( ),

( , )
k

t

k x

f x t
t

x f x t
a
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где a  есть некоторая скалярная функция, которая зависит только 

от параметра НТП.  
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ЭЛАСТИЧНОСТЬ ФУНКЦИИ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 

КАК ХАРАКТЕРИСТИКА ОТДАЧИ ОТ МАСШТАБА 

В работе [1] проиллюстрировано применение дифференциаль-

ного исчисления функции одной переменной как инструмента финан-

сового анализа. В случае функции двух и более независимых пере-

менных математическая составляющая такого анализа усложняется. В 

данной работе проведен анализ эластичности функции двух перемен-

ных и получен ее экономический смысл. 

Пусть ( , )z f x y=  ‒ функция двух независимых аргументов. 

Графиком такой функции является некоторая поверхность, которая не 

может быть изображена на плоскости без искажений. Посему для изу-


