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ЗАДАЧА ПО ОПРЕДЕЛЕНИЮ ПРОСАДОК ВЯЗКО-УПРУГОГО
ОСНОВАНИЯ ПОД ВОЗДЕЙСТВИЕМ ВНЕШНЕЙ НАГРУЗКИ

В зависимости от вида материала, влажности, температуры и других 
физических свойств дорожные конструкции под воздействием внешней 
нагрузки ведут себя по-разному. Когда дорожная конструкция обладает 
достаточным запасом прочности, а нагрузка имеет сравнительно неболь­
шую величину, тогда работа ее протекает в пределах упругих дефор­
маций.

В других случаях под воздействием колес подвижного состава доро­
га деформируется не мгновенно, а постепенно: деформации растут во 
времени и зависят не только от величины внешней нагрузки, но и от 
продолжительности ее приложения. Можно сказать, что в этом случае 
в дорожной конструкции протекают вязко-упругие деформации.

Иногда под действием колес подвижного состава в покрытии возни­
кают и накапливаются пластические необратимые деформации.

Работа конструкций в упругой стадии исследована достаточно 
полно. Разработана стройная теория упругости, которая широко приме­
няется для решения многих практических задач, включая задачи расчета 
прочности капитальных и усовершенствованных одежд автомобильных 
дорог.

Пластические деформации могут возникать при движении автомо­
билей по целине, естественным грунтам, а также по временным авто­
мобильным дорогам. С точки зрения дорожной практики этот случай 
является предельным и не может быть положен в основу расчета до­
рог на прочность.

Вязко-упругие деформации являются наиболее распространенными 
в дорожных конструкциях, построенных с применением различных вяз­
ко-упругих материалов.

Как известно [1], величины смещений точек вязко-упругого тела 
при ;малых деформациях удовлетворяют линеализированной системе 
уравнений Навье — Стокса — Ламе, которая имеет следующий вид:

р (/7* “ 4 £ )  +  0  А“ +  (4 г)  +  (D +  а)4 г  +  ^  +  «*> 1Ш  =  0;

Р ~  У " )  + D ^ v + r £  ( - ^ )  +  (D  +  а) +  fa +  1*) = 0 ;  (1)

где р — плотность материала; Fx, Fy, Fz — проекции вектора внеш­

ней силы F на координатные оси Ох, 0у, 0z соответственно; и (х, у, z, t), 
v(x, у, z, t), w(x, у, z, t) — проекции вектора смещения v на коорди- 
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натные оси Ох, Оу, Ог соответственно; D, а—упругие постоянные; н- — 
вязкие постоянные,

л  __  д2 , д2 jP _  с. _  ди_ . dv . dw 
Л  —  дх2 ду2 ' дг2 ’ —  дх ду ‘ дг '

При исследовании вязко-упругих деформаций в дорожной конструк­
ции предположим, что она аппроксимирована в виде однородного слоя 
ограниченных размеров (—/<*«</, — 0 названного осно­
ванием, который загружается нормальным давлением Р(х, у, t) при за­
крепленных точках боковой поверхности основания (х =  — I, х — I, 
у =  — I] у =  I) и закрепленных точках нижней горизонтальной грани 
основания (z =  Н).

В этом случае Fx =  Fy =  0, и (л:, у, z, t) = v(x, у, z, t) =  0 и систе­
ма (1) принимает вид:

d2w , d3w _  п
ftrriT ‘ ЬтИчМ ’
d2w . , d3w _„

a  dydz ' °  dydzdt ’

D d*w . d*w . n  (d2w , d 2w \ .  d ( d 2w d2w \ ,  „

(2)

где В = 2D +  a, -j =  2у] +  ji, a = В — D, b = 7 — vj, Kz =  p F.
Граничные условия при сделанных предположениях имеют вид [2J:

w/x=_t = 0, w/x=l = 0, wty=_t =  0, w!y==l = О,
(3)

- J L t  - ~ t
Полагая, что Кг =  ?FZ =  Ае ь и Р(х, у, t) =  Ф(х, */)<? , реше­

ние системы (2) при условиях (3) будем искать в виде

w(x, у,г, 0 =  [(4-), T +H7(*> »■ г)] е (4)

где W (х, у, z )— некоторая функция, которую предстоит определить.
Подставляя (4) в систему (2), получаем, что первых ее два уравне­

ния удовлетворяются при любой функции W (х, у, z), а из третьего 
уравнения системы получаем новое уравнение для определения функции 
W(x, у,\г)

W  W ,  w  о, (5)
дх2 +  ду2 ^  дг2 4 w  и’ V ’

ГПР. п — —р ~  D^ (считаем для определенности, что q >  0).
д V (v_TT])(Z) 7—Bi\)

Из граничных условий (3) получаем следующие граничные условия 
для функции W (х, у, z):

' Ъ \* А
и Ъ -± | = - ( т ) т ;

(6 )

WI.w - о

~ B n — D Y

2 Вестник БГУ. Серия I, № 2 17



Задачу решения уравнения (5) при условиях (6) разобьем на сле­
дующие три задачи:

a*U7i d’-W, д’-Wi 
дх2 ' дуг ' az2 — =0; (7)

w 1/ x = ± l  =  -
a \tj4 .

p ’ (8)

0; (9)

=  0;2=0 (10)

W a a2̂  а^з  
ax2 ay2 ' dz2 - q W 2 =  0; (П)

= О, WJ

, д ^з  , <?2№3 „iw л. ( 12)

w ^ ± l=0, W3/y= ±/ =  О, ( 4 ) e- f .  ^ 1 г=0 = -* ф (х .у ).

Решение каждой из трех сформулированных задач можно по­
строить методом Фурье [3, 4].

Решение первоначальной задачи (5), (6) будет представлять собой 
сумму решений задач (7) — (10), (11) и (12). Построим, например, ре­
шение задач (7) — (10). Полагая, что Wi(x, у, г) = У(у)Ц(х, г), из урав­
нения (7) и условий (9), (10) получаем уравнение

(13)

(14)

(15)

(16)

У" +  X У =  О

с дополнительными условиями

У(— /) =  0, У{1) = о
и уравнение

дЮ , дЮ . . , w , Л
-Ш + ^ т - ( «  +  ч и  =  °

с дополнительными условиями
at/ Iw „ «  =  o . ^ - / „ = o ,

где X — постоянная положительная величина. Уравнение (13) при усло­
виях (14) имеет ненулевые решения при

х* =  (4гУ<* =  Ь 2' 3 -). (17)

и они с точностью до постоянных имеют вид

y k(y) =  s i n^- ( l  +  y ) ( k = \ ,  2, 3 . . . ) .

Полагая, что
U(x, z) =  Х(х) Z(z),

(18)

(19)
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' У
У

---
--

иэ уравнения (15) и условий (16) получаем два уравнения:
Z" \  Z =  0; (20)

X" — sX  = 0, (21)
где X— постоянная положительная величина,

s =  Я +  X + 1 , (22)
* (Я )= 0, Z'(0) =  0. (23)

Из (20) и (23) находим, что
-  _  (2m + l)*7ta

т 4 Я*

Zm(z) =  c o s - ^ ± i ^ ;

(24)

(25)
Из (17), (22) и (24) следует, что

-  9 +  4 [ ( 4 ) ’+  =  Ь 2 . 3..., m =  0,1, 2,...).

Общее решение уравнения (21) имеет вид

**„<*> =  Сы еУ ч ” х +  Dim * (26) ,

где С km, Dkm — произвольные постоянные. Учитывая (18), (25), (26) 
и линейность уравнения (7), получаем:

Wx(x, j/,z) =  | |  { c kn eVsk" х +  Dkm e~ Y s^  x)  sin ~ { l + y ) X
k=l m=0

N, (2m + l)nz _X cos-— ^ — o. (27)

Требуя удовлетворения условий (8), из (27) получаем равенство-

- ( А ) Х  =  2  y ] ( C« e±KSs” '  +  ) s i n 4 f  d + y)x

X cos (2m 4- 1) Ttz
2H (28)

Используя свойство ортогональности функций sin (/-) </) cos ̂ т ^  п 2 
в прямоугольнике — / <  у  <  /, 0 <  z <  Н, из (28) получаем, что

_  ( А Л 2_______ ( -  l)OT+1С  =  D  =  —  / —
ШП тП Рп 2 \ а )  ( 2 m + l ) ( 2 n + l ) c h V s mnl

(т, п = 0, 1, 2...).

(29)

Подставляя в (28) вместо постоянных Ckm и Dkm их значения (29) 
и учитывая, что k =  2лг +  1 (п =  0, 1, 2...), получаем

W r =
ОО 00 ( -  ly'H-1 g (2m-j-1) .

p̂ 2 l a

2*

2 H , I  . (2«+ l)T t(/+y)
(2m+l)(lto +  l ) c h l ^ - /  ch ^ > sin 21

f S



Аналогично строим решения двух остальных задач. Для функций 
W у, г) и W3{x, У, z) получим следующие выражения: 

т+\ (2/И+1) -  z00 ( -  l)w + ‘ COS 'J

2 2  (2m+lX2n +  l)ch V s mn lm=0 /1=0
2H ch \t smn у sin {2n±-{-^  {l+x) ,

W,

16 А / b )
~Рг ( а I

. л  v  v  A>nn ■ 
/2 2 j 2 j  Y7,

Amn s h y  rmn(H—z) 
П ch VJ^Tn H sin -Kr{l + x) sin 4 f  (l +  У) ~

ch V
{j(2w +l)(2n+l)ch  //? „ ,„ //

=  4p (w * +  «■),/?*,= g -J i [(2/rt +  l )2 4- (2я+1^*]„
/ /

A im =  J | ф (■*» У) sin V +  x ) sin ^ - ( l +  y) dxdy.

Подставляя в (4) вместо W(x, у, z) сумму Wi+Wt+W», получаем

w(x, у, z, » - и - +

' a ' uSp (2n,+  0(2w +l) ch У  smn l '

, c,n  (2« +  1 ) * ( /  +  у) , , .X Jch * sin

- m s i :
21 +  c h ^ - y s i n  ; ( '  + *>] —

ch /̂~ Rmn 2 (2т + 1М/+Дс)„г„(2л+1)«(Л-у) 
(2ta+l)(2« + l ) c h /* ^ t f Sm 2/ Sin 2/

___x \ A  \A ^ /n /ishJ^m/i (H — z) mit l t  , , ял  , ,  , ,1 — -r-<
о  2 /  2 / ?  ̂  ch v ^ -  И s in  i r ( l + x )s ln i r  <z +m= 1 л=1 J

.Пренебрегая объемными силами (A =  0), получаем, что 

М х , у, г,0  -  i  A .  sin ̂  </ +  х) sin ̂  (/+</)] X
ти=1 гс=1

х е
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