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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ
ПО ОПРЕДЕЛЕНИЮ  ПРОСАДОК УПРУГО-ВЯЗКОГО ОСНОВАНИЯВ связи с тем, что под воздействием колес транспорта происходит деформирование покрытий дорог, приходится заниматься исследованием дорожных конструкций и, в частности, определять величины деформа­ций в различных материалах, находящихся под воздействием внешних нагрузок. Наиболее распространены в дорожных конструкциях упруго- вязкие деформации. При их исследовании необходимо ввести ряд пред­посылок, которые позволяют создать физическую модель дорожной кон­струкции и составить уравнение, описывающее ее поведение под воздей­ствием выбранной внешней нагрузки. Эти предпосылки вполне правомерны, так как они базируются на экспериментальном материале, полученном при исследовании дорожных конструкций на грунтовом ка­нале Белорусского технологического института имени С . М . Кирова.Предположим, что дорожная конструкция аппроксимирована в виде однородного упруго-вязкого слоя ограниченных размеров ( I 0 < г < / У ) , который назовем упруго-вязким осно­ванием. Пусть точки боковой поверхности (х =  ±  I, у =  ±  I) и нижней горизонтальной грани (z =  Н )  основания закреплены неподвижно, а на верхнюю горизонтальную грань (z — 0) действует нормальное давление

р(х, у, t) =■ A sin t (А =  const, 0 <  £ <  Т) (1)и пусть в начальный момент времени основание находилось в недефор- мированном состоянии. vКак известно [1], величины смещений точек упруго-вязкого тела при малых деформациях удовлетворяют линеаризированной системе урав­нении Навье Стокса — Ламе, которая имеет следующий вид:
р 1 *г  =  £>Д ц  - f  +  f t  +  ^  | r J ?  +  9 p y\ (2)
рЖ ==/)Аш+  7'A (4 r) +  (Z>+ a)4 r  +  ft +  ^  S  +  p/Vгде p — объемная плотность материала; u{x, г/, z , t), v(x, у * z, /), w{x, 

y, z, t) — проекции вектора смещения на координатные оси соответст­венно; D , а — упругие постоянные; -ц, р — вязкие постоянные; F  , F  , **  ~  вРоекцД и век™ Р а внешней объемной силы на координатные'оси'; A = = ^ + ^ + d ^  -  оператор Лапласа; & =  ^  +  ~^r-Величину w (x, у, z, t) в системе \2) можно рассматривать в каче­стве просадки выбранного нами упруго-вязкого основания под воздей­
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ствиеМ: внешней нагрузки (1). В общем случае найти w (x, у, z, t) из си­стемы (2) не представляется возможным, поэтому ограничимся в на­стоящей работе одним частным случаем. Предположим, что имеет место так называемая «чистая деформация» [2]:
ди dv ди _  dw_ dv_ _  dw 
dy ~  dx ' ~dz dx ’ dz dy ’тбгдк' система (2) распадается на три отдельных уравнения, причем для просадки w {х, у, z, t) подучаем уравнение (3)P^  =  W : T 4 ( ^ )  +  K ,где B =  2D +  z-, т =  2?] +  ц; K Z =  ? F Z.■'.Уравнение (3) нужно решить при следующих условиях [3 J:

dw I >0;ш dt ft-o '
w =  0, w \x=l *= 0, w \y___ t =  0, w \3=l =  0;

« '• ^ .- 1  —  “ a :

(4)
(5)

Применяя к задаче (3) — (5) последовательно конечные интеграль­ные Преобразования [ 4 ] :
w(k, у , z, t) =  ^ w{x, у , 2 , t) sln-^p- (/ +  x )d x ;

■■ ,04 ш(/г, /п, 2, 0  =  f  ш(Л, у, 2, 0  sin - ^ (  / +  У)=  Н— 2л +  1 ,ау(/г, т , п , t) =  $w{k, т, z, t) cos -^ -т :г а г \о- 4 (ft, т =  1, 2, 3, п =  0, 1, 2, . ..) ,формулы обращения для которых имеют соответственно вид:
w(x, у , z, t) =  -)- 2  z* о sin i f

ау(А5, у , z, 0  =  -j- 2  w(k> т ' z’ sin i f  ^1Ч ; .»(Л, tn,'Zf. t) =  -1- ^  » (* . т' л ’ *)cos Г й Т ’3' 2’п=0СвеДем её к следующей задаче:
d?w ' Ш2

до |<=о == О,

(6)

=  ЧьтпУ)’

=  о,’ dt |<-о
(7)

(В)
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г д е ^  =  4 г [ ( 4 ) ! + ^ ) ’ + ( ^ ) * ] ,
^ « [(4 )*+ ( ^ )  +

T* ~ W =  P ( k , т,t) +  ( -  1)"[1 - ( -  1)*] [1 - ( -  1 (9)
7>(k, т, t) =  Р(х, у , t) sin ~ { l  - f  x ) s \ n ~  (l  +  y ) d x d y . (10)

Решение уравнения (7) при условиях (8) можно записать в виде:
5 (* ’ т ' п '') -  f l b l  sin Ьап - , )"РИ “ L * - 4 r ' * W , < 0 ,  (П )

w(k, т, п, t) = ^  J <Г-W'-'» sh Зшп (t _  Птп (t) d .

ПРИ aL n  ~  >  0,
Р к т п  2p ’  Q h m n  — 2p V  ^ k m n  & k m n \

S *mn —  К a * mn b kmn.Из (6) следует, что
Ф ,  2> 0  =  ^ Щ  ф ,  т, п, t) sin ~  (I +  х) sin ^  (/+

k = \ т = 1 и=0+  г/) cos те z,где т, п , t) дается формулами (И ) .ченижЫЧИСЛИВ В (П ) ИНтегралы с Учетом 0)» (9). (Ю) и введя обозна-1
2р »

A k m n  =  ( f r k m n - 4B p ) r k m n ;

^ = 4 [(“ ± i ) - + ( ^ ) 2+ ( % i ) !],получим следующее выражение для просадки w (x, у, z, t):
ш(* ' * г’ «  =  2 2  [ 4 ' - < 0  +  ( -  О» X

ч/ ' „  ^  (' +  *> *«  .(/ +  rt COS * L + I  .  *Х  (2*-M X 2i» +  I) :----------------- > 0 2 )
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4Г* {[4T*(?kmn +  q\mn) -  «•] sin 2у  t J T ^  Tpkmn cos J L .  0тде I kmn{t) ley-* p*ma +  87* (*« +  47s ^ m„) +  (*e -  4T*
2 * 7  ([(F lm n  —~Qkmn) A T '  +  ** ]  sin ~qk mn t  +  8 T * p km n lk m n  COS ~Яктп e ~ P kmn t ^+  qkmn [167-4 y kmn +  87* («■ +  4 T *^ m„) -plmn 4- («« -  47* qlmnY ]если Д*„,п <  0; (13)

4 Г* [47* (plmn -  p L n) “  sin 2T £ — 4r. 7 cos 7yjr t }+ 8, s T, +  $imn) +  16Г- o>L. -  4 »»)*2* Г  {[** +  47s (p |mn +  ~^дая)1 sh~sfemn / +  8 7 » ^ <я>1 t t B « ch s kmtl t } t ^

Skmn [*4 +  8na 7* (p[mn +  s'kmn)  +  167* (Р*т л — s*mn)2lесли ДЙ1И|1> 0 ;W * )  =
„ ( 0  =

■=-------- 2 1 —2 Г f Qkmn —  *  Pkmn 1 (Pkm n ^  Qkmn *  +
4kmn \Pkmn +  Qkmn)

+ qtmncosqtmJ)\. если As„ „ < 0 ;= ----- 7=5-1------  [s»«. -  e - r‘t™ ‘ ( Р ш п ^ ш п  t +
s kmn \Pkmn s kmn>+  s*m„ch  s*m„*)], если Л*,ия> 0 .

(14)

Рассмотрим два частных случая задачи (3) — (5). Предположим, чт0 ^ _ о  и jx = 0 , т. е. пусть наше основание является упругим. В этом случае P*m *=0, аД *т „< 0 д л я  всех k, т, п, поэтому из (13) и (14) следу­ет что в случае упругого основания в выражении для просадки (12) ве­личины /шп (0 и J kmn (t) даются следующими формулами:
W 0  =  - 27 (я sin qkmn t — 27 qkmn s*n 27 

qkmn (.n‘1 47* qkmn)1 — COS qkmn t
Jkmn(t) =

(15)
(16) 
(17)

Теперь предположим, что D  =  0 и <*=0, т. е. пусть наше основание ■является чисто вязким. В этом случае Для всех ^  т’ п’ а, поэтому и в случае чисто вязкого основания формулы для ве­личин 1кт Л 0  и J kmn(t) в выражении для просадки (12) упрощаются. Из (13) следует, что27[(гс* +  8T*pjmn) sh Pkmn t +  ST'plmn ch P*mn ^ e~ J kmn 1 —u Pkmn (7C* ~Ь 16T1*Pkmn)W O  =
47* sin gj-t  + *Tcos W  *) « • ( * * + 167»^m„) ’ (18)
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а из (11) можно получить, что

Используя общее решение (12), а также частные решения, получен- иые с помощью формул (15) — (19), можно найти численное значение деформации дорожного покрытия в зависимости от физико-механиче­ских свойств материалов и характера внешней нагрузки.
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