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ПРИМЕНЕНИЕ УПРУГО-ВЯЗКОЙ МОДЕЛИ  
К РАСЧЕТУ ДОРОЖНЫХ ОДЕЖД

К числу основных методов, которые применяются в инженерной 
практике при расчете толщины конструктивных, защитных и других 
слоев дорожной одежды, можно отнести методы, основанные на теории 
упругости (Н. Н. Иванова, А. И. Кривичсского, М. Б. Корсунского и др.), 
методы, основанные на теории накопления деформации, и эмпирические 
методы (CBR, AASHO, Хейма и д р .) .

Эти методы изучены достаточно подробно и детально изложены в ли­
тературе по автомобильным дорогам [1, 3, 4, 7].

В настоящее время специалистами различных научных центров (пред­
принимаются попытки создать новый метод расчета дорожных одежд, 
в котором учитывались бы реологические свойства материалов [6, 8]. 
Н ад решением этого вопроса трудится группа научных сотрудников Бе­
лорусского технологического института им. С. М. Кирова.

Проведенные исследования показывают, что в качестве физической 
модели упруго-вязкого слоя дорожной одежды может быть принята 
модель типичного тела (см. рисунок).

Как известно [2], при соединении двух упругих и одного вязкого 
элемента получим модель, которая описывается дифференциальным 
уравнением вида

Епе +  Нг =  no +  а, (1)
где Е  — мгновенный модуль упругости; Н —• длительный модуль упру­
гости; п — время релаксации; е — деформация; сг — напряжение.

Для решения уравнения (1) примем, что

b =  п, а =  Н, у =  пЕ, ст =  v (z, t), е =  —  — .
dt

Кроме того, к нему прибавим уравнение перемещения частиц. В итоге 
получаем систему

д2и ди . , dv---------  =  — а — - 4- о -----
dzdt dz dt

v, (2)
д2и ду 

9 dt2 “  dz
При исследовании вязко-упругих деформаций дорожных конструкций 

предположим, что они аппроксимированы в виде однородного слоя ог­
раниченных размеров, который загружается нормальным давлением v(z, t), 
изменяющимся во времени.
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Начальные условия при сделанных предположениях будут иметь вид
ди

t=О=  °. 4 =  о =

граничные же условия примут выражение

v\2=0 =  a(t), vz=fJ =  р (О,

(3)
(4)

ос(/) =
( - Т - ) I. Р ( 0 »

т - т )
Применяем одностороннее преобразование Лапласа по 

формуле

[ (z, Я) =  Г и (z, /) e~udt

к системе (2) и, учитывая начальные и граничные условия 
(3), (4), получаем новую систему уравнений

dxi 1 —|- ЪХ —
ч г  =  т + у г 0 <*■ х>- (5)

dz ; рЯ2п (z, 1).

Перейдем к изображениям в граничных условиях:

у (z, Я)|г=0 = 4Л
Х2Т

1 —
ЯГ

(0) Расчетная модель

« (г, Я)|2=я = 4В
Х2Т

1 —
ЯГ

Смешанная задача (2) — (4) свелась к задаче (5), (6) в области изображения 
по Лапласу:

° (г' А)=  +
_4Л
Я2Г

ЯГ / sh соЯ 
2 \ shto (Н —- z) 

ЯГ / эйсоЯ (7)

о)2 =  рЯ2 1 +ьх
а +  уЯ

Переходя от изображения к оригиналу по формуле
s-\-i со

,Аt.u(z, t) =  I' и (s, Я) eudX,

где интегрирование производится по любой бесконечной прямой ReX =  s, 
—  в полуплоскости абсолютной сходимости интеграла Лапласа, от

Выберем прямую интегрирования Re Я =  s так, чтобы все особые точки 
функции v (z, Я) лежали левее этой прямой. Таким образом, правее этой
9. Весщ АН БССР № 2 (ф1з.-тэхн.)



130 И. И. Леонович, С. И. Гайдук, А. П. Лащенко

прямой и на самой прямой, т. е. при Re X >  s, функция v (z, X) особых 
точек не имеет. В этих предположениях интеграл (8) вычисляется на 
основании леммы Жордана [5].

Получим решение задачи (2) — (4) в области оригинала, которое удовле­
творяет как дифференциальному уравнению (1), так и граничным условиям [4]:

S - f- t  QO
v (г, t) =  — -—  Г v (z, X) eudX. (8)

2ni JS— loo
По основной теореме о вычетах,

1
2nt

S+l®
|  v(z, X) eudX

S— Coo

2  Res [v (z, X) elt; \ ] , (9)

где Xh— все особые точки подынтегральной функции v (z, Я).
Для удобства разбиваем интеграл (8) на сумму интегралов и вычисляем 

каждый в отдельности.
Приняв во внимание (9), имеем

2xu
- 4 B s h ^ -  =  V R e s
X2T sh a H  • J

4В sh coz и ,6 . Ab
X2T  sh соH

(10)

Функция F (X)
4 В sh coz имеет множество полюсов: полюс X =  0

Х2Т  sh со#
кратности два. Решая sin t'cotf =  0, получим кубическое уравнение относи­
тельно X H2pbxs -f Н2рХ2 + n2yk2X +  n W  =  0,
где

й =  ±  1, ±  2, +  3 . . .
Из этого уравнения очевидно, что Xlh, X2h, X3h являются простыми 

полюсами. Вычеты относительно этих полюсов имеют вид

Res [F(X)eu , 0] =
4 Btz 
ТН ’

(П)

Res [F (X) eu , Xlh] =
4 Behk‘ sin i(olkz

где

со' =  ©' (Xlh) =  -

T (2Xlh sin ialkH -1- со*, XikiH cos i(olhH) 

(Ox* =  <o (Xlh),

2yp?ci* -f- (P7 4~ 3ab) Xlk -j- 2pa

2 (a +  yXlkf
] /  P 'a

+  bXlk
a +  yX.lft

Таким образом,
S—(— l  Qc

-  fIni J
4B sh coz +

2ni J X2T  sh соH
S—ioO

46  eh'kt shco^z

TH

■ S S i= 1 k = l
2Xjh sh соjkH — со/* XjkiH ch (ojkH

(12)

(13)
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Аналогично находим остальные три интеграла. В итоге будем иметь 
искомое решение:

4B/z 4 At (Я — г) 4Bt2z 4At2 (Я — г)
тн : ТН т-и т-и

4В 
Т

2 . )  V  У  eV*f sh<aJftz_________
sh o)jkH — со/ft l?jkiH ch o>jkHi= l k— l

4A
Г

з
_______ gX/** sh co//t (Я — г ) _____
21 jh sh b)jkH —  соjk X%iH ch cojkH

(14)

Для определения деформации из второго уравнения системы (2) ищем 
решения в области изображения по Лапласу:

u(z, X) 1 dv (z, X) 
рХ2 dz (15)

Для этого, подставив (14) в (15) и применив обратное преобразование 
Лапласа, ищем решение для функции u(z, t) в области оригинала по Лапласу:

S -f-lo o
S— i ОС

cochcoz 
sh со Я

4 А
р Х*Т

со ch со (Я — z) ' 
sh со Я

eudX. (16)

Используя лемму Жордана и основную теорему теории вычетов, получаем

du _  4В _______ со % еХ>к‘ sh со Jhz
dz рТ jtoml JbLa 4Xjh sh со ; Я — Шсз̂ Х* ch со ЙЯ

/= l k=i J

____ 8в_  Y ’ У  4 ^  shco,„z__________
P^" jn cj svwA 5Д* shcOj-^Я — iHaijkX5 ch со^Я

4Л

/ = 1  /г— 1

со/* ê  shcoj7t (Я — z)
4Я/а sh со jhH — с'Ясо/Д4 ch со^Я

(17)

_  8Л V I  _____u>% e^ikt shcoj7, (Я — z)
f'̂  ” /tftesd 5Я/* sh содЯ — Я/со/Д5 ch со^Я

Приведенные расчетные формулы (14) и (17) позволяют определять 
напряжение и деформацию дорожной одежды во времени, решать практи­
ческие инженерные задачи.
9*
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