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Введение. Задача сетевого планирования 
(ЗСП) заключается в поиске во взвешенном ор-
графе (сети) наибольшего пути (критического) 

из начального узла (источника) в конечный узел 
(сток) [1, с. 286]. Результат зависит от структуры 
сети и значений весов. 
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Существуют полиномиальные алгоритмы на-
хождения точного решения данной задачи. 

Экономическое содержание задачи следующее. 
Сетевой граф моделирует рабочий проект. Дуги 
графа интерпретируют работы, ориентация их за-
дает очередность выполнения, вес – длительность 
выполнения, узлы – события окончания одних 
работ и начала других. 

В классической ЗСП время окончания входящих 
в событие работ (поздней из них) является ранним 
временем начала исходящих работ [1, с. 288]. 
Практически это означает, что нет недостатка в 
трудовых ресурсах. 

На практике может случиться, что начало не-
которых работ отложится (работы будут проста-
ивать) из-за того, что все работники будут задей-
ствованы на других работах. Такая ситуация 
возникает тогда, когда структура сети позволяет 
одновременно выполнять работ больше, чем в 
наличии работников; например, когда в узел 
входит меньше дуг, чем из него выходит. В ре-
зультате может увеличиться время выполнения 
проекта. 

Кроме того, работники способны выполнять 
одинаковые работы с разной производительностью. 
В сети это приводит к переменным весам дуг. 
Если веса дуг могут меняться непрерывно в задан-
ных пределах, то ЗСП решается вероятностными 
методами с заданной точностью [1, с. 311–329]. 
Теоретический интерес имеет задача с перемен-
ными дискретными весами. 

Практическое применение задачи. Решение 
такой задачи полезно, когда над большим проек-
том трудятся несколько команд (работников). 
Производительности их могут различаться, каж-
дый работник специализируется больше в одной 
или нескольких видах работ. Компьютерные про-
граммы, решающие подобного рода задачи, ве-
дут учет работ по выполнению проекта, соби-
рают статистику, находят критические пути, но 
корректирование последовательностей выполне-
ния работ, перевода сотрудников на другие про-
екты, задержек начала выполнения работ (про-
стоев) выполняет менеджер проекта [2, с. 102–107]. 

Классическая ЗСП не допускает мультидуг в 
сети. Поскольку операцией гомеоморфизма можно 
разделить дугу на две с узлом посередине, то с 
целью упрощения изложения в исследуемых за-
дачах будем допускать мультидуги (параллель-
ные работы с совпадающими событиями начала 
и конца работ). Работы, которые могут выпол-
няться независимо друг от друга (т. е. не лежа-
щие на одном пути), будем называть независи-
мыми. 

Основная часть. Исследуем задачи с возоб-
новляемыми трудовыми ресурсами и считаем, 
что каждую работу должен выполнять один ра-
ботник. 

Обозначим через G (или G (V, E)) – сетевой 
граф проекта; дуги соответствуют работам, n – 
количество работ в сети G, n = |E|; все работы 
пронумерованы, E = {1, 2, …, n}. 

Узлы сети соответствуют событиям начала  
и окончания работ; v0 – источник; vz – сток; V = 
= (v0, v1, v2, …, vz), |V| = z  + 1; t(G) – суммарная 
длительность всех работ (вес) проекта G; Θ – оп-
тимальная длительность выполнения проекта; K – 
критический путь; t(K) – длительность критиче-
ского пути; m – количество работников; d(vi) – 
степень узла vi. 

Рассмотрим G. Каждый узел v – это событие 
начала и окончания работ. Полустепень захода 
узла d+(vi) означает, сколько работ закончилось 
и работников освободилось в момент наступле-
ния события viv୧; полустепень исхода узла d–(vi) – 
сколько работ может начать выполняться одно-
временно, т. е. требуется работников, чтобы ра-
боты не простаивали. Разность ∆di = d–(vi) – 
– d+(vi) определяет требуемое дополнительное 
количество работников в данный момент vi. 

Количество работников для выполнения 
проекта назовем достаточным, если все работы 
проекта могут быть выполнены этими работни-
ками без простоев работ.  

Занумеруем узлы сети в соответствии с по-
рядком наступления соответствующих событий 
v0, v1, …, vz. (Если время наступления несколь-
ких событий совпадает, порядок нумерации их 
между собой роли не играет). 

Обозначим через gk – количество попарно 
независимых работ в сети в момент наступления 
события vk и рассчитаем эту величину. 

Лемма. Количество попарно независимых 
работ gk = 0

k i
i d= Δ  в момент события vk. 

Доказательство методом математической 
индукции. В момент v0 имеем g0 0 0( ) ( ).d v d v−= =  
Пусть в момент vk-1 справедливо равенство gk–1 =

1
0

k i
i d−
== Δ . В момент vk kd +  работы закончились, kd −  

работы могут начаться одновременно, поэтому ко-
личество параллельных работ в момент vk меняется 
на величину kdΔ . Поэтому в момент события vk

1
0 0 .k ki k i

k i ig d d d−
= == Δ + Δ = Δ   Лемма доказана. 

Величина 01
max max k

k iik k z
g g d=≤ ≤

= = Δ  есть 

максимальное количество попарно независимых 
работ в сети G при заданных весах дуг. При дру-
гих весах эта величина может принимать иные 
значения (поскольку порядок нумерации узлов 
меняется).  

Сформулируем критерий количества работ-
ников для работы над проектом, чтобы работы 
не простаивали и не было избытка работников.  
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Теорема 1. Для того чтобы время выполнения 
проекта равнялось длине критического пути со-
ответствующей сети, необходимо и достаточно 
m = g работников. 

Доказательство. Необходимость. Проследим 
ход выполнения работ проекта. Пока выполня-
ется условие m g≥ , выполняется проект опти-
мальным образом (без простоев), т. е. Θ = t(K). 

Пусть в момент наступления события vk вы-
полнено условие 1

k
ii d m= Δ > , тогда gk – m ра-

бот в этот момент будут простаивать и начнут 
выполняться позже. С учетом леммы 1 получаем 
Θ > t(K). 

Достаточность. Поскольку в любой момент 
времени не возникнет необходимости выпол-
нять одновременно более g работ, то m = g ра-
ботников достаточно для работы без простоев.  
В случае m > g один или более работников будут 
простаивать и без их участия продолжительность 
выполнения проекта не увеличится, т. е. Θ = t(K). 
Теорема доказана. 

Сформулируем задачу в общем виде. Для этого 
введем матрицу А длительностей (весов) выпол-
нения работы j работником i, аij – элемент мат-
рицы А; веса дугам выбираются из матрицы А. 

Каждому работнику присуща своя произво-
дительность для каждой из работ. Эти произво-
дительности (длительности выполнения работ) 
определены матрицей весов А. Целевой функ-
цией данной задачи является критический путь 
сетевого графа. 

В классической ЗСП предполагается, что ра-
боты не простаивают (т. е. трудовой ресурс не яв-
ляется критическим). Практически количество 
(и качество) трудового ресурса может быть огра-
ничено. 

В зависимости от количества и качества тру-
дового ресурса выделим 4 типа обобщенной ЗСП 
(с возобновляемыми трудовыми ресурсами) [3]. 

1А. m = n, aij – константы по всем i (т. е. aij = аj); 
2А. m < n, aij – константы по всем i (т. е. aij = аj); 
1Б. m = n, aij – переменные по i. 
2Б. m < n, aij – переменные по i. 
Исследуем эти типы задач. Задача типа 1А 

эквивалентна классической ЗСП. Действительно, 
все равно, какого работника назначать на кон-
кретную работу, и такой работник всегда най-
дется, т. е. нет простоев работ – время окончания 
предыдущих совпадает со временем начала те-
кущей работы. 

Матрица А примет вид 

1 2

1 2

1 2

...
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n

n
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a a a
a a a

a a a
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=
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Длительность выполнения проекта Θ = t(K). 
Тип 2А. При m < n очень просто привести 

пример, когда Θ > t(K). Например, m = n – 1, все 
работы могут выполняться одновременно (т. е n 
параллельных дуг (v0, vz), z = 1, в сети G) и веса 
всех дуг одинаковы и равны a1. Тогда Θ = 2a1 = 
= 2t(K). 

В приведенном примере g = n. Поэтому при 
m < g возможно Θ >t(K), а при m ≥ g всегда Θ = 
= t(K). 

Если m = 1, то все работы выполняются од-
ним работником. В данном случае критический 
путь роли не играет. Граф G задает последова-
тельность выполнения работ, и оптимальная 
длительность выполнения проекта Θ = t(G). 

1 < m < g. Для выполнения работ критиче-
ского пути достаточно одного работника, т. к. 
работы выполняются последовательно. Осталь-
ные работы выполняют другие работники. 

В соответствии с теоремой 1 случай m ≥ g 
равносилен задаче 1А, т. е. классической ЗСП. 

Алгоритм 1 (выбора работника в случае m < g). 
Работы всегда можно занумеровать так, что 

работы с меньшим номером всегда будут пред-
шествовать работам с большим номером, если 
они лежат на одном пути [1, с. 296]. Сеть G за-
дает последовательность работ, т. е. частичную 
упорядоченность дуг. Матрица А задает веса дуг. 

Введем дополнительные обозначения: 
l – текущая (рассматриваемая) работа; 
k – текущий работник (назначенный на ра-

боту l); 
tj – метка работы под номером j; означает 

ранний срок ее начала; 
pi – метка для работника под номером i озна-

чает срок, к которому работник i освободится 
после выполнения порученной ему работы. 

В начале работы алгоритма все метки равны 
нулю. 

Количество шагов алгоритма равно n. На каж-
дом шаге j назначаем работника на работу j. 

Пока выполняется соотношение m ≥ gi, на 
очередную работу можно назначать любого не-
занятого работника, и проект выполняется опти-
мальным образом. Допустим, в момент события 
vk   gk > m и m ≥ gi, где 0 ≤ i ≤ k – 1, и выполнено 
назначение на l – 1 работу. Сложилась ситуация, 
что все pi > tl. 

Общий шаг l. Назначаем на работу j = l ра-
ботника k = i, определив его порядковый номер i 
из соотношения: 

1
mink ii m

p p
≤ ≤

= . 

Для всех дуг j графа, начало которых совпа-
дает с концом дуги l, корректируем метки: 

max{ , }j j k lt t p a= + . 
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Корректируем метку, соответствующую ра-
бочему k, назначенному на работу l: 

k k lp p a= + . 

Для учета времени выполнения всего проекта 
введем фиктивную работу n + 1, исходящую из 
стока. Значение метки tn+1, найденное на послед-
нем шаге, будет определять время выполнения 
проекта. По расставленным меткам можно вос-
становить сам путь. 

На некоторых шагах (в случае gk > m) может 
возникать неоднозначность в выборе работы. 
Для оптимизации можно выбирать работы с наи-
меньшим резервом времени и назначать на них 
освободившихся работников. 

Тип 1Б. Результат решения ЗСП зависит от 
назначений работников на конкретные работы. 
Исследована связь оптимального решения ЗСП 
и оптимального решения ЗН (задачи о назначе-
ниях) [4]. 

Легко привести примеры сетей, когда расста-
новка работников в соответствии с минимальным 
решением задачи о назначениях приводит к кри-
тическому пути наименьшей длины, т. е. Θ = t(K). 
Первый пример: сеть содержит лишь один путь, 
т. е. в каждое промежуточное событие входит одна 
работа и из него выходит также одна работа. 

Второй пример: сеть, в которой все дуги па-
раллельны, т. е. сеть содержит n путей длины 1. 

Теорема 2 [4]. Расстановка рабочих на ра-
боты в соответствии с оптимальным (мини-
мальным) решением задачи о назначениях дает 
сколь угодно плохое решение задачи сетевого пла-
нирования. 

В публикации [4] приведен пример, который 
иллюстрирует, что, во-первых, увеличение коли-
чества работников в общем случае не приводит 
к получению лучшего решения, и, во-вторых, 
уменьшение количества задействованных работ-
ников, влекущее возникновение простоев неко-
торых работ, тем не менее, может привести к оп-
тимальному решению Θ. 

При переменных aij различным назначениям 
работников будут соответствовать разные реше-
ния (критические пути). Если решать задачу ме-
тодом итераций, улучшая начальный план, то не 
очевидно, какой начальный план (назначения ра-
ботников) будет наиболее эффективным в смысле 
минимизации количества итераций. Скорость по-
лучения оптимума зависит от структуры сети. 
Если проверять каждое назначение, то в случае 
m = n затратим ( ! )O n L⋅ операций, где L – слож-
ность решения ЗСП. 

Тип 2Б. Согласно теореме 1, простоев работ 
для случая 2А можно избежать, если m ≥ g. 
Можно привести пример, когда для одних и тех 
же сети G и величины m < g в случае 2А простой 

работы неизбежен, а в случае 2Б простоя можно 
избежать [4]. Приведенный пример показывает, 
что в более сложной задаче 2Б (по количеству 
перебора всех вариантов назначений работни-
ков) критический путь находится за одну итера-
цию (проход графа) [5, с. 128]. В случае 2А кри-
тический путь нужно искать каждый раз для мо-
дифицированной сети. 

Алгоритм 2 (выбора работника) (обозначе-
ния те же, что и для Алгоритма 1). 

В начале алгоритма все метки равны нулю:  

0, 1, , 0, 1, .i jp i m t j n= = = =  

Общий шаг l. 1, .l n=  Назначаем на работу j = 
l работника k = i, определив его порядковый но-
мер i из соотношения 

 
1
min{max{ , } }.l i l ili m

e p t a
≤ ≤

= +  (1) 

Для всех дуг j графа, начало которых совпа-
дает с концом дуги l, корректируем метку  

max{ , }.j l jt e t=  

Корректируем метку, соответствующую рабо-
чему k, назначенному на работу l: k lp e= . Для на-
хождения Θ, подобно алгоритму 1, вводим фик-
тивную работу под номером n + 1.  

Найденный алгоритмом локальный оптимум 
будет глобальным, если каждой дуге сетевого 
графа будет присвоен в качестве веса наимень-
ший элемент соответствующего столбца матрицы А, 
и в формуле (1) всегда  

max{ , }.l i lt p t=  

При нумерации узлов и дуг может возникать 
неоднозначность. Тогда можно оптимизировать 
процесс, назначая работника не на первую по 
порядку нумерации работу, а на определенную 
из ожидающих выполнения. Для этого по ходу 
применения алгоритма 2 в сеть добавляем «фик-
тивные» дуги весом i lp t− , если равенство (1) не 
выполняется. Затем в преобразованной сети нахо-
дим K и резервы времени для дуг. Оптимизация 
может выполняться только для параллельных ра-
бот в случае gk > m по критерию максимизации 
резерва времени [1, с. 300]. 

Поскольку сетевой граф можно разложить на 
подграфы, в которых возникает неопределенность 
(много независимых работ), и подграфы без не-
определенности, то достаточно рассмотреть ре-
шение задачи лишь на подграфе. В нем может 
быть несколько источников со своими метками 
и несколько стоков. Несколько источников соот-
ветствуют нескольким незанятым работникам к 
данному моменту времени. 

Теорема 3 (для случая 2Б). Минимальное коли-
чество работников m, требуемое для выполнения 
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проекта G за время t(K), находится в пределах
( )[ ]
( )

t G m g
t K

≤ ≤ , причем левая оценка достигается, 

если ( )
( )

t G
t K

 – целое число. 

Доказательство. Если g = 1, то t(G) = t(K) и 

m = 1, т. е. ( ) .
( )

t G m g
t K

= =  

Если g > 1, то t(G) > t(K). Приведем примеры 
достижения крайних оценок, когда m = 2 и m = g. 

Оценка m = g достигается в сети, состоящей 
из g параллельных путей (дуг) одинаковой длины 
t(K). В такой сети при m < g некоторые работы 
будут простаивать и Θ > t(K), поэтому m = g. 

Оценка m > g не достигается, поскольку в 
этом случае всегда как минимум один работник 
будет простаивать. 

m = 2 и g > 2. Построим следующий пример. 
Сеть G – это сеть, рассмотренная для случая m  = g, 
в которой каждый путь имеет длину 1, т. е. сеть 
состоит из g дуг. Пусть дуга под номером 1 
имеет длину g – 1, у остальных дуг длина равна 1. 
Тогда t(G) = (g – 1) + (g – 1) · 1 = 2 · (g – 1), t(K) = g – 1. 

Один работник выполнит критическую работу 
за время g – 1, второй – по очереди остальные 
работы за то же время g – 1. В данном примере 

( ) 2
( )

t G
t K

= и оценка снизу тоже достигается.  

Покажем невозможность оценки ( )
( )

t Gm
t K
 

<  
 

. Если предположить, что это неравенство вер-
ное, то t(G) > m · t(K), т. е. t(G) – m · t(K) > 0. По-
лучили, что не весь проект выполнен за критиче-
ское время, т. е. Θ > T(K). Полученное 
противоречие доказывает невозможность послед-
ней оценки. Теорема доказана. 

Заключение. Все полученные результаты спра-
ведливы и для сетей с нецелочисленными дис-
кретными весами. 

Количество попарно независимых работ в 
проекте, т. е. работ, которые можно выполнять 
одновременно, влияет на общую численность при-
влекаемых к работе над проектом исполнителей. 
Это количество зависит как от очередности вы-
полнения работ (структуры сети), так и от произ-
водительности труда работников (весов дуг графа).в 
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