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Инновационно-промышленный кластер – объединение субъектов хозяйствования с целью эф-
фективного взаимодействия и совместного устойчивого развития. Для планирования валового 
объема продукции кластера предлагается использовать метод, основанный на балансовой модели 
Леонтьева. Применение метода сводится к решению системы линейных уравнений большой раз-
мерности. В статье исследуются проблемы, возникающие при решении такой системы уравнений, 
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Введение. В публикации [1] сформулирова-
но понятие инновационно-промышленного кла-
стера (ПК) как целенаправленной системы гори-
зонтально взаимодействующих субъектов хо-
зяйствования (участников ПК), описаны струк-
тура, жизненный цикл, свойства и компоненты 
этой системы, а также предложена концепция 
цифровой платформы ПК, предназначенной для 
поддержки деятельности кластера на протяже-
нии всего его жизненного цикла. В работах [2, 3] 
сформулирована задача планирования валового 
объема продукции, производимой участниками ПК 
в результате их совместной деятельности, а также 
предложен метод ее решения на основе балансовой 
модели В. В. Леонтьева. Метод позволяет оценить 

валовой объем продукции, который должен быть 
произведен каждым участником кластера и мо-
жет быть применен на первом этапе планирования. 
В основе этого метода – решение системы ли-
нейных уравнений:  

 ( ) ,E A X Y− =  (1) 

где E = (ei,i) – единичная матрица; A = (ai,i) – мат-
рица технологических коэффициентов; Y = (yi) – 
планируемый выпуск конечной продукции. При 
известных A и Y решением уравнения является 
вектор-столбец  

 ( ) 1 ,X E A Y−= −  (2) 
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элементы которого – искомые валовые объемы 
продукции, планируемые к производству участ-
никами ПК.  

Предполагаемая большая размерность си-
стемы уравнений (1) не позволяет получить 
решение прямыми методами (например, с ис-
пользованием обратной матрицы (2), Гаусса, 
Крамера) и требует применения приближен-
ных итеративных методов (например, простых 
итераций, Якоби, Зейделя, релаксации), позво-
ляющих за конечное количество шагов полу-
чить приближенное (при его существовании) 
решение [4, 5]. При этом проверить заранее, 
имеет ли данное уравнение решение, практи-
чески невозможно. Проверка сингулярности 
матрицы E – A, как это делается при решении 
уравнения (1) прямыми методами, связана не 
только с трудоемкостью вычислений, но и с 
тем, что в процессе вычисления определителя 
может быть превышен допустимый процессо-
ром компьютера верхний или нижний предел 
разрядности чисел.  

На рис. 1 приведен график зависимости по-
рядка величины определителя матрицы E – A от 
ее размерности, полученный в результате обра-
ботки вычислительного эксперимента.  

График построен по 8 точкам, соответствующим 
размерностям матрицы E – A. Значение в каждой 
точке графика – это максимальный порядок ре-
зультата 10 вычислений определителя матрицы 
E – A. Элементы матрицы A сгенерированы слу-
чайным образом, все элементы, кроме диагональ-
ных, являются целыми положительными величи-
нами в пределах от 1 до 10, при этом количество 
нулевых элементов составляет примерно 80%. 
Диагональные элементы матрицы – положитель-
ные числа из интервала (0,1). Все сгенерированные 
уравнения имеют решение – вектор, элементы 

которого целые положительные числа из интер-
вала (100, 1000).  

Порядок чисел с плавающей точкой двойной 
точности в соответствии со стандартом IEEE 754 [6] 
не может превышать 308. При этом предел раз-
мерности матрицы, для которой может быть вы-
числен определитель на компьютере, поддержи-
вающем вычисления с двойной точностью, в 
данном эксперименте не превышает 275. 

На рис. 2 приведены результаты обработки 
вычислительного эксперимента, позволяющего 
оценить продолжительность решения систем 
линейных уравнений. Эксперимент выполнял-
ся на компьютере с 4-ядерным процессором 
Intel Core i7-4790, 3.60GHz и объемом оператив-
ной памяти 16 GB. Вычисления осуществлялись 
с помощью библиотеки математических функций 
Math.NET Numerics [7]. На рис. 2 изображены три 
практически слившиеся линии, отражающие за-
висимость продолжительности решения систем 
линейных уравнений от их размерности с раз-
личной степенью разреженности матрицы коэф-
фициентов: 50, 70 и 80% нулевых коэффициентов. 
Графики позволяют предполагать, что в данном 
эксперименте влияние степени разреженности 
матрицы коэффициентов не оказывает сколько-
нибудь значительного влияния. Каждый график 
построен по 20 точкам, соответствующим систе-
мам линейных уравнений с размерностями от 
100 до 2000. Значение в каждой точке графика 
вычислены в результате усреднения 10 просче-
тов. Общее количество решенных систем линей-
ных уравнений – 600, при этом погрешность ре-
шения не превышает 10–6. Результаты экспери-
мента позволяют утверждать, что вычисление 
плана валового производства продукции с но-
менклатурой до 2000 единиц не превышает 16 с 
на компьютере средней мощности. 

 

 
Рис. 1. Оценка порядка величины определителя матрицы E – A 
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Рис. 2. Оценка продолжительности решения системы линейных уравнения 

 
Полученное с помощью итерационных мето-

дов приближенное решение X` всегда можно 
проверить, оценив разницу Y – (E – A)X'. Получив 
приемлемый результат, можно считать, что ре-
шение уравнения (1) получено. Если расхожде-
ние векторов Y и (E – A)X' является неприемлемо 
большим, то проблема вычислений может быть 
связана с плохой обусловленностью [3, 4] мат-
рицы E – A: cond(E – A) = ||E – A||•||(E – A)–1||, где 
||•|| – оператор вычисления одной из норм мат-
рицы [4]. При этом справедливо [4] утверждение  

 cond( ) ,
X Y

E A
X Y

Δ Δ
≤ −  (3) 

где ||ΔX|| – согласованная (с нормой матрицы 
E – A) норма вектора ΔX – отклонения от истин-
ного решения X уравнения (1); ||X|| – согласован-
ная норма вектора X – решения системы уравнения 
(1); ||ΔY|| и ||Y|| – согласованные нормы векторов: 
ΔY – отклонения вектора Y и самого вектора Y из 
уравнения (1). Очевидно, что чем меньше (ближе 
к 1) значение cond(E – A), тем слабее требования 
к погрешности промежуточных итеративных вы-
числений и потребуется меньше шагов для полу-
чения достаточно точного решения уравнения (1). 

В нашем случае выражение (3) нужно ин-
терпретировать следующим образом: если с по-
мощью итерационного метода решения системы 
линейных уравнений (1) получено приблизитель-
ное решение X' (валовой план производства про-
дукции) и вычислено соответствующее значение 
Y' = (E – A)X' (планируемый объем конечной 
продукции), то верхняя граница значения отно-

сительной нормы отклонения 
X X X

X X
′Δ −

=  

полученного решения от истинного X будет  
гарантированно не превышать величину 

cond( ) ,
Y

E A
Y

Δ
−  где ||ΔY|| = ||Y – Y'||. Другими 

словами, величина cond(E – A) позволяет оценить 
максимально возможное относительное расхож-
дение между истинным X и приблизительным X' 
решениями уравнения (1).  

Кроме того, неравенство (3) позволяет оце-
нить устойчивость полученного решения. В нашем 
случае можно оценить верхнюю границу изме-
нения полученного валового плана X в зависи-
мости от изменения планируемой конечной про-
дукции Y. Если изменение плана будет значи-
тельным, то план неустойчив и его применение 
вряд ли возможно.  

На рис. 3 приведен пример вычисления 
меры обусловленности матрицы E – A из [5]. 
В качестве нормы для матрицы E – A была 
выбрана октаэдрическая норма [4]: ||E – A|| =  
= max , , . –| | i i j i je a  

Если уравнение (1) имеет решение, то погреш-
ность при применении одного из итерационных ме-
тодов для вычисления вектора X оценивается срав-
нением меры cond(E – A) со значениями macheps–1/2 
или macheps–1. Величина macheps (машинный 
ноль, или машинный эпсилон) характеризует 
точность вычислений операций с действитель-
ными числами, ее значения для чисел стандарта 
IEEE 754 приведены в таблице. Считается [5], 
что достаточно точное решение уравнения ите-
ративным методом может быть получено за конеч-
ное число итераций, если cond(E – A) ≤ macheps–1/2, 
реже используют ослабленное неравенство 
cond(E – A) ≤ macheps–1 . 
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Рис. 3. Пример вычисления меры обусловленности матрицы E – A 
 

Значения macheps для чисел стандарта IEEE754 

Ра
зр

яд
но

ст
ь 

Константа С/С++ macheps macheps–1 macheps–1/2 

32 FLT_EPSILON 2–23 ≈ 1,192 · 10-7 223 = 8 388 608 211,5 ≈ 2896,3 
64 DBL_EPSILON 2–52 ≈ 2,22045 · 10-16 252 ≈ 4,5036E · 1015 226 = 67 108 864 
80 LDBL_EPSILON 2–63 ≈ 1,08429 · 10-19 263 ≈ 9,2234 · 1018 231,5 ≈ 3 037 000 500 

E – A 

|| (E – A) || = 404 (E – A)–1 

|| (E – A)–1 || = 672,306 

cond(E – A) = 404 · 672,396 = 271 612 
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Продолжая пример (рис. 3) заметим, что для 
надежной сходимости матрицы E – A требуется, 
как минимум, двойная точность вычислений, 
что соответствует строке с разрядностью 64 в 
таблице.  

Следует заметить, что мера cond(E – A) не за-
висит от значений столбца свободных членов Y, 
а оценка (3) сделана с большим «запасом». Устой-
чивость решения для конкретного уравнения (1) 
может оказаться значительно лучше верхней 
границы, и требования к точности не будут столь 
критичными. На рис. 4 исследуется на устойчи-
вость решение уравнения (1), в котором матрица 
E – A совпадает с матрицей на рис. 2.  

На рис. 4 представлены три пары столбцов: 
каждая пара задает столбец свободных членов 
(Y, Y', Y'') и соответствующее ему решение (X, X', X''). 
Исследуемая система линейных уравнений поз-
воляет получить достаточно устойчивое решение: 
в первом случае при относительном отклонении 
нормы столбца свободных членов на 1% относи-
тельное отклонение нормы решения составляет 
примерно 0,01%, а во втором случае при относи-
тельном отклонении нормы столбца свободных 
членов на 50% соответствующее отклонение ре-
шения – примерно на 3%.  

Коэффициенты ai,j матрицы A отражают тех-
нологическую зависимость продукта j от ресурса i 
и указывают долю (или количество) ресурса i, 
необходимого для производства единицы продукта j. 
В свою очередь ресурс i сам может являться 
продуктом, который зависит от других (в общем 
случае и от самого себя) ресурсов. Как правило, 
коэффициенты ai,j не являются точными и опре-
деляются статистическими методами. Поэтому 
важным является исследование устойчивости ре-
шения системы уравнений (1) относительно зна-
чений этих коэффициентов.  

Например, если вычислить решение Xᇱ урав-
нения (E – A)X', где A' – матрица, полученная из 
матрицы A (рис. 4), путем увеличения всех коэф-
фициентов в 12-й строке на 1%, то относительное 

отклонение 0,005
X X

X
′−

≈  будет составлять 

примерно 0,5%. Если вычислить Y' = (E – A)X', то 

отклонение 0,09
Y Y

Y
′−

≈ составляет примерно 

9%. Другими словами, погрешность в коэффи-
циентах 12-й строки матрицы A в 1% может при-
вести к значительной погрешности (9%) плана 
конечной продукции.  

Основная часть. Будем предполагать далее 
следующее.  

1. Размерность системы уравнений (1) не вы-
ходит за пределы 2000.  

2. Матрица технологических коэффициентов А  
хорошо обусловлена и позволяет за конечное 
количество шагов итерационным методом полу-
чить устойчивое решение уравнения (1) с доста-
точной точностью.  

При этом заметим. 
3. Элементы матрицы технологических ко-

эффициентов A = (ai,j) не могут быть отрицатель-
ными: ai,j ≥ 0, , 1,i j h= . Матрица A, состоящая из 
одних нулей, не имеет смысла и приводит к ре-
шению X = (xi)h уравнения (1), совпадающему 
с вектором ,( )i j hY y= : ,i ix y= 1,i h= .  

4. Элементы вектора Y = (yi)h (планируемый 
выпуск конечной продукции) не могут быть от-
рицательными: yi ≥ 0, 1,i h=  –  нулевой вектор Y 
не имеет смысла и приводит к нулевому реше-
нию: xi = 0, 1,i h= .  

 

Рис. 4. Пример оценки устойчивости решения системы уравнений
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5. Элементы вектора X (валовой объем про-
дукции) не могут быть отрицательными: xi ≥ 0, 

1,i h= . Нулевой вектор X не имеет смысла и 
приводит к нулевому плану конечной продукции 
Y: yi = 0, 1,i h= . 

Систему уравнений (1), которая удовлетво-
ряет пунктам 1–4, будем далее называть кор-
ректным балансовым уравнением, решение кор-
ректного уравнения, удовлетворяющего усло-
вию 5 – корректным решением, а соответствующий 
этому решению план валового производства про-
дукции – корректным планом.  

Запишем уравнение (1) в следующем виде:  

 
1 1,1 1, 1 1

,1 ,

.
h

h h h h h h

x a a x y

x a a x y

      
      − =      

            


     


 (4) 

Формально введем ограничения, описанные 
выше в пунктах 3–5.  

 , 0,i ja ≥ , 1, ,i j h= ( , ) , 0;i j i ja >  (5) 

 0,iy ≥ 1, ,i h= 0;i iy >  (6) 

 0,ix ≥  1, ,i h= 0.i ix >  (7) 

Пусть матрица A – матрицы смежности ори-
ентированного взвешенного графа GA = (P, L), 

где P = {1, 2, …, h} – множество вершин и 
L={<i,j> | i ∈ P, j ∈ P, ai,j ≠ 0 } – множество дуг. 
При этом, весом дуги <i,j> будем считать вели-
чину ai,j ≠ 0. На рис. 4 представлен пример мат-
рицы A и соответствующего ей графа GA = (P, L). 

Будем применять далее для графа GA = (P, L) 
следующие обозначения: 

jϕ = [p1, …, pk], pi∈P, 1,i k= – такая простая 
цепь, что существует простой цикл [i, p1, …, pk, i]; 

jϕ = [] – петля в вершине i; 
Фi = { 1

iϕ , …, i
kϕ }, i∈P – множество цепей ;iϕ  

( )iw ϕ = 11 ,, , 1
1

, , ,
,

(1 )(1 ) (1 )
j jk

k k j j

p pi p p i k
j

i i p p p p

aa a
a a a

+−
=


 − − −

∏  

jϕ  ≠ [] – вес цикла .iϕ  

W(Фi) = i w( iϕ )  – суммарный вес всех циклов φi. 

Докажем следующее.  
Утверждение: пусть (3) корректное балан-

совое уравнение и GA = (P, L) – ориентирован-
ный взвешенный граф с матрицей смежности A. 
Тогда, если в графе GA есть вершина i и 
W(Фi) ≥ 1, то система уравнений (3) не имеет 
корректного решения. 

Пусть в вершине i графа GA существует 
петля jϕ = [] и ( )iw ϕ = ai,i = 1. Тогда i-е уравне-
ние системы (3) принимает следующий вид: 
xi – xi – Si = yi, Si = j i≠ ai,jxi и в соответствии с 
(4)–(6) Si  ≥ 0, yi ≥ 0. 

Рис. 4. Пример матрицы A и соответствующего ей графа GA = (P, L) 

A = (ai,j) 
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Если –Si = yi= 0, то с учетом (4)–(6) / :j i∀ ≠  xj = 0 
и, следовательно, :j i∀ ≠ –aj,i = yi  xi = yj = 0, что 
нарушает ограничение (6) корректности решения.  

Если –Si = yi > 0, то с учетом (4)–(6) коррект-
ного решения не существует.  

Пусть в вершине i существует петля jϕ = [] и 

w( jϕ ) = ai,i > 1. Тогда i-е уравнение системы (1) 

может быть представлено xi = 
,

1
1 i ia−

  (Si + yi).  

Из ограничений (4–5) следует xi ≤ 0. Если xi < 0, 
то это нарушает ограничение (6) и решение не 
является корректным. Если xi = 0, то i-е уравне-
ние системы (1) принимает вид –Si = yi и с учетом 
(4)–(6) корректное решение не существует.  

Пусть в графе GA нет петель jϕ = [], w( jϕ ) ≥ 1,

1, ,j h=  если и для вершины i выполняется усло-
вие W(Фi) ≥ 1, то возможны следующие случаи:  

а) через вершину i проходит хотя бы 1 цикл; 
jϕ ≠ [], w( jϕ ) ≥ 1; 

б) через вершину i проходит s циклов 1
iϕ , 2 ,iϕ  …,

i
sϕ , w( i

jϕ ) < 1, 1,j s=   и 1
s
i=  w( jϕ ) ≥ 1. 

Пусть существует цикл iϕ   = [p1, …, pk],  
w( jϕ ) ≥ 1. Рассмотрим подсистему (7) уравне-
ний системы (3), содержащую уравнения, соот-
ветствующие вершинам цикла iϕ   = [p1, …, pk]: 

 

1 1

1 1 2 1 1 2 2 1

2 2 2 2 2 3 3 2
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   

 (7) 

Ввиду предположения о существовании цикла 
ϕi следует, что веса всех его дуг 

1 1 2 11, , ,, , ...,p p p p ia a a  
являются положительными величинами. Урав-
нения подсистемы (8) можно переписать в сле-
дующем виде:  

1
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,
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1
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Выполнив последовательно подстановки 
1
,px

2
, ...,

kp px x  в первое уравнение: 
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получим следующее выражение:  

 ( ) , .
k

i
i ii px w x B+= ϕ  (8) 

С учетом предположения aj,j < 1, 1,j h=  и 
ввиду ограничений (4)–(5) и последовательности 
вычислений , ki pB ≥ 0, необходимым условием 

корректного решения является w( jϕ ) > 0. Заме-
тим также, что при , ki pB = 0 система (3) имеет 
единственное тривиальное некорректное реше-
ние: xi = 0, 1,i h= . 

Пусть в графе GA существует два цикла:  
1
iϕ  = [p1, …, pk], w( 1

iϕ ) > 0; 

2
iϕ  = [p1, …, pm], w( 2

iϕ ) > 0, 
w( 1

iϕ ) + w( 2
iϕ ) ≥ 1. 

Проделав постановки в i-е уравнение си-
стемы (3), аналогичные тем, которые привели к 
результату (9), но для двух циклов 1

iϕ  и 2 ,iϕ  оче-
видно, получим выражение  

 ( ) ( )1
1 2 ,ii
i

ix w x w x Bϕ ϕ= + + 0,B ≥  (10) 
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из которого следует, что корректное решение систе-
мы уравнений (3) возможно при w( 1

iϕ ) + w( 2
iϕ ) < 1. 

Выражение (10) можно обобщить на s циклов Φi, 
проходящих через вершину i: xi = W(Фi)xi + B, B ≥ 0. 

Утверждение доказано. 
Выводы.  
1. Доказанное в основной части статьи утвер-

ждение формулирует необходимое условие для 
существования корректного решения (7) балан-
сового уравнения (1): :i P∀ ∈  W(Фi) < 1.  

2. Доказанное утверждение имеет очевидное 
следствие: необходимым условием существова-
ния корректного решения балансового уравне-
ния (1) является условие :i P∀ ∈  0 ≤  ai,j  ≤ 1.  

3. Доказанное утверждение имеет экономи-
ческую интерпретацию: значения технологиче-
ских коэффициентов ai,j, , 1,i j h= матрицы A 

для любой продукции k =1, h не должны образо-
вывать замкнутые технологические цепочки, 
которые суммарно для производства единицы 
продукции k требуют больше единицы этой же 
продукции.  

4. В общем случае, проверка необходимого 
условия существования корректного решения 
балансового уравнения (1) сводится к NP-за-
даче поиска простых циклов в ориентирован-
ном графе GA. 

Сформулированное необходимое условие су-
ществования корректного решения балансового 
уравнения может быть применено для проверки 
корректности матрицы технологических коэф-
фициентов при решении задачи планирования 
производственной деятельности ПК, решаемой 
в рамках цифровой платформы ПК, концепция 
которой предложена в работе [1]. 
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