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СТАТИСТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ АМПЛИТУДНЫХ И СПЕКТРАЛЬНЫХ 
ХАРАКТЕРИСТИК ЭНЕРГИИ ОБРАЗОВАНИЯ ФЛУКТУАЦИЙ  

ПОЛЯ ПЛОТНОСТИ В НАНОРАЗМЕРНЫХ СИСТЕМАХ 

В работе выполнены первые поисковые численные расчеты, которые необходимы для последу-
ющей практической реализации идеи о принципиальной возможности сокращенного статистиче-
ского описании термодинамических (тепловых) флуктуаций в макроскопических и наноразмерных 
молекулярных системах. Для ее реализации в рамках двухуровневого статистического метода опи-
сания свойств неоднородных систем ранее была введена бесконечная цепочка коррелятивных функ-
ций для ансамбля взаимодействующих элементарных флуктуаций плотности (ЭФП), которые с 
определенной вероятностью возникают случайным образом на фоне однородной макроскопической 
системы с заданными термодинамическими параметрами. Для описания взаимодействия ЭФП 
между собой и со средой, в которой они спонтанно образуются, с помощью двухуровневого стати-
стического метода рассчитываются их эффективные потенциалы для сферической наночастицы, 
находящейся внутри термостата с заданными термодинамическими параметрами. Это означает, что 
наночастица в термостате представляет собой открытую термодинамическую систему, а эффектив-
ные потенциалы ЭФП (одиночных, парных и т. д.) для удобства можно рассматривать как энергии 
их образования в такой системе. Энергии образования одиночных и бинарных ЭФП численно рас-
считаны для молекулярной системы с взаимодействием Леннард-Джонса, параметры которой 
близки к критическим. Это позволит в дальнейшем в результате численного усреднения флуктуаций 
поля плотности в двух точках внутри сферической наночастицы рассчитать корреляционную функ-
цию G(r) наноразмерной системы, что, понятно, не может быть получено в рамках известной флук-
туационной теории, которая детально разработана для макроскопических систем. 
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STATISTICAL RESEARCH OF AMPLITUDE AND SPECTRAL  
CHARACTERISTICS OF DENSITY FIELD FLUCTUATIONS FORMATION  

ENERGY IN NANOSIMENSIONAL SYSTEMS 

In the study the first exploratory numerical calculations were performed. They are necessary for subsequent 
practical realization of the possibility idea of principal accelerated statistical thermodynamic fluctuation description 
for macroscopic and molecular systems. To implement it with the help of two-level statistical approach to 
inhomogeneous systems properties description before this work was introduced an infinite chain of correlative 
functions for an interacting elementary density fluctuations (EDF) ensemble. Fluctuations in this model are randomly 
generated with certain probabilities against the background uniform macroscopic systems with defined 
thermodynamic parameters. To describe EDF interactions between one another and with environment, in which they 
are spontaneously generated, with two-level statistical approach their effective potentials are calculated for spheric 
nanoparticle inside the thermostat with certain thermodynamic parameters. It means, that a nanoparticle inside the 
thermostat is an open thermodynamic system, and EDF (unary, binary, etc) effective potentials can be considered as 
their formation energies in such a system. Formation energies of unary and binary EDF are numerically calculated 
for a molecular system with close-to-critical parameters of Lennard-Jones interaction model. It will make possible 
further after numerical averaging of density field fluctuactions to calculate a G(r) correlative function of 
nanosimensional system, which evidently cannot be obtained in case of well-known fluctuation theory, designed 
carefully for macroscopic systems. 
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Введение. Разработанный ранее двухуров-
невый статистический метод [1, 2] описания 
свойств неоднородных молекулярных систем 
позволяет разработать совершенно новый под-
ход для учета вкладов от тепловых флуктуаций 
в термодинамические характеристики равновес-
ных систем. Этот подход использует хорошо из-
вестную идею о сокращенном статистическом 
описании систем многих реальных частиц (ато-
мов, молекул и т. д.) для разработки соответству-
ющей теории описания термодинамических 
флуктуаций поля плотности, созданного систе-
мой элементарных флуктуаций плотности (ЭФП), 
как квазичастиц, которые спонтанно возникают  
и исчезают на фоне однородного поля плотнос- 
ти равновесной термодинамической системы. 
Естественно, что они взаимодействуют с этой си-
стемой и между собой, образуя полноценный ста-
тистический ансамбль квазичастиц, состояние ко-
торого описывается соответствующими эффектив-
ными потенциалами [3, 4]. Основная особенность 
этого нового статистического подхода состоит в 
том, что его можно использовать при изучении 
флуктуаций как в макроскопических, так и в нано-
размерных системах (наночастицах), тогда как ши-
роко известные результаты теории флуктуаций [5, 
6] относятся фактически к бесконечным системам. 
В связи с этим в конкретных расчетах этой теории 
поле параметра порядка разлагается в ряд Фурье по 
плоским пространственным волнам и выполняется 
интегрирование по всему бесконечному объему.  

В данной работе для наноразмерной си-
стемы, которая находится в равновесии с окру-
жающей ее макроскопической системой (термо-
статом), предлагается описывать флуктуации 
поля плотности с помощью набора сферических 
пространственных волн. Их центры совпадают с 
центрами элементарных ячеек метода условных 
распределений Ротта [7], на которые мысленно 
разделяется весь объем неоднородной системы. 
Двухуровневый статистический метод позво-
ляет рассчитывать термодинамические потенци-
алы таких неоднородных систем с произволь-
ным полем плотности, которое задано дис-
кретно для всей совокупности элементарных 
ячеек. В связи с этим появилась возможность 
рассчитывать эффективные потенциалы оди-
ночных сферических элементарных флуктуаций 
поля плотности со всевозможными амплиту-
дами и волновыми числами, а также их групп, в 
частности бинарных флуктуаций с двумя цен-
трами, находящимися на расстоянии r друг от 
друга. Этого вполне достаточно для того, чтобы 

с их помощью можно было выполнить усредне-
ние флуктуаций плотности в двух точках изучае-
мой системы, которые совпадают с центрами би-
нарных флуктуаций. Понятно, что это не может 
быть реализовано в рамках хорошо известной фе-
номенологической флуктуационной теории, в ко-
торой с неизбежностью приходится использо-
вать эффективный гамильтониан системы в виде 
разложения большого термодинамического по-
тенциала Ω по степеням параметра порядка и 
его первых производных [5].  

Таким образом, в рамках двухуровневого 
статистического метода сформулирована идея о 
принципиальной возможности реализации со-
кращенного статистического описании термоди-
намических флуктуаций с помощью статистиче-
ского ансамбля взаимодействующих ЭФП, кото-
рые возникают случайным образом на фоне одно-
родной макроскопической системы с заданными 
термодинамическими параметрами. Для этого 
используется цепочка эффективных потенциалов 
(Ψ{хi}, Ψ{хi, хj} и так далее), которые, являясь 
функционалами от соответствующих полей 
флуктуаций плотности, описывают взаимодей-
ствие одиночных ЭФП со средой и друг с дру-
гом. В результате большой термодинамический 
потенциал Ω{ρl} неоднородной системы с про-
извольным флуктуирующим полем плотности ρl, 
которое сформировано с помощью соответству-
ющего ансамбля ЭФП, можно представить в 
виде разложения по неприводимым эффектив-
ным потенциалам Ψ [8]: 
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Здесь { }ixΩ  – флуктуационная часть боль-
шого термодинамического потенциала системы с 
одиночной сферической ЭФП; { , }i jx xΩ  – анало-
гичный потенциал системы с двумя ЭФП, которые 
в соответствии с принципом суперпозиции обра-
зуют бинарную флуктуацию с двумя центрами, 
находящимися на расстоянии r друг от друга.  
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Рис. 1. Профили плотности для двух разноименных элементарных  

флуктуаций ∆n0 и ∆n70 и их общий профиль ∆nрез = ∆n0 + ∆n70  
 

Первое интегро-дифференциальное уравне-
ние для младшей коррелятивной функции W1{xi}, 
описывающей распределение значений пара-
метров одиночных ЭФП с центрами в различ-
ных точках (элементарных ячейках) изучаемой 
системы, имеет следующий вид [8]: 
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Для практической реализации идеи о сокра-
щенном описании термодинамических флукту-
аций в среде со средней плотностью nc будем 
использовать ЭФП в виде сферических волн с 
различными амплитудами x и волновыми чис-
лами k [3]:  

 c
sin( )( , , ) { } .l

krn x k r n n x
kr

∆ = ρ − =    (6) 

В качестве примера на рис. 1 представлены 
радиальные профили двух одиночных ЭФП  
с противоположными значениями амплитуд 
(x1 > 0 и x2 < 0), а также профиль бинарной 
ЭФП (верхняя кривая), полученной в соответ-
ствии с принципом суперпозиции для двух 
одиночных ЭФП. 

Учитывая вышесказанное, отметим также, что 
в случае наночастицы, имеющей собственную 
сферическую границу внутри термостата, ее двух-
точечная, т. е. бинарная корреляционная функ- 
ция ( )G r , будет зависеть не только от модуля ра-
диус-вектора 2 1r r r= −

    между двумя центрами и 
его ориентации, но и от вектора 1r

 . 
Основная часть. Численные расчеты выпол-

нены с помощью специальных компьютерных про-
грамм, разработанных с использованием системы 
MathCad, для наночастицы как термодинамической 

системы с параметрами в окрестности критиче-
ской точки жидкость – газ. При этом все вели-
чины обезразмерены с помощью линейного и 
энергетического параметров потенциала Лен-
нард-Джонса. Конкретные расчеты выполнены 
для сферической наночастицы радиусом R = 31,4, 
что примерно соответствует 15 нанометрам. Она 
находится в термостате с температурой θ = 3,5 и 
средней плотностью ρ = nc / ω (nc = 0,505 – сред-
ние числа заполнения элементарных ячеек про-
стой кубической решетки, ω – объем элементар-
ных ячеек, для которых расстояния между бли-
жайшими центрами d = 1,096). Для этих 
параметров химический потенциал термостата 
µ = –3,05 при учете взаимодействия каждой мо-
лекулы с их первыми и вторыми ближайшими 
соседями в решетке. 

При обсуждении полученных в работе чис-
ленных результатов потенциалы Ω{xi} и Ω{xi, xj} 
для одиночных и бинарных ЭФП будем рас-
сматривать в качестве энергий их образования 
на фоне однородной среды, которые зависят от 
соответствующих наборов амплитуд и волно-
вых чисел.  

На рис. 2–6 изображены амплитудные и 
спектральные зависимости энергии образования 
одиночных сферических ЭФП, которые имеют 
заданные значения амплитуд x (в интервале от 
минус 0,05 до плюс 0,05) и волновых чисел k  
(k ≤ 0,4). Максимальная амплитуда указанного 
интервала соответствует десяти процентам от-
клонения плотности среды в центре ЭФП от ее 
однородного значения в термостате, а волновое 
число k = 0,4 соответствует длине волны 
λ = 15,7, которая равна половине радиуса сфери-
ческой наночастицы. 

Амплитудные зависимости энергии образова-
ния одиночных ЭФП с заданными значениями вол-
новых чисел k, представленные на рис. 2, демон-
стрируют монотонное увеличение энергии с увели-
чением как положительных, так и отрицательных 
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значений амплитуд, что указывает на все умень-
шающуюся вероятность возникновения таких 
флуктуаций плотности. 
 

 
Рис. 2. Амплитудные зависимости энергии  
образования одиночных ЭФП с заданными  

значениями волновых чисел k 

 
Рис. 3. Спектральные зависимости энергии  
образования одиночных ЭФП с заданными  

значениями амплитуд х 

 
Рис. 4. Радиальные профили ЭФП  

с противоположными значениями амплитуд х  
(х = – 0,03 и х = 0,03) в центре наночастицы  

и волновым числом k = 0,1, которое  
соответствует большим значениям энергии  

образования флуктуаций  
 

Спектральные зависимости энергии ЭФП с за-
данными значениями амплитуд, изображенные на 

рис. 3, показывают, что энергия их образования 
постепенно уменьшается с увеличением волно-
вых чисел k (т. е. с уменьшением длины вол- 
ны λ). Следовательно, вероятность их образова-
ния увеличивается, однако область локализации 
больших значений флуктуаций плотности по-
степенно уменьшается (рис. 4, 5) и для волно-
вого числа k = 1,2 эта область уже сжата до мо-
лекулярных размеров (рис. 6). При этом значе-
ния отклонений плотности во всем остальном 
объеме наночастицы стремятся к нулю. По-
скольку энергии образования таких ЭФП умень-
шаются при увеличении волновых чисел k, то и 
их вклад в термодинамические характеристики 
системы постепенно уменьшается. 
 

 
Рис. 5. Радиальные профили ЭФП  

с противоположными значениями амплитуд х  
(х = – 0,03 и х = 0,03) в центре наночастицы  

и волновым числом k = 0,4, которое  
соответствует малым значениям энергии  

образования флуктуаций 

 
Рис. 6. Радиальные профили ЭФП  

с противоположными значениями амплитуд х  
(х = – 0,03 и х = 0,03) в центре наночастицы  

и волновым числом k = 1,2, которое  
соответствует очень малым значениям энергии  

образования флуктуаций 
 
На рис. 7, 8 изображены спектральные зави-

симости энергии образования бинарных ЭФП с 
расстоянием между их центрами r = 4 и проти-
воположными значениями амплитуд x в этих 
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центрах. Эти энергии являются функциями  
четырех переменных (двух амплитуд и двух вол-
новых чисел), поэтому на рис. 7, 8 представлены 
спектры для k1 и k2 соответственно при заданных 
значениях остальных трех переменных. 

 
Рис. 7. Спектральные зависимости от волнового 

числа k1 для энергии образования бинарных ЭФП  
с противоположными значениями амплитуд x  

(x = – 0,02 и x = 0,02) центрами, находящимися  
на расстоянии ∆r = 2 слева и справа от центра  
наночастицы и имеющими заданные значения  

волнового числа k2  

 
Рис. 8. Спектральные зависимости от волнового 

числа k2 для энергии образования бинарных ЭФП  
с противоположными значениями амплитуд x  

(x = – 0,02 и x = 0,02) и центрами, находящимися  
на расстоянии ∆r = 2 слева и справа от центра  
наночастицы и имеющими заданные значения  

волнового числа k1 

 
Из рис. 7, 8 видно, что спектры энергии для 

k1 и k2 имеют качественно одинаковый вид.  
В области относительно малых значений вол-
новых чисел (k1 и k2 меньше 0,05) значения 
энергии бинарных флуктуаций близки к нулю, 
что связано с «частичным гашением» одиночных 
флуктуаций противоположных знаков, которые 
их образуют (рис. 9).  

 
Рис. 9. Радиальные профили двух ЭФП  

с противоположными значениями амплитуд x  
(x = – 0,02 и x = 0,02) и центрами, находящимися  

на расстоянии ∆r = 2 слева и справа от центра  
наночастицы и имеющими волновые числа k1 = k2 = 0,16,  

которые соответствуют практически нулевой  
энергии образования бинарных ЭФП 

Вне этой области энергии бинарных ЭФП с 
сильно различающимися волновыми числами 
k1 и k2 принимают достаточно большие значе-
ния, которые постепенно уменьшаются при их 
сближении, так что при k1 = k2 энергия доста-
точно мала, т. е. снова имеет место «частичное 
гашение» флуктуаций (рис. 10). 

 

 
Рис. 10. Радиальные профили двух ЭФП  

с противоположными значениями амплитуд x  
(x = – 0,02 и x = 0,02) и центрами, находящимися  

на расстоянии ∆r = 2 слева и справа от центра  
наночастицы и имеющими волновые 

числа k1 = k2 = 0,38, которые соответствуют практически 
нулевой энергии образования бинарных ЭФП 
 
На рис. 11, 12 представлены спектральные за-

висимости энергии образования бинарных ЭФП с 
расстоянием между их центрами r = 4 и одинако-
выми значениями амплитуд x в этих центрах.  
В данном случае происходит взаимное усиление 
флуктуаций (рис. 13, 14). В силу симметрии полей 
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таких флуктуаций их спектральные зависимости 
от k1 и k2 одинаковы, а энергия их образования мо-
нотонно уменьшается с возрастанием волновых 
чисел k1 и k2.  

 

 
Рис. 11. Спектральные зависимости от волнового 
числа k1 для энергии образования бинарных ЭФП  

с одинаковыми значениями амплитуд x = 0,02  
и центрами, находящимися на расстоянии ∆r = 2  

слева и справа от центра наночастицы и имеющими 
заданные значения волнового числа k2 

 
Рис. 12. Спектральные зависимости от волнового 
числа k2 для энергии образования бинарных ЭФП  

с одинаковыми значениями амплитуд x = 0,02  
и центрами, находящимися на расстоянии ∆r = 2 

слева и справа от центра наночастицы и имеющими 
заданные значения волнового числа k1 

 
Рис. 13. Радиальные профили двух ЭФП  

с одинаковыми значениями амплитуд x = 0,02  
и центрами, находящимися на расстоянии ∆r = 2 

слева и справа от центра наночастицы и имеющими 
волновые числа k1 = k2 = 0,16 

 

 
Рис. 14. Радиальные профили двух ЭФП  

с одинаковыми значениями амплитуд x = 0,02  
и центрами, находящимися на расстоянии ∆r = 2 

слева и справа от центра наночастицы и имеющими 
волновые числа k1 = k2 = 0,38 

 
Заключение. Выполненные в работе числен-

ные расчеты показали, что сформулированная ра-
нее идея о принципиальной возможности сокра-
щенного статистического описания флуктуаций 
поля плотности может быть практически реализо-
вана при исследовании вкладов тепловых флуктуа-
ций в термодинамические характеристики нанораз-
мерных систем, что, в принципе, невозможно сде-
лать известными из литературы методами. 
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