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СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ ТЕОРЕТИЧЕСКОГО  
И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАНИЙ ВОЗДУШНЫХ ПОТОКОВ  
В ШАХТЕ НАД ЭЛЕКТРОПОДОГРЕВАЕМЫМ ОДНОРЯДНЫМ ПУЧКОМ 

ОРЕБРЕННЫХ ТРУБ  
В работе экспериментально и теоретически изучены особенности свободно-конвективного дви-

жения воздуха в вытяжной шахте над однорядным пучком оребренных труб. Экспериментально опре-
делены зависимости температуры боковой стенки шахты от высоты над поверхностью нагрева. Полу-
ченные зависимости аппроксимируются прямой линией в численном моделировании на основе урав-
нений термогравитационной конвекции, учитывающих среднюю по сечению ненулевую скорость те-
чения воздуха в шахте. Экспериментально исследовано влияние застилающего материала (бумажный 
и алюминиевый листы) дна шахты на характер движения воздуха. Показано, что существенных отли-
чий от свободного прохода воздуха через пучок оребренных труб не наблюдается, так как процесс во 
всех случаях протекает для чисел Рэлея, значительно превосходящих критическое значение. Это свой-
ство используется для упрощения граничного условия в теоретической постановке задачи. На основе 
численного моделирования продемонстрировано, что стационарное состояние системы существует 
лишь для чисел Рэлея Ra < 40 000. При превышении данного значения реализуются квазипериодиче-
ские незатухающие колебания температуры и скорости в прямоугольной шахте. Показано, что с ро-
стом числа Пекле происходит стабилизация данных колебаний. 

Ключевые слова: свободная конвекция, вытяжная шахта, оребренная труба, приближение 
Обербека – Буссинеска, уравнение Навье – Стокса, числа Рэлея, Прандтля, Пекле. 

Для цитирования: Карлович Т. Б., Карлович А. О., Сухоцкий А. Б., Данильчик Е. С. Сравнение 
результатов теоретического и экспериментального исследований воздушных потоков в шахте на 
электроподогреваемым однорядным пучком оребренных труб // Труды БГТУ. Сер. 3, Физико-мате-
матические науки и информатика. 2023. № 2 (272). С. 27–33. DOI: 10.52065/2520-6141-2023-272-2-5. 

T. B. Karlovich, A. O. Karlovich, A. B. Sukhotskii, E. S. Danilchik 
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COMPARISON OF THE RESULTS OF THEORETICAL AND EXPERIMENTAL 
INVESTIGATIONS OF AIR FLOWS IN A SHAFT ABOVE AN ELECTRISITY 

HEATED ONE ROW BUNDLE OF FINNED PIPES 
In this paper, the features of free convective air movement in an exhaust shaft above a single row bundle 

of finned tubes are experimentally and theoretically studied. The dependences of the shaft side wall tempera-
ture on the height above the heating surface were experimentally determined. The obtained dependences are 
approximated by a straight-line in numerical modeling based on the equations of thermogravitational convec-
tion, which take into account the nonzero air flow velocity in a mine. The influence of the covering material 
(paper and aluminum sheets) of the shaft bottom on the nature of air movement was experimentally studied. It 
is shown that there are no significant differences from the free passage of air through a bundle of finned tubes, 
since the process in all cases proceeds for Rayleigh numbers that significantly exceed the critical value. This 
property is used to simplify the boundary condition in the theoretical formulation of the problem. On the basis 
of numerical simulation, it is shown that the stationary state of the system exists only for Rayleigh numbers Ra 
< 40000. When this value is exceeded, quasi-periodic undamped oscillations of temperature and velocity are 
realized. It is shown that as the Peclet number increases, these oscillations stabilize. 
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Введение. Сопоставление результатов моде-
лирования свободной конвекции в вытяжной 
шахте над однорядным оребренным пучком 
труб, подогреваемых за счет подведенной элек-
трической мощности, с экспериментом пред-
ставляет большой интерес для изучения квази-
периодических структур в их зарождении, фор-
мировании и эволюции. В работах [1–4] было 
показано, что конечная скорость течения воз-
духа в шахте оказывает существенное влияние 
на формирование конвективных структур и с ее 
ростом может происходить их разрушение и по-
вышение стабильности течения [4]. Однако 
поле скорости воздуха в вытяжной шахте не 
является однородной величиной. В местах 
просачивания воздуха между ребрами труб 
возникает эффект «суживающего сопла» и 
происходит значительное ускорение движения 
воздушных потоков, скорость которого вырав-
нивается по мере его продвижения в шахте к 
выходу. Если дно шахты застелить каким-либо 
материалом, то поток воздуха можно сделать 
более медленным и равномерным, что дает 
возможность детальнее изучить поведение 
воздушных масс и организацию квазиперио-
дических структур, сопровождающихся обрат-
ным заходом воздуха в шахту. При этом мате-
матическая модель, используемая для описа-
ния явления, соответствует модели, использу-
емой в работе [1], т. е. системе уравнений тер-
могравитационной конвекции в приближении 
Обербека – Буссинеска с учетом конечной ско-
рости течения воздуха внутри шахты в виде 
постоянной величины. 

Настоящая работа состоит из двух частей. В 
первой части рассматривается эксперимент, в 
котором исследуется распределение темпера-
туры по высоте стенки шахты в зависимости от 
подведенной мощности и материала, закрываю-
щего пучок оребренных труб. Во второй части 
статьи рассматривается соответствующая мате-
матическая модель в виде уравнения Навье – 
Стокса и уравнения теплопроводности, совмест-
ное решение которых позволяет определить 
поля скорости воздушных потоков и темпера-
туру воздуха внутри шахты.   

Основная часть. Экспериментальная уста-
новка представлена на рис. 1. Пучок оребренных 
труб 2 расположен внутри вытяжной прямо-
угольной шахты 1 с размерами основания b × c = 
= 38 × 31 см и высотой H = 52 см, выполненной 

из фанеры. Внутри каждой из шести оребренных 
труб однорядного пучка находится ТЭН, за счет 
которого происходит разогрев воздуха внутри 
шахты. Для фиксации направления воздушных 
потоков использована сетка из легких нитей на 
проволочном каркасе 5, которая легко переме-
щается по высоте шахты. 

 

 
Оребренная труба имеет следующие геометри-
ческие размеры: наружный диаметр d = 56 мм; 
диаметр трубы по основанию d0 = 26,8 мм; тол-
щина стенки δ = 2 мм; высота ребра h = 14,6 мм; 
шаг ребра s = 2,5 мм; средняя толщина ребра 
Δ = 0,5 мм; длина трубы lп = 330 мм. Поперечный 
шаг S1 равен 58 мм. Материал ребристой обо-
лочки – алюминиевый сплав АД1М, материал 
несущей трубы – углеродистая сталь.  

В боковую стенку шахты с равным шагом 
по высоте 60 мм и начальным отступом 40 мм 
от пучка оребренных труб вмонтированы 
8 медь-константановых термопар 4, заделан-
ных силиконовым герметиком, чтобы не обра-
зовывать выступов или неровностей на по-
верхности, которые могут внести дополнитель-
ные возмущения в движение воздуха (рис. 2).  
В качестве застилаемого материала использо-
ваны тонкая бумага (изолятор) и алюминие-
вый лист (проводник). Размер застилаемого 
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Рис. 1. Схема экспериментальной установки: 
1 – вытяжная шахта из фанеры; 2 – пучок 

оребренных труб; 3 – материал для перекрытия пучка 
труб; 4 – термопары; 5 – сетка из легких нитей 
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материала подобран таким образом, чтобы за-
зоры между стенкой шахты и материалом были 
минимальными. 

 

 
При нижнем подогреве шахты сначала про-

греваются застилаемый материал дна шахты и ее 
боковые деревянные стенки, а далее происходит 
разогрев воздуха внутри шахты. Температура 
воздуха над пучком труб – t1, температура воз-
духа на выходе – t2, температурный градиент – 
А = (t1 – t2) / H. Нормированное температурное 
распределение в зависимости от безразмерной 
высоты над оребренным пучком z = h / H, где h – 
высота над оребренными трубами (рис. 3). Сред-
няя температура окружающего воздуха t0 со-
ставляла 17,5 ºС.  

 

Из рис. 3 видно, что наибольший разогрев 
нижней части стенки шахты происходит при ис-
пользовании алюминиевого листа, наименьший – 
при свободном проходе воздуха через оребренный 
пучок. Температура боковой стенки на выходе из 
шахты, наоборот, максимальна при свободном 
проходе воздуха и минимальна при использова-
нии алюминиевого листа. Перекрытие пучка труб 
листом бумаги приводит к средним значениям 
температуры на входе и на выходе из шахты. За-
стилающий материал также способствует умень-
шению скорости воздушных потоков внутри 
шахты без изменения их характера движения.  

Таким образом, численное моделирование 
воздушных потоков в шахте может проводиться 
на основе более простого граничного условия 
(плоской границы) вместо сложного ограниче-
ния снизу в виде пучка оребренных труб.  

Характерные особенности движения воз-
духа в шахте (направление, амплитуда, перио-
дичность воздушных течений) фиксировались 
при помощи сетки из легких нитей, которые со-
вершали непрерывные колебания в разных 
направлениях. Подведенные мощности специ-
ально выбирались малыми (4,7 Вт и 10,1 Вт) по 
сравнению с мощностями, используемыми в ра-
боте [5] (90 Вт и 125 Вт), чтобы обнаружить из-
менения в характерных движениях воздуха. За-
метим, что даже такие малые мощности соответ-
ствуют числам Рэлея, значительно превышаю-
щим критическое число Рэлея Ra ~ 5300. 

В исследовании выяснилось, что никаких суще-
ственных отличий, кроме уменьшения амплитуды 
колебаний нитей, не обнаружено. Также не наблю-
далось какое-либо выраженное стационарное рас-
пределение воздушных потоков в объеме шахты.  

Для теоретической интерпретации поведе-
ния воздуха в шахте рассмотрим двумерную ма-
тематическую модель задачи в плоскости (x, z), 
предполагая, что конвективные структуры в 
виде валов располагаются в плоскости, перпен-
дикулярной более длинной стороне шахты. Гид-
родинамическая и тепловая модели для потоков 
воздуха, дополненные уравнением неразрывно-
сти для несжимаемой жидкости в приближении 
Обербека – Буссинеска, имеют вид [1] 
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где w = wx i + wz k – поле скоростей, м/c; τ – 
время; ρ0 – средняя плотность окружающего 
шахту воздуха, кг/м3; p – давление, отсчитываемое 
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Рис. 2. Вытяжная шахта: 
1 – деревянный каркас; 2 – тепловая изоляция; 
3 – термопары; 4 – дно шахты с застилаемым 

материалом над пучком оребренных труб 
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● – свободный проход воздуха через пучок; 
▼ – застилаемый материал – бумага;  

■ – застилаемый материал – алюминиевый лист  

Рис. 3. Графики зависимости температуры  
боковой стенки шахты от высоты над пучком: 

1 – подведенная мощность W = 4,7 Вт;  
2 – W = 10,1 Вт;  

0 
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от среднего значения атмосферного давления, 
Па; ν – кинематическая вязкость, м2/c; θ – темпе-
ратура, отсчитываемая от средней температуры 
t0 – окружающего воздуха, °С; g – ускорение 
свободного падения, м/c2; a – коэффициент тем-
пературопроводности, м2/c. ∇  – двумерный опе-
ратор набла 

 ;
x z

∂ ∂∇ = +
∂ ∂

i k   (2) 

Δ – двумерный оператор Лапласа 

 
2 2

2 2 .
x z

∂ ∂Δ = +
∂ ∂

  (3) 

В модели (1) предполагается, что неоднород-
ности плотности воздуха, вызывающие конвек-
цию, обусловлены в основном изменением тем-
пературы воздуха, а не изменением давления: 

 0( ) (1 ),ρ θ = ρ − βθ  (4) 

где β – коэффициент теплового расширения 
среды, °С–1.  

Введя безразмерные переменные (p', v, τ', t), 
нормированные на их характерные значения: 
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0
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и использовав числа Прандтля (Pr) и Рэлея (Ra): 
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получим следующую систему уравнений 
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Систему (7) удобно переписать через функ-
ции тока ψ и вихря φ, связанных с компонентами 
безразмерной скорости v формулами: 

 ; ; x z
x z

w ww w .
z x z x

∂ ∂∂ψ ∂ψ= = ϕ = − +
∂ ∂ ∂ ∂  

(8) 

Исходя из соотношений (8) связь между вих-
рем и током можно записать в виде уравнения 
Пуассона: 
 .Δψ = −ϕ  (9) 

Введение обозначений (8) хотя и повышает 
порядок производных в уравнениях (7), однако 
позволяет исключить из них поле давления p': 

 

1 Ra ,
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 (10) 

Граничные условия для системы (10) выби-
рались следующим образом: верхняя и нижняя 
границы считались свободными, на них гори-
зонтальная компонента скорости обращалась в 
ноль, а вертикальная равнялась v0. Безразмерная 
температура внизу шахты – максимальна и 
имеет значение 1, вверху шахты – минимальна и 
равна нулю. Боковые границы – твердые, на них 
все компоненты скорости обращаются в ноль. 
Температурное поле внутри боковой стенки 
шахты считается линейным, что осуществляется 
за счет аппроксимации экспериментальных кри-
вых на рис. 3 наклонными прямыми линиями. 
Тогда граничные условия имеют вид 
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  (11) 

где 0Pe w H a=  – число Пекле, характеризую-
щее скорость просачивания воздуха через гра-
ницу. 

Задача (10)–(11) решалась численно в пакете 
Matlab. Для этого все частные производные за-
менялись конечно-разностными выражениями 
на равномерной сетке для всех переменных: 
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(12) 

где h1 – шаг по горизонтальной оси; h2 – шаг 
по вертикальной оси; N – число узлов сетки, 
изменялось от 16 до 25; τ1 – шаг по времени. 
Число шагов по времени Nτ выбиралось таким 
образом, чтобы достичь стационарного состо-
яния воздушного потока (в случае его суще-
ствования) или режима установившихся коле-
баний (Nτ ~ 10 000). В результате система урав-
нений (10) с граничными условиями (11) для 
ее численного решения приобретает следую-
щий вид: 

( )

( ) ( )

1
1 1 1

1

1 1 1 1
1 2

Ra= +
2

1 1
Pr 4

n n n n n
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n n n n
i ,k i ,k i ,k i ,k

t t
h

h h

+
+ −

+ − + −


ϕ ϕ τ Δϕ + − −



− ψ − ψ ϕ − ϕ −
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n n n n
i ,k i ,k i ,k i ,k

n n n n
i ,k i ,k i ,k i ,k

n n
i ,k i ,k

t t t
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h h

t t
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+ − + −

+

+ +
+ − + −

+ +
+ − + −

+ +

− ψ − ψ ϕ − ϕ 
τ

Δ −

− ψ − ψ − −

− ψ − ψ − 

Δψ = −ϕ

 

Здесь двумерные лапласианы Δφi,k, Δti,k, Δψi,k 
для q = φ, ψ, t аппроксимировались формулой 

 
( )

( )

1 12
1

1 12
2

1 2

1 2

i ,k i ,k i ,k i ,k

i ,k i ,k i ,k

q q q q
h

q q q .
h

+ −

+ −

Δ = − + +

+ − +
 

 (14)
 

Частные производные в граничных усло-
виях (11) записывались с точностью до вто-
рого порядка малости [6] в виде зависимостей: 
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i Nn

i N

n
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t , h i
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,
h h

t t k N .

−

−

= ψ = − ⋅

= ψ = − ⋅

− ⋅ + ψ
ϕ =

− ⋅ + ψ
ϕ =

ϕ = − ψ ϕ = − ψ

= = −

   (15) 

Уравнение Пуассона для функции тока ψ в 
формуле (13) решалось методом Либмана. В 
качестве начального условия выбирался рав-
номерный нижний подогрев и линейное рас-
пределение температуры на боковой стенке. 
Рассматривался надкритический режим с чис-
лами Рэлея, превосходящими критическое 
число Рэлея. 

В ходе численного решения в пакете Matlab 
обнаружилось, что не для всех чисел Рэлея су-
ществует стационарное температурное распре- 
деление воздуха внутри шахты. Приблизительно 
со значения Ra ~ 35 000 для воздушных пото-
ков после первоначальных переходных про-
цессов и установившегося состояния (для чи-
сел Рэлея Ra ~ 35 000 – 45 000 длится не-
сколько секунд) наблюдается возникновение 
незатухающих квазипериодических синфаз-
ных колебаний полей температуры и функции 
тока. Подобное явление описано в работе [7], 
рассчитанное число Рэлея для появления неза-
тухающих колебаний в квадратной области со-
ставило Ra ~ 64 000.  

Также нами исследовалась зависимость ква-
зипериодических колебаний температуры от 
числа Пекле. Продемонстрировано, что с ростом 
числа Пекле происходит стабилизация распре-
деления температуры, однако с ростом числа Рэ-
лея процесс стабилизации замедляется. Напри-
мер, для числа Рэлея Ra = 40 000 и числа Pe = 2 
квазипериодические колебания прекращаются и 
реализуется стабильное состояние. Для числа 
Рэлея Ra = 106 колебания температуры суще-
ствуют в достаточно широком диапазоне чисел 
Пекле Pe ~ 0÷20. По мере роста числа Пекле пе-
риод колебаний возрастает, и для Pe = 20 наблю-
дается стабильное распределение.  

(13) 

0 0 
b / H 

x x 

b / H а 
 Рис. 4. Квазистационарные распределения безразмерного температурного поля 

в плоскости xz с числом Рэлея Ra = 106 для разных значений числа Пекле:  
а – Pe = 0, τ' = 0,19 с; б – Pe = 2, τ' = 0,16 с; в – Pe = 20, τ' = 0,10 с  

б 
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Типичные конфигурации температурного 
поля для различных чисел Пекле приведены на 
рис. 4. С ростом числа Пекле происходит замет-
ное расслоение температурного поля на мелкие 
и более устойчивые структуры (рис. 4, б, в).  
В стабильном состоянии для числа Pe  = 20, 
представленном на рис. 4 в, хорошо заметны два 
изотермических ядра в верхней и нижней части 
вытяжной шахты.  

Заключение. В работе экспериментально и 
численно исследованы процессы конвективной 
неустойчивости в вытяжной шахте над электро-
подогреваемым пучком оребренных труб. Пока-
зано, что температура боковой стенки шахты за-
висит от материала, который располагается над 
пучком оребренных труб и служит для более 

равномерного по сечению шахты нагрева воз-
духа. Продемонстрировано, что максимальная 
разница температур на входе и выходе из шахты 
имеет место при свободном проходе воздуха че-
рез оребренные трубы. При этом характер воз-
никающей конвективной неустойчивости воз-
душных потоков существенно не меняется. По-
казано, что внутри шахты может отсутствовать 
стационарное распределение температурного 
поля. В этом случае реализуются квазипериоди-
ческие незатухающие колебания. Продемон-
стрировано, что с ростом числа Пекле устойчи-
вость системы повышается, квазипериодиче-
ские колебания исчезают и возникает стабиль-
ное тепловое распределение внутри рассматри-
ваемой геометрической области. 
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