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Введение. Задача модального управления 
является одной из основных задач теории 
управления. Она хорошо изучена для систем 
без запаздывания. Для систем с запаздываю-
щим аргументом и систем нейтрального типа 
[1–10] решение задачи модального управления 
значительно сложнее. Это обусловлено тем, 
что пространство состояний таких систем, как 
правило, бесконечномерно. В данной работе 
решается задача модального управления для 
двумерной стационарной динамической си-
стемы с одним входом и двумя соизмеримыми 
запаздываниями. Получены регуляторы по 
принципу обратной связи, решающие задачу 
модального управления. 

Основная часть. Рассмотрим линейную 
стационарную систему с запаздывающим аргу-
ментом с одним входом и двумя соизмеримыми 
запаздываниями: 

 (1) 

где , 0, 1, 2jA j =  – постоянные (2×2)-матрицы; 
0h > – постоянное запаздывание; b  – постоянный 

2-вектор; u  – скалярное управление. Не ограничи-
вая общности, можно считать, что ( )0 1b′ =

(штрих ( )′⋅  означает транспонирование). 

Характеристическое уравнение разомкну-
той (с нулевым управлением) системы (1) 
имеет вид 

2
2 0 1 2det h hI A A e A e−λ − λ λ − − − ≡   

( )2 2
10 11 12

h he e−λ − λ≡ λ + α + α + α λ +  

 2 3 4
00 01 02 03 04 ,h h h he e e e−λ − λ − λ − λ+ α + α + α + α + α  (2) 

где .λ ∈   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 2 ,x t A x t A x t h A x t h bu t= + − + − +
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Присоединим к системе (1) регулятор вида 

( ) ( ) ( )0
1

L

j
j

u t q x t q x t jh
=

′ ′= + − +  

 ( ) ( )
0

2

,
h

g s x t s ds
−

′+ +  (3) 

где ,L∈  00,q  ijq  – 2-векторы; ( ) ,g s  [ ], 0s h∈ −  – 
непрерывная 2-вектор-функция. 

В частотной области регулятор (3) имеет вид 

 ( ) ( )0
1

,
L

jh
j

j
U q q e G−

=

′ ′λ = + + λ  (4) 

где ( )G λ  – целая функция, определяющая ин-
тегральную часть (3). 

Определение. Система (1) модально управля-
ема регулятором вида (3), если для наперед задан-
ных чисел , 0, 0, 1, 2, 3, 4;ij i jα = =  1, 0, 1, 2i j= =  
найдется такой регулятор, при котором характери-
стическое уравнение замкнутой системы (1), (3) 
будет иметь вид (ср. с (2)): 

( )2
2 0 1 2det h hI A A e A e bU−λ − λ λ − − − − λ ≡   

( )2 2
10 11 12

h he e−λ − λ≡ λ + α + α + α λ +    
2 3 4

00 01 02 03 04 .h h h he e e e−λ − λ − λ − λ+ α + α + α + α + α      

Пусть  

 2
1 10 11 12 ;m mμ = α + α + α    (5) 

 2 3 4
2 00 01 02 03 04 ,m m m mμ = α + α + α + α + α      (6) 

где , 0, 0, 1, 3, 4;ij i jα = =  1, 0, 1, 2i j= =  – про-
извольные числа. Тогда система (1), замкну-
тая регулятором, решающим задачу модаль-
ного управления, имеет следующее характе-
ристическое уравнение: 

 2
1 2 0.λ + μ λ + μ =  (7) 

Обозначим hm e−λ=  – оператор сдвига, 
( ) 2

0 1 2 .A m A A m A m= + +  Пусть матрица ( )A m  
имеет вид 

( ) ( ) ( )
2

0 1 0 1

21 22
,

a a m b b m m
m

a m a m
 + + +

=  
  

A  

где  

( ) 2
21 210 211 212 ;a m a a m a m= + +  

 ( ) 2
22 220 221 222 .a m a a m a m= + +  (8) 

Регулятор, решающий задачу модального 
управления, будем искать в виде 

 ( ) ( ) ( )1 2, , , .U m m mλ = η λ η λ    (9) 

В работе [10] показано, что если интеграль-
ные компоненты регулятора искать в виде 

0 ,m kc −
λ − ξ

 

где ,hk e−ξ=  то ξ  удовлетворяет уравнению 

 ( )2 2 2
1 1 0 0 0 1 0 1 12 0.b a a a b a a a bξ + − ξ + + − =  (10) 

Дискриминант уравнения (10) имеет вид 
2 2 2
1 1 1 04 .D a b a b= −  

В работе [10] рассмотрен случай, когда 0.D >  
Предположим теперь, что 0.D =  Пусть выпол-
нено условие 

 1 0.a ≠  (11) 

Тогда из равенства нулю определителя урав-
нения (10) следует, что 

2
1

0 .
4

bb =  

С учетом последнего условия будем считать, 
что матрица ( )A m  имеет вид 

( )
( ) ( )

2
21

0 1 1

21 22

.4
ba a m b m mA m

a m a m

 
+ + + =  

  

 

Регулятор ( ),U mλ  будем искать в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 21 2 22, , , .U m m a m m a mλ = η λ − η λ −    

Замкнутая таким регулятором система (1) будет 
иметь следующее характеристическое уравнение: 

( ) ( )

2
21

0 1 1

1 2

0,4
, ,

ba a m b m m

m m

+ − λ + +
=

η λ η λ − λ
 

или 

( ) ( )( )0 1 2 ,a a m m+ − λ η λ − λ −  

( )
2

21
1 1 , 0.

4
b b m m m

 
− + + η λ = 
 

 

Потребуем, чтобы левая часть последнего 
равенства была равна левой части равенства (7), 
и выразим оттуда ( )2 , .mη λ  Получим 
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( ) ( ( )2 2
2 1 1 1 1, 4 4 4m a m b b m mη λ = λ + η + + +  

 ) ( )( )0 1 2 0 14 4 4 4 .a a a m+ λ + μ λ + μ + − λ  (12) 

Согласно теореме Винера – Пэли, функция 
( )2 , mη λ  должна быть целой. Другими словами, 

при тех значениях ,λ  при которых знаменатель 
последней дроби равен нулю, ее числитель также 
должен быть равен нулю. Выразим m  из равен-
ства 0 1 0 :a a m+ − λ =  

0

1

am
a

λ −
=  

и подставим в числитель дроби (12), приравнен-
ный к нулю. Затем выразим из числителя 1η : 

( )( )
( ) ( )

0 0 1 2
1 2

1 0 02
1 2

1 1

4
.

4 4

a a

b a a
b

a a

− − λ + λ + μ λ + μ
η = −

− λ − λ
− +

 

Разложив последнюю дробь на простейшие 
дроби по переменной ,λ  получим 

( )2
1 1 1 0 12

1 1
1 1

0

2

2

a a b a
a a ba

− + + μ
η = − − −

λ − +
 

( )( )2 2 2 2
1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 2

2
1 1

0

4 4 4 2 4
.

4
2

a a b a a b a a a b

a ba

− + + − μ + μ
−

 λ− + 
 

 (13) 

Заметим, что 1 1
0 2

a baλ = −  является двукрат-

ным корнем уравнения (10). Введем обозначение 

 0 1 ,ha a e−ξδ = + − ξ  (14) 

где 1 1
0 .

2
a baξ = −  Пусть выполнено условие  

 0.δ ≠  (15) 

Чтобы 1η  в (13) удовлетворяла условиям 

теоремы Винера – Пэли, заменим в (13) 1
λ − ξ

 на 

( )0 11 a a mδ − + − λ
⋅ =

δ λ − ξ
 

0 1 0 1 11 1 ,a a k a a m a m k+ − ξ − − + λ −= ⋅ = − ⋅ +
δ λ − ξ δ λ − ξ δ

 

где .hk e−ξ=  Заменим 
( )2

1
λ − ξ

 на 

( )
( )

0 1
2

1 a a mδ − + − λ
⋅ =

δ λ − ξ

( )
0 1 0 1

2
1 a a k a a m+ − ξ − − + λ

= ⋅ =
δ λ − ξ

 

( )
( )

1
2

1 1a m k − −
 = ⋅ + =
 δ λ − ξλ − ξ 

 

( )
( )

( )11
2

1 1m k a kha kh − −−  = ⋅ − + ⋅ =
 δ λ − ξ δ λ − ξλ − ξ 

 

( )
( )

1
2

m ka kh −−  = ⋅ − +
 δ λ − ξλ − ξ 

 

( )1 11 1 .
a kh a m k−  −+ ⋅ − ⋅ + δ δ λ − ξ δ 

 

Проведя все необходимые преобразования,  
уравнение (13) перепишем в виде 

( )
( )

( 3 2 2
1 1 1 0 1 12

1

1, 4
2

m a b hk a a b hk
k b

η λ = − +
+

 

( )2 2 2
0 1 1 0 1 1 14 4 4a a hk a hk a a m a k+ + + μ − +  

( ) )2
1 2 0 1 0 0 1 24 8 4 4 4a hk a a k a a a m+ μ − − − + − μ +  

( )
( 3 2

1 12
1 1 10

1
2

2

m k a b hk
a b k ba

−+ ⋅ −
  +λ − + 
 

 

( )2 2
0 1 1 0 1 1 0 1 14 4 4a a b hk a a hk a hk a a m− + + + μ +  

2 2 2
1 1 1 1 1 2 0 14 4 8a b a b k a hk a a k+ + + μ − −  

( ) )2
0 0 1 1 2

1 1

14 4 4
2

a a a m
k a b

− − + μ − μ + ×
+

 

2
12

1 11 1 00 22

m k kh aa ba b aa

 
 

− × − ×   λ − + λ − +    

 

( )( )2 2 2
1 1 0 1 1 0 0 1 1 24 4 4 4 .a b a a b a a a m× − + + + μ + μ  (16) 

Подставим компоненту регулятора ( )1 , mη λ  
из (16) в (12) и, выполнив необходимые преоб-
разования, получим 

( )
( )

( 2
2 1 1 1 1 1 12

1

1, 4
2

m a b hk a b hkm
k b

η λ = − μ + μ +
+

 

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 0 14 4 4a hkm a b m a b km a k m a b+ μ + + + + +  

2 2
0 1 0 1 1 1 1 14 4 4 4 4a b k a k b k b m k+ + + μ − μ + μ −  

)
( )

2
1 2

1 11 0

14
2 2

2

m km a bk b a

−− μ − ⋅ ×
+ λ − +
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( 3 3 3 2 2 2 2
1 1 1 1 0 1 1 0 1 12 4 8a b hk a b hkm a a b hk a a b hkm× + − − −  

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 0 1 12 4 4a b hk a b hkm a a b hk− μ − μ + +  
2
0 1 0 1 1 1 0 1 18 4 8a a hkm a a b hk a a hkm+ + μ + μ +  

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 22 2 8 4a b k a b m a b hkm a b hk+ + + + μ +  

2 2
1 2 0 1 1 0 1 1 1 18 4 16 2a hkm a a b a a km a b+ μ + − + μ −  

2 2 2
1 1 0 1 0 0 0 1 18 8 8 8 8a km a b a k a m a b− μ − − − − μ −  

)0 1 0 1 1 2 2 28 8 8 8 8a k a m b k m− μ − μ − μ − μ − μ +  

( )
( )

1 1
2

1 1 11 1 00

2
4 2

22

a b mm k kh
a b k ba b aa

 
  +− + − ⋅ ×  +  λ − + λ − +    

 

( )2 2 2
1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 24 2 4 4 4 .a b a a b a b a a× − − μ + + μ + μ (17) 

Характеристическое уравнение системы (1), 
замкнутой регуляторами (16), (17), имеет вид 

2
1 2 0,λ + μ λ + μ =  

где 1 2,μ μ  определены в (5), (6), то есть регуля-
торы (16), (17) решают задачу модального управ-
ления для системы (1). Таким образом, справед-
лива теорема. 

Для того чтобы система (1) в случае кратных 
корней уравнения (1) и выполнения условия (11) 
была модально управляемой, необходимо и до-
статочно выполнения условия (15). При этом ре-
гулятор, решающий задачу модального управле-
ния, задается формулами (16), (17). 

При переходе от регуляторов в частотной об-
ласти к регуляторам вида (3) нужно следовать 
следующим правилам. 

1. Слагаемым вида i
jm x  соответствует 

( ).jx t ih−  

2. Слагаемым вида 1 jxμ  соответствует 

( ) ( ) ( )10 11 12 2 .j j jx t x t h x t hα + α − + α −    

3. Слагаемым вида 2 jxμ  соответствует 

( ) ( ) ( )00 01 02 2j j jx t x t h x t hα + α − + α − +    

( ) ( )03 043 4 .j jx t h x t h+ α − + α −   

4. Слагаемым вида j
m k x−
λ − ξ

 соответствует 

( ) ( ) ( ) ( )
0

,h s
j

h

H t s H h s e x t s ds− + ξ

−

+ + +  

где ( )H t – функция Хевисайда. 

5. Слагаемым вида 
( )2 j

m k kh x
 − −
 λ − ξλ − ξ 

 со-

ответствует 

( ) ( )( ) ( ) ( )
0

.h s
j

h

H t s H h s h s e x t s ds− +

−

+ + − − + ξ  

6. Слагаемым вида j
m km x−⋅
λ − ξ

 соответ-

ствует 

( ) ( ) ( ) ( )
0

.h s
j

h

H t s H h s e x t h s ds− + ξ

−

+ + − +  

7. Слагаемым вида 
( )2 j

m k khm x
 − ⋅ −
 λ − ξλ − ξ 

 

соответствует 

( ) ( )( ) ( ) ( )
0

.h s
j

h

H t s H h s h s e x t h s ds− +

−

+ + − − − + ξ  

Заключение. В статье получен способ 
нахождения регуляторов по принципу обратной 
связи, решающих задачу модального управле-
ния для двумерной системы запаздывающего 
типа с двумя соизмеримыми запаздываниями и 
одним входом в случае кратных корней уравне-
ния (10). Указаны дополнительные условия су-
ществования таких регуляторов. 
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