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Выполнен анализ методов описания дисперсного состава частиц дробления. Рассмотрено обоб-

щенное гамма-распределение. Данное распределение имеет широкое применение в статистических 
методах исследования физических процессов, дистанционном зондировании, теории надежности, при 
описании дисперсного состава частиц дробления. Исследованы его свойства и найдены числовые ха-
рактеристики. Методом наибольшего правдоподобия получены уравнения для статистической оценки 
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Введение. Многие процессы в различных 
отраслях промышленности происходят с дис-
персными системами. Это тепло- и массообмен, 
сепарация в аппаратах химической промышлен-
ности, процессы дробления промышленных ма-
териалов, изготовление вяжущих смесей и кра-
сок, сгорание горючих веществ, очистка выбро-
сов от опасных компонентов и т. д. 

Качественный анализ дисперсной системы 
позволяет повысить эффективность расчетов ис-
следуемых процессов. При этом необходимо 
знать распределение частиц по размерам δ и  

выразить основные характеристики дисперс-
ного состава среды. Такими характеристиками 
являются средние диаметры частиц: δ10 – сред-
ний диаметр; δ20 – средний квадратичный диа-
метр; δ30 – средний кубический диаметр; δ32 – 
средний кубический диаметр, взвешенный по 
удельной поверхности (средний диаметр За-
утера); δ31 – средний кубический диаметр, взве-
шенный по суммарной длине (средний диаметр 
Проберта) [1]. 

Если известна плотность распределения 
количества частиц по их размерам f(δ), то 
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средние значения могут быть выражены об-
щей формулой 

 ( ) ( )0 0
δ δ (δ) δ / δ (δ) δ .p q p q

pq f d f d
+∞ +∞− =    (1) 

Из (1) следуют соотношения: 

δ δ δ ;p l p lp q
pq pl pl

− −− =    ( ) 1
δ δ .p q q p

pq qp
−− −=  

Средние значения могут быть выражены че-
рез начальные моменты распределения случай-
ной величины δ: 

δ α / α .p q
pq p q

− =  

Доминирующее положение в теории вероят-
ностей и математической статистике занимает 
нормальный закон распределения непрерывной 
случайной величины. Разумовский предложил 
данным законом описывать распределение лога-
рифмов веса частиц золота в пробах [2]. Колмо-
горов теоретически обосновал логарифмически 
нормальный закон распределения объемов ча-
стиц дробления [3−5]: 

 
2

2
(ln δ ln δ )

2 ln σ1(δ) e ,
δ 2π lnσ

m

f
−

−
=  (2) 

где δm – медиана распределения объема; ln σ  – 
среднеквадратическое отклонение логарифмов 
диаметров частиц от их среднего диаметра. Ме-
диану элементов выборки допускается заменять 
средним выборочным значением этих элементов. 

Данный закон получен при условии, что ско-
рость дробления постоянна и требует эмпириче-
ского определения параметров. 

Из эмпирических распределений наиболее 
популярным является распределение Вейбулла − 
Гнеденко [4, 5] с функцией распределения 
массы частиц по их диаметрам: 

 δ(δ) 1 e
cbF −= − . (3) 

При двойном дифференцировании функции 
остатка  

δ(δ) e
cbR −=  

получается линейная зависимость, и параметры 
могут быть найдены без сложных вычислений [4]: 
графически или методом наименьших квадратов. 

В источниках [4, 6, 7] показано, что обобще-
нием многих аналитических форм для законов ста-
тистического распределения однокомпонентных 
случайных величин служит функция плотности 

 δ(δ) δ e ,
cm bf A −=  (4) 

имеющая степенно-показательный вид и содер-
жащая четыре параметра: A, m, b, с. 

Шифрин [8] описал свойства функции (4) и с 
ее помощью – распределение в облаках количе-
ства капель по их диаметрам. Лышевский [6], 
использовав формулу (4) для описания распре-
деления количества капель по их диаметрам при 
распыливании топлива дизельными форсунками, 
получил коэффициент А, моду распределения и 
формулу для средних значений. Авдеев [7] на 
основе зависимости (4) описывал распределение 
массы по диаметрам взвешенных твердых ча-
стиц. Им дан способ нахождения параметров рас-
пределения по трем специально выбранным 
опытным значениям. Этот способ не выясняет 
смысла параметров распределения и требует 
сложных вычислений. 

Широко применяемые законы распределения 
Колмогорова (2) и Вейбулла − Гнеденко (3) не 
дают достаточно точного распределения близких 
к нулю размеров частиц. Наиболее точны четы-
рехпараметрические формулы, но возникают 
определенные трудности при вычислении их 
параметров [4]. 

Распределение (4) рассмотрено в работе [9] 
и названо обобщенным гамма-распределением. 
Функцию плотности данного распределения 
удобно представить в виде 

 ( )
1

exp .
b cc x xf x

b
c

−     = −     θ θ      θΓ  
 

 (5) 

Данное распределение изучалось ранее и 
было переоткрыто позднее другими исследова-
телями [10]. 

Гамма−распределения более полутора столе-
тия используются при моделировании реальных 
процессов и явлений. Обобщенное гамма-распре-
деление применяется в теории надежности, при 
прогнозировании продолжительности лечения и 
затрат на медицинское обслуживание, в расчетах 
инженерных рисков и рисков катастроф (земле-
трясений и наводнений), при обработке изобра-
жений и дистанционном зондировании, в каче-
стве моделей распределения доходов [11]. 

Распределение (5) включает в себя большин-
ство известных законов. Его частными случаями 
являются: распределение Релея при b = 2 и с = 2; 
экспоненциальное распределение при b = 1 и c = 1; 
гамма-распределение при b > 1 и c = 1; распре-
деление Эрланга при b = k, c = 1 при k N∈ ; рас-
пределение Xи-квадрат при b = k / 2, c = 1, θ = 2 
при ;k N∈  распределение Xи при b = k, c = 2, 
θ = 2  при ;k N∈  распределение Накагами при 
b > 1 и c = 2; распределение Вейбулла при b = c 
и c > 0;  распределение Максвелла при b = 3, и с = 2; 
полунормальное распределение при b = 1 / 2, c = 2 
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и θ = 2 , а также их обратные  и масштабиро-
ванные аналоги [11, 12].  

Популярность рассматриваемого распределе-
ния обусловливается как гибкостью и многообра-
зием параметров, так и возможностью использо-
вать его в качестве адекватных асимптотических 
аппроксимаций во многих предельных схемах [13]. 

Обобщенное гамма-распределение удобно 
применять при описании дисперсного состава 
частиц дробления [14]. При этом сложной оста-
ется задача статистической оценки его парамет-
ров. Метод моментов [14] не выявляет свойств 
оценок и не гарантирует их единственность. Ав-
тор данной работы независимо от других авто-
ров определился с названием распределения (5), 
рассмотрел его свойства и предложил статисти-
ческую оценку параметров методом максималь-
ного правдоподобия [15]. 

Исследованию свойств и применению обоб-
щенного гамма-распределения посвящено боль-
шое количество работ [16]. Тем не менее и в насто-
ящее время актуальной остается задача статисти-
ческой оценки параметров обобщенного гамма-
распределения и исследование их свойств. 

Свойства обобщенного гамма-распреде-
ления. Рассмотрим обобщенное гамма-распре-
деление некоторой случайной величины ξ, за-
данное функцией плотности (5). 

Отметим, что параметр θ является парамет-
ром масштаба, а b и c есть параметры формы. 

Выполним переход к безразмерной случай-
ной величине η = ξ / θ и получим функцию плот-
ности:  

 ( ) ( )1 exp .b cc
f t t t

b
c

−= −
 θΓ  
 

 (6) 

Функция распределения непрерывной слу-
чайной величины η  

 ( ) ( )1

0

τ exp τ τ
t

b cc
F t d

b
c

−= −
 Γ  
 

  (7) 

сводится к неполной гамма-функции [17]. 
Если c > 0, то 

 ( ) 1 γ , ,cbF t t
b c
c

 =     Γ  
 

 (8) 

а при c < 0 

 ( ) 11 γ , .cbF t t
b c
c

 = −     Γ 
 

 (9) 

Если 1 0b
e
− > , то исследуемые распределе-

ния имеют следующую моду:  
1 1

mod mod mod
1 1η ; ξ θ η θ .

c cb b
c c
− −   = = =   

   
 (10) 

Для функции распределения мода будет точ-
кой перегиба. На рис. 1, 2 приведены графики 
функции плотности и функции распределения 
cлучайной величины η для различных значений 
параметров b и c. 

 

 
Рис. 1. Функция плотности распределения (6)  

случайной величины η: 
1 – 0 < b < 1, c > 0, или b < 0, c < 0;  
2 – b = 1, 0 < c ≤ 1; 3 – b = 1, c > 1; 
4 – 1 < b ≤ 2, c > 0; 5 – b > 2, c > 0 

 

 
Рис. 2. Функция распределения (7) случайной 

величины η: 
1 – 0 < b ≤ 1, c > 0 или b < 0, c < 0; 2 – b > 1, c > 0 

 
Теорема 1. Для распределения (5) при 0с >

существуют начальные моменты порядка ν, 
удовлетворяющего условию ν 0b + > , причем 
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 ( )ν
να η / ;b b

c c
+   = Γ Γ   

   
 (11) 

 ( ) ν
ν

να ξ θ / .b b
c c
+   = Γ Γ   

   
 (12) 

Действительно, 

( )
1

0

exp
b cс x xx dx

b
c

−+∞
ν

ν

     α ξ = − =    θ θ       θΓ  
 

  

1

0

exp
b cс x x dx

p
c

+ν−+∞ν  θ     = − =    θ θ       θΓ  
 

  

1

0

exp( ) .b v c

b
с ct t dt

b b
c c

+∞ν
+ − ν

+ ν Γ  θ  = − = θ
   Γ Γ   
   

  

Начальные моменты распределения позво-
ляют вычислить все его числовые характеристики. 

Математическое ожидание 

( )1
1(ξ) θα η θ / .b bM

c c
+   = = Γ Γ   

   
 

Дисперсия 

( )2 2 2
2 2 1(ξ) θ μ η θ (α (η) α (η))D = = − =  

2
2 2 1=θ / /b b b b

c c c c

  + +        Γ Γ − Γ Γ =                  
 

2

2

2

2 1

θ .

b b b
c c c

b
c

+ +     Γ ⋅ Γ − Γ     
     =

 Γ  
 

 

Среднеквадратическое отклонение 

σ(ξ) (ξ).D=  
Ассиметрия 

( )
( )

3
3 3 1 2 1
3 3/22

2 1

μ η α (η)-3α (η)α (η)+α (η)
(ξ) (η) = .

σ (η) α (η)-α (η)
A A= =  

Эксцесс 

( )4
4

μ η
(ξ) (ξ) 3

σ (η)
E E= = − =  

( )
1 1
2 4

4 1 3 2
22

2 1

α (η) 4α (η)α (η) 6α (η)α (η) α (η)
3.

α (η) α (η)

− + −
= −

−
 

Теорема 2. Распределение (5) имеет харак-
теристическую функцию: 

( ) ( )
0

1ζ ζ .
!

k

k

b k
c i

b k
c

∞

=

+ Γ  
 ϕ = θ

 Γ  
 

  

Доказательство. 
Найдем характеристическую функцию рас-

пределения случайной величины ξ. 

φ(ς) exp( ς ) ( )i x f x dx
+∞

−∞

= =  

( )1

0

exp( ςθ ) exp .b cc
i t t t dt

b
c

+∞
−= −

 Γ  
 

  

Выполним замену tc = y и, разлагая функ-
цию exp( ςθ )i t  в ряд, находим: 

( )

1

1

00

1 exp( )
!

k

c
b
c

ђ

i y

y y dy
b k
c

+∞ ∞ −

=

 
ζθ  

 ϕ ζ = − =
 Γ  
 

  

( )
1

0 0

1 exp( )
!

b k
k c

k

i
y y dy

b k
c

+
−

+∞+∞

=

ζθ
= − =

 Γ  
 

   

0

1 ( ) .
!

k

k

b k
c i

b k
c

+∞

=

+ Γ  
 = ζθ

 Γ  
 

  

Статистическая оценка параметров. Ста-
тистическая оценка параметров распределения 
может быть выполнена методом моментов, при 
котором параметры распределения находятся 
из условия равенства теоретических и стати-
стических моментов. Метод моментов требует 
решения достаточно сложной системы уравне-
ний, а также проверки соответствия полученной 
функции статистическим данным с помощью 
критериев согласия и не гарантирует единствен-
ности решения. 

Выполним статистическую оценку парамет-
ров распределения случайной величины, задан-
ной функцией плотности (5), методом наиболь-
шего правдоподобия [18]. 

Пусть имеется некоторая выборка X =  
1 2( , , ..., )nx x x=  генеральной совокупности слу-

чайной величины ξ, у которой есть функция 
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плотности распределения (5). Рассмотрим функ-
цию правдоподобия 

 
1

1
exp .

θ θθ

b cn
i i

i

c x xL
b
c

−

=

      = −           Γ 
 

∏  (13) 

Прологарифмировав данную функцию, по-
лучим функцию 

( )
1

ln ln 1 ln
cn

i i
n

i

с x xbL LnL b
c=

   = = − Γ + − − =    θ θ θ     


( )
1 1

1 1ln ln 1 ln
cn n

i i

i i

с x xbn b
c n n= =

   = − Γ + − −    θ θ θ     
   

и найдем ее частные производные: 

 
1

;
θ θ θ θ

cn
n i

i

L xnb c
=

∂  = − +  ∂  
  (14) 

 
1

ψ ln ;
θ

n
n i

i

L xn b
b c c =

∂  = − + ∂  
  (15) 

 2
1

ψ ln .
θ θ

cn
n i i

i

L x xn nb b
c c cc =

∂   = + −   ∂    
  (16) 

Применим необходимое условие экстре-
мума функции многих переменных, прирав-
няем найденные частные производные к нулю 
и получим уравнения правдоподобия для опре-
деления статистических оценок параметров 
распределения: 

 
1

0;
θ

cn
i

i

xcb
n =

 − = 
 

  (17) 

 
1

ψ ln 0;
θ

n
i

i

xb c
c n =

  − = 
 

  (18) 

 2
1

1 1ψ ln 0.
θ θ

cn
i i

i

x xb b
c c nc =

  + − =      
  (19) 

Решение уравнений (17)−(19) дает статисти-
ческую оценку параметров исследуемого рас-
пределения (5). 

Оценка наибольшего правдоподобия для па-
раметра масштаба θ  выражается в явном виде 
при известных b и c: 

 
1

1
θ .

n cc
i

i

c x
nb =

 
=  
 

  (20) 

Условия существования и свойства стати-
стических оценок определяются выполнением 
условий регулярности [19], основным из кото-
рых является знакоположительность матрицы 
информации Фишера для параметров b и c: 

 

2 2

2

2 2

2

( , ) .

n n

n
n n

L L
b cbI b c E

L L
c b c

 ∂ ∂
 ∂ ∂∂ = −
 ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

 (21) 

Вычислим производные второго порядка 
прологарифмированной функции правдоподо-
бия Ln, обозначим b / c = k и получим: 

( )
2

2 2 2ψ ψ ;nL n b n k
cb c c

∂  ′ ′= − = − ∂  
 

( )
2

2 3 2ψ ψ [ψ( ) ψ ];nL n b nb b n k k k
b c c cc c c

∂    ′ ′= + = +   ∂ ∂    
 

( )
2

2 [ψ( ) ψ ];nL n k k k
b c c

∂ ′= +
∂ ∂

 

2 2
2

2 2 3 4
1

2 ψ ψ ln
θ θ

cn
n i i

i

L x xn nb b nb b
c cc c c c =

∂     ′= − − − − =     ∂      


( ) ( )
2

2
2 2 2

1

2 ψ ψ ln .
θ θ

cn
i i

i

x xn nk nkk k
c c c =

 ′= − − − −  
 

  

Математическое ожидание величин, не зави-
сящих от переменных xi, равно этим величинам. 
Оценки максимального правдоподобия удовле-
творяют условиям регулярности. При этих усло-
виях элементы матрицы информации Фишера 
равны для независимых случайных величин. 

2 2

1
ln ln

θ θ θ θ

c cn
i i

i

x x x xE nE
=

      = =              
  

1
2

0

ln exp
θ θ θ θ θ

c p cnc x x x x xd
b
c

−+∞           = − =                     Γ 
 



( ) { }1 2

0

ln expc b c cnc t t t dt t z
k

+∞
+ −= − = = =

Γ   

( ) ( ) ( )
2

2
2

0

( 1)ln expkn n kz z z dt
k k b

+∞ ∂ Γ += − = =
Γ Γ ∂  

( ) ( )2 2
( 1) ( 1)

1
n k nk k

c k c k
′′ ′′Γ + Γ += = =
Γ Γ +

 

2
2 [ ( 1) ( 1)].nk k k

c
′= ψ + + ψ +  

( )
( )2

ψ ( ) [ψ( ) ψ ]
( , ) ,

[ψ( ) ψ ]n
k k k knI k c

k k k Dc
′ ′ − + 

=  ′− + 
 

где  

D = 1 + 2kψ(k) + k2ψ'(k) + k[ψ'(k + 1)+ ψ2(k + 1)]. 
Рассмотрим матрицу  

( )
( )

ψ ( ) [ψ( ) ψ ]
( ) .

[ψ( ) ψ ]
k k k k

I k
k k k D

′ ′ − + 
=  ′− + 

 (22) 
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Логарифмическая производная ψ( )k гамма-функ-
ции монотонно возрастает, непрерывна на ин-
тервале (0, +∞) и принимает значения в пределах 
(−∞, +∞) [17]. Поэтому ψ ( )k′ принимает положи-
тельные значения на интервале (0, +∞). 

Определитель матрицы (22) в общем виде 

 2det ( ) ( ) [ ( ) ( )] .I k k D k k k′ ′= ψ − ψ + ψ  (23) 

График значений определителя матрицы (23), по-
лученный численными методами (рис. 3), пока-
зывает, что он принимает положительные значе-
ния при k > 0. 
Матрица (22) будет знакоположительной. 
Матрица информации Фишера ( , )nI k c  отлича-
ется от матрицы (22) на положительный множи-
тель и также будет знакоположительной. 

Решение уравнений (17)−(19) дает статистиче-
скую оценку параметров распределения (5), для ко-
торых будут выполнятся условия регулярности [19].  

 

 
Рис. 3. График значений определителя  

матрицы (22) 
 

Данные оценки являются состоятельными, 
асимптотически несмещенными, эффективными, 
асимптотически нормальными и ассимптотиче-
ски эффективными [19]. При условии эффектив-
ности оценок система (17)−(19) имеет един-
ственное решение [18]. 

Применение обобщенного гамма-распре-
деления к описанию частиц дробления. Если 
предположить, что плотность распределения ко-
личества частиц от их диаметра описывается за-
висимостью (5), тогда плотность распределения 
величины порядка ξk [4] 

( )
1

( ) exp .
θ θ

b k c
k

k k k
x xf x A x f x A

+ −      = = −    
     

 

Коэффициент Ak находим их условия нор-
мирования  

( )
0

1kf x dx
+∞

=  

и получим 

( )
1

exp .
b k c

k
c x xf x
b k

c

+ −      = −    + θ θ       θΓ  
 

  (24) 

Последняя зависимость описывает плот-
ность распределения количества (к = 0), разме-
ров (к = 1), поверхностей (к = 2) и объемов (к = 3) 
частиц дробления. 

Рассмотрим распределение частиц дробления 
топлива дизельными форсунками [6] (таблица). 

 
Характеристики распыливания топлива 

№ 
группы 

Размер капель 
в группе, мкм 

Средний 
размер δi, 

мкм 

Количе-
ство ка-

пель 
ni 

ni δi·10−4 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 

8,33−16,66 
16,66−25,00 
25,00−33,33 
33,33−41,66 
41,66−50,00 
50,00−58,33 
58,33−66,66 
66,66−75,00 
75,00−83,33 
83,33−91,66 

91,66−100,00 
100,00−108,33 
108,33−116,66 

12,5 
20,8 
29,1 
37,5 
45,8 
54,1 
62,5 
70,8 
79,1 
87,5 
95,8 
104,1 
112,5 

690 
889 
985 
846 
624 
412 
324 
210 
110 
47 
27 
16 
3 

0,863 
1,849 
2,866 
3,172 
2,858 
2,229 
2,025 
1,487 
0,87 

0,411 
0,259 
0,167 
0,034 

Сумма  812,1 5183 19,09 
 
Данную выборку опишем различными зако-

нами распределения. 
Вычислим параметры логарифмически нор-

мального закона распределения [2]. Логарифм 
среднего значения элементов выборки и средне-
квадратическое отклонение логарифмов элемен-
тов выборки от среднего значения их логариф-
мов: ln δ =3,472; ln σ = 0,533.  

Распределение Вейбула – Гнеденко [5] пред-
ставим в виде 

δ
θ(δ) 1 e .

c

F
 − 
 = −  

За параметр масштаба примем среднее вы-
борочное значение: 

1

1θ = δ .
n

i i
i

n
n =
  

Для данной выборки получим θ=36,831.  
Параметр с = 1,557 находим методом наи-

большего правдоподобия по формулам (18), (19), 
при условии b = c.  
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Для обобщенного гамма-распределения за 
параметр масштаба примем средне выборочное 
значение θ = 36,831.  Методом наибольшего 
правдоподобия по формулам (18), (19) находим 
значения параметров: = 2,304b и =1,874.c  

Полученные значения параметров позволяют 
сравнить функции распределения различных за-
конов (рис. 4). 

 

 
Рис. 4. Функции распределения дисперсного  

состава топлива: 
1 – Вейбулла − Гнеденко;  

2 – обобщенное Гамма-распределение; 
3 – логарифмически нормальный закон 

Рассматриваемые законы распределения 
(рис. 4) достаточно точно описывают исследуе-
мую выборку (таблица). 

Обобщенное гамма-распределение является 
наиболее удобным в силу своей универсально-
сти. Находим основные характеристики этого 
распределения: математическое ожидание –
37,291; дисперсия – 344,025; ассиметрия – 0,636; 
эксцесс – 0,308. 

По формуле (24) могут быть найдены плот-
ности распределения размеров, поверхностей, 
объемов и их средние характеристики (1). 

Заключение. Обобщенное гамма-распреде-
ление имеет широкую область применения в 
силу своей универсальности. Но его использова-
ние ограничивалось отсутствием способов до-
стоверной оценки параметров на основании ста-
тистических данных. 

Предложенный метод наибольшего правдо-
подобия, полученные уравнения (17)−(19), зна-
коположительность матрицы информации Фи-
шера позволяют получить состоятельные, ас-
симптотически эффективные статистические 
оценки параметров распределения, что доказы-
вают их единственность. 

Данное распределение даст возможность 
находить все характеристики, необходимые 
для исследования различных физических про-
цессов. 
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