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Введение. Данная работа продолжает об-
суждение темы дробного интегродифференци-
рования периодических функций (см. [1]). 

Существует множество различных (и неэкви-
валентных) определений дробных производных 
(Римана ‒ Лиувилля, Адамара, Грюнвальда ‒ Лет-
никова, Вейля, Капуто ‒ Герасимова и других, см., 
например, [2], [3], [4]). Поэтому, в зависимости от ре-
шаемой проблемы, возникает вопрос выбора наибо-
лее подходящей по определенным критериям кон-
струкции дробного интеграла (или производной). 

Основная часть. Для периодических функций 
в теории тригонометрических рядов наиболее под-
ходящим выбором видится конструкция Г. Вейля, 
так как при таком подходе к производным и инте-
гралам нецелого порядка сохраняется важнейшее 
свойство таких функций – их периодичность.  

Пусть ( )x t  является 2π-периодической функ-
цией с нулевым средним значением по периоду 
2

0

( ) 0x t dt
π

= . Другими словами, функция ( )x t  

может быть разложена в ряд Фурье. С учетом 
свойств свертки Фурье определение интеграла 
дробного порядка в форме Вейля для периодиче-
ских функций выглядит следующим образом: 

( )
2

( ) ( )

0

1 ( ) ( ) , 0,
2

I x t x t s s ds
π

α α
± ±= − Ψ α >

π   

где  

( ) cos( / 2)( ) 2
k

ktt
k

∞
α

± α
=−∞

απΨ =   . 

Дробная производная по Вейлю при 0 1< α <  
определяется равенством 

 ( ) (1 )dD x I x
dt

α −α
± ±= ± . (1) 

При этом производные и интегралы дроб-
ного порядка в форме Вейля не являются вза-
имно обратными и в общем случае не обладают 
полугрупповым свойством. 

Этими «хорошими» свойствами обладает 
другая форма интегралов и производных в виде 
Римана ‒ Лиувилля. Для дробных интегралов в 
форме Римана ‒ Лиувилля выполняется, в част-
ности, полугрупповое свойство (а в определен-
ных функциональных пространствах и при чи-
сто комплексном порядке интегрирования опе-
раторы дробного интегродифференцирования 
Римана ‒ Лиувилля даже образуют однопара-
метрическую сильно непрерывную в оператор-
ной топологии группу (см. [5])). Для лиувилле-
вой формы дробных производных выполня-
ется также замечательное свойство равенства 
с «обычной» производной при целых значениях 

порядка интегрирования и другие, позволяющие 
использовать эту конструкцию при решении 
многих сложных прикладных задач физики, био-
логии, теории управления и т. д. (см. [2], [3], [4]), 
которые невозможно решить средствами обыч-
ного интегродифференцирования. 

Интеграл и производная дробного порядка 
Римана – Лиувилля для 0 1< α < определяется 
равенствами (см. [2]): 

1
( )1( )

( ) ( )

t x s dsI x t
t s

α
−α

−∞

= .
Γ α −  

 
( )1( ) ,

(1 ) ( )

t x s dsdD x t
dt t s

α
α

−∞

 
=   Γ − α − 

  (2) 

где Г – гамма-функция Эйлера; α – порядок ин-
тегрирования (дифференцирования), а интеграл 
понимается как условно сходящийся: 

1 1
2

( ) ( )lim .
( ) ( )

t t

n
t n

x s ds x s ds
t s t s−α −α→∞

−∞ − π

=
− −   

Сходимость интеграла для периодических 
функций следует из равенства нулю в среднем 
по периоду. 

Но есть у дробных производных Римана – 
Лиувилля особенность – неравенство нулю от 
константы при нецелых порядках дифференци-
рования. Этого «недостатка» лишена производ-
ная в форме Маршо, определяемой следующим 
равенством:  

 ( )α
+ 1

0

( ) ( ) .
(1 )

x t x t sD x t ds
s

∞

+α

− −α=
Γ − α   (3) 

Существует еще один подход к дробному ин-
тегродифференцированию – разностный. Этот 
подход предложенный еще А. Грюнвальдом и  
А. В. Летниковым в 1867–1868 гг. (см [3]), при-
влекателен с точки зрения удобства в прибли-
женных вычислениях.  

Еще одним преимуществом разностного под-
хода к определению дробных производных явля-
ется также относительная простота вычислений. 
Так, вычислить дробную производную Римана ‒
Лиувилля, Вейля или Маршо очень непросто 
даже для простых тригонометрических функций 
типа синус, не говоря уже о комбинации. Более 
того, конкретные численные значения таких про-
изводных все равно оказываются вычисленными 
приближенно из-за представления точных реше-
ний через специальные функции. 

Разностный подход широко известен в реше-
нии дифференциальных уравнений целых по-
рядков, однако теперь нужно определять конеч-
ные разности дробного порядка (см. [2]). 

Для функции ( )x t , заданной на всей прямой, 
положим  
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 ,k
h k

k
x t x t kh

∞
α α

=
Δ = − −  0,α >  (4) 

где ( ) ( ) ( )
( ) ( )

11
1 1

k k
k k

−− αΓ − αα =
Γ − α Γ +

 – биномиальные 

коэффициенты; Г – гамма-функция Эйлера; α – 
порядок интегрирования (дифференцирования). 

Разность (4) называют левосторонней, если 
0h > , и правосторонней, если 0h < . Заметим, 

что разность (4) не определена при 0α < . 
Дробной производной Грюнвальда ‒ Летни-

кова функции ( )x t  порядка α называют функцию 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

lim , 0,
h

h

x t
x t

h

α
α

α→+

Δ
= α >  (5) 

где предел может рассматриваться в зависимо-
сти от изучаемых вопросов поточечный, почти 
всюду или по норме пространства (в этом случае 
речь идет о сильной производной).  

Симметрично вводится также дробное диф-
ференцирование при 0 1< α <  в форме Грюн-
вальда – Летникова ‒ Рисса (так как для 2π-пе-
риодических функций совпадает с операцией, 
обратной риссову потенциалу): 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0

1 lim ,
2 cos / 2

h h

h

x t x t
t

h
x

α α
−α

α→+

Δ + Δ
=

απ
 

0.α >  (6) 

Производная Грюнвальда ‒ Летникова совпа-
дает с производной Маршо (см. [2]) для 2π-пе-
риодических функций из ( )0, 2 ,1pL pπ < < ∞ . 
Также для того же функционального класса до-
казано совпадение вейлевской и лиувиллевской 
производных дробного порядка. 

Обобщая вышесказанное, а также обращаясь 
к [2] и [3], приходим к выводу, что производная в 
форме Грюнвальда ‒ Летникова совпадает для  
2π-периодических с нулевым средним значе-
нием по периоду, заданных на всей прямой функ-
ций из ( )0, 2 ,1pL pπ < < ∞  также с лиувиллев-
ской производной дробного порядка. Вначале 
рассмотрим случай для порядка дифференциро-
вания 0 1< α <  . Для нецелых порядков 1α >  по-
надобятся некоторые дополнительные условия. 

Для указанного класса функций выполня-
ется следующая теорема.  

Пусть ( )x t  – 2π-периодическая функ-
ция с нулевым средним значением по пери-
оду, ( ) ( )0, 2 ,px t L∈ π 1 p< < ∞ , 0 1< α < . То-
гда следующие утверждения эквивалентны:  

1) для ( )x t  существует дробная производ-
ная порядка α  Грюнвальда ‒ Летникова (5); 

2) для ( )x t  существует дробная производ-
ная Вейля (1) порядка α; 

3) для ( )x t  существует дробная производ-
ная Маршо (3) порядка α; 

4) для ( )x t  существует дробная производная 
Римана ‒ Лиувилля (2) порядка α  по всей прямой. 

И все эти производные равны между собой 
в каждой точке, т. е. 

( ) ( ) ( ) ( )
0

2
(1 )

0

1
0

1lim
2

( ) ( )

( ) ( )
(1 )

h

h

x t dx t
dth

x t s s ds

x t x t s ds
s

α
α

α→+
π

−α
±

∞

+α

Δ  = = ± × π  

× − Ψ =

− −α= =
Γ − α





 

( )1 , 0 1,
(1 ) ( )

t x s dsd
dt t s α

−∞

 = < α < Γ − α −  
 

где ( ) cos( / 2)( ) 2
k

ktt
k

∞
α

± α
=−∞

απΨ =   , а интеграл 

понимается как условно сходящийся: 

1 1
2

( ) ( )lim
( ) ( )

t t

n
t n

x s ds x s ds
t s t s−α −α→∞

−∞ − π

=
− −  . 

Эквивалентность 4) 2)⇔  прямо следует 
из леммы 19.3 (см. [2]), доказанной для 

( ) ( )1 0, 2x t L∈ π , так как для лебеговых про-
странств известно вложение 

1 , q pp q L L≤ ≤ ≤ ∞  ⊂ . 
Эквивалентность 3) 2)⇔  следует из при-

надлежности ( ) ,px t Hλ∈ λ > α (а эта принадлеж-

ность, очевидно, следует из условия 
2

0

( ) 0x t dt
π

= ). 

Эквивалентность 1) 3)⇔  для 2π –периоди-
ческих функций доказана в [2, теорема 20.2] 

Таким образом, для определенных классов 
функций можно в некотором смысле произвольно 
выбирать форму дробного интегрирования, в зави-
симости от задачи и предпочтений исполнителя. 

Заметим, что все вышесказанное выполня-
ется для периодической функции со средним 

значением по периоду 
2

0

( )x t dt a
π

= , не равным 

нулю, после линейной замены s t a= − , а также 
длиной периода, не обязательно равной 2π. 

Представляет интерес расширение получен-
ных утверждений на почти периодические функ-
ции ввиду широкого применения такого класса 
функций в прикладных дифференциальных 
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уравнениях с почти периодическими коэффици-
ентами, а также на функции с нулевым пределом 
Банаха ‒ Мазура.  

Заключение. Рассмотрены различные опре-
деления операций дробного дифференцирова- 

ния и интегрирования, указаны различия опре-
делений. Сформулирована и доказана теорема 
об эквивалентности этих определений на классе 
периодических функций, суммируемых с p -й сте-
пенью (1 ).p< < ∞    
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