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НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИИ ДОРОЖНЫХ ОДЕЖД 
С УЧЕТОМ ИХ РЕОЛОГИЧЕСКИХ СВОЙСТВ

В настоящее время большое внимание уделяется теоретическим и эк­
спериментальным исследованиям работы дорожных одежд под влиянием 
действующих на них нагрузок и других факторов.

Более 30 лет назад коллективом ученых под руководством проф. 
Н. Н. Иванова был разработан метод расчета нежестких дорожных 
одежд (метод СоюзДорНИИ), который получил широкое применение в 
нашей стране и за рубежом.

Дальнейшие исследования в этой области привели к существенному 
усовершенствованию методики расчета [U  в основу которой положены 
три критерия: упругий прогиб (модуль упругости) одежды, сопротивле­
ние сдвигу, сопротивление растяжению при изгибе [2, 3].

Все методы расчета исходят из того, что дорожные конструкции ра­
ботают в упругой стадии. В этом случае для определения напряжений и 
деформаций, входящих в критерии прочности дорожных одежд, могут 
быть использованы законы теории упругости, в частности, решения зада­
чи о напряжениях и деформациях упругих слоистых систем под действи­
ем ассимметричной нагрузки [1].

Однако часто дорожные одежды в результате реологических свойств 
грунта [5] работают фактически в упруго-вязкой или в упруго-вязко- 
пластнческой стадии. И хотя деформации при работе в упруго-вязкой 
стадии очень малы и практически полностью обратимы, они развивают­
ся и исчезают не мгновенно с приложением и снятием нагрузки, а за ка­
кой-то промежуток времени, поэтому в данном случае при определении 
напряжений и деформаций должны быть использованы законы вязкоуп­
ругости. При работе дорожных конструкций в упруго-вязко-пластиче­
ской стадии под действием нагрузок наряду с обратимыми возникают и 
остаточные деформации, обусловленные пластическими смещениями. 
Для описания напряженно-деформационного состояния при этом необ­
ходимо привлекать уже законы деформирования упруго-вязко-пластиче­
ских сред.

Следует отметить, что если теория упругих слоистых систем разрабо­
тана в такой мере, что ею можно с успехом пользоваться для решения 
практических задач [1], то теория упруго-вязких и упруго-вязко-пласти- 
ческих слоистых систем только начинает развиваться.

Нами проводятся исследования напряжений и деформаций слоистых 
систем, работающих в упруго-вязкой стадии. Статическая сторона 
рассматриваемой при этом модели, как и в случае упругого полупрост­
ранства, будет выражаться уравнениями Навье, которые справедливы 
для любого сплошного тела. Геометрически она согласуется с теорией 
упругости, и поэтому ее сущность может характеризоваться уравнениями 
Коши, которые тоже справедливы для любого непрерывного тела незави­
симо от его физической природы [4].

Что же касается физической стороны задачи, то она зависит от зако­
на деформирования рассматриваемого тела. При работе дорожных кон-
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струкций в упруго-вязкой стадии основные физические уравнения, свя­
зывающие напряжения и деформации, должны содержать фактор вре­
мени. Наиболее общей теорией, описывающей упруго-вязкие свойства 
материалов, является теория наследственности Больцмана — Вольтерра. 
Опытами С. Р. Месчяна и других [5] подтверждено положение В. А. Фло­
рина о том, что деформируемость грунтов вполне можно описать линей­
ной теорией наследственной ползучести. Согласно этой теории, деформа­
ция при заданных напряжениях записывается следующим образом:

*=4-+4-j  W—' ) ' ( ■ ' ) < * о)
где <з— напряжение; е— деформация; Е — модуль упругости; K ( t — 
— т) — функция влияния напряжений (ядро ползучести).

Как показано в работе [5], ядро ползучести для грунтов может быть 
принято в виде экспоненты

K { t - z )  =  Le~w^\ (2)
где L и Р— параметры, определяемые опытным путем.

С учетом (2) уравнение (1) перепишется так:

• =  -£- +  - ^ [ £ е - р(' “ ' >‘=М‘^ .  (3)
О

Если положить

L Е - Н  
Еп '

Н
Еп (4)

то от уравнения (3) можно перейти к дифференциальному уравнению мо­
дели стандартного вязко-упругого тела:

а +  П а =  Не +  Еп е, (5)

где Е, Н — мгновенный и длительный модули упругости; п — время ре­
лаксации; точкой обозначено дифференцирование по времени.

Если принять коэффициент Пуассона р. не зависящим от времени и 
учесть, что для упруго-вязких тел соблюдается принцип суперпозиции 
Больцмана, то деформации по трем направлениям, согласно (3), можно 
записать следующим образом:

е* =  К  — И +  °е)] +  4 "  f К  -  I* (°r +  °0)] cL т,
о

ег =  х  1°г —  Р- (°в +  3*)1 +  —  Р (°е +  О ]  L e  р(< т) dо

£0 = ~7Г  ̂ + °')1 + 4" JK -  (3* + °Л] Le~w ~^ d Т.о

(6)

Рассмотрим теперь слоистое упруго-вязкое полупространство (рис. 1). 
На верхний слой действует равномерно распределенная по площади кру­
га вертикальная нагрузка, которую удобно представить через интеграл 
Фурье — Бесселя.

q(r, t) =  q(t) R J°.>! (R a) /„ (pa) d a, (7)
о

где q — интенсивность сплошной нагрузки, I\ (Ra); Io(p*). — функции 
Бесселя первого рода первого и нулевого порядка; a— параметр инте­
грирования; R — радиус площадки загружения; р =  .
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Рис. I. Расчетная схема слоистого полупространства

Данная задача является осесимметричной. Ее решение можно искать 
через функцию <р, с которой напряжения и перемещения связаны за­
висимостями:

где и _  горизонтальное перемещение (по оси г) ; со — вертикальное пере­
мещение (по оси z).

Функция <р должна удовлетворять бигарионическому уравнению в 
цилиндрических координатах v 2 V 2 <Р = 0  и граничным условиям ( V  -  
символ, аналогичный оператору Лапласа).

Примем систему функций, аналогичную упругому решению |b, ‘ I 
Для первого слоя:

(8)

_ 1 4  ̂ д2 <р _1 +  t1 Г
11 ~  £ dr дг Е J

=  f {Д + ^ [a (Y j- l )  +  2p1]}e  aV 0(pz)da. 
о

(9)

Для второго и любого последующего /-го слоя:

ср, =  j  {А +  В [а (г,— 1) +  2^1} в eV 0(pa)da +
0

+  S  f (C s [(l — 2ft)(l -  е~п) Ц1 +  « ' “ )! +
ft=2 0

+  Dk [2аД1 +  е“ 2Х) - Х ( 1 - е  2X)\ }e  aV 0(pa)da, (10)



г hL , ,
’П =  х ; Ъ =  х ; Х =  а — -Г/)-

Коэффициенты Л, 5, ..., С h Di, входящие в (9) и (10), представляют 
собой неопределенные функции, зависящие не только от нагрузки, ха­
рактеристик слоев и параметра а, как в упругом решении, но и от вре­
мени.

Для определения Л, В, Ch могут быть использованы следую­
щие условия:

а) на поверхности при у = 0

где

о f — g(r, t) при r < R ,
“ \ 0 при r > R ;

х«  =  0
б) на границе между любыми двумя iM и i— 1 слоями при

Подставив функции (9) и (10) в зависимости (8), получим выра­
жения для напряжений, которые запишутся так, как и для упругого ре­
шения [7, 8]. Только коэффициенты Л, В, .... Cit D ,• будут отличаться от 
соответствующих коэффициентов, получаемых при упругом решении. 

Для перемещений и и w получим следующие зависимости: 
а) для первого слоя

■ Щ- 1 =  «п
V I ( 12)

«. =  - w T  И -  В [(1 -  2|>,) -  > (ч -  1)]) е - '  «• И  d a -  
0

-  Ч ж  /  J {■А -  .В [(1 -  2[Xj) -  a (i, -  1)]} ^  a Л(ра)<Ыт,

0 ° oo (13)
wi =  — -Щ г  I’ M +  5  [2(1 — jXj) +■ а(т] — 1)]} e_ai!a2/o(pa)da —

1 о

-  W  J  f  [A +  В[2 (1 -  ft) +  a<4—  1)]) e - ’  a)dada;
1 0 0 ^

б) для второго и любого последующего i-го слоя:

f ( A - £ I ( l - 2 | i , ) - « f o - l ) ] ) « _*',«‘, / 1(pi)<ia-
1 О

-  w i :  J (С*[2(1-|а,)(1+г-й) +  Ч 1 - е - я) ] + а д 2 ^ -1 ) (1 - Г и) -* *=2 О

— Ml +  е_я)11 a2 A (pa) d у- — J м  — В [О — 2ft)—

-a (Y | -l) ] )e - ’ a2Lie -V - ,, / 1(pa)da<i't+ 1 ^ 2  /"(С Д 2 (1  -
А = 2 О О

-  hXl +  е~*) +  Ml -  е~2Х)\ +  [(2|xf -  1)(1 -  е~2Х) -
— X(l-f-e л)]} e~ayi a.2Lie~?i(,t~ ) Iiipz) dad г, (14)

wi == q tA +  Д [2(1 +  Hi) +  a(Yj— 1)]} e~ari a2/ 0 (pa) flJ a -f-

+- J  |Ce 1(1 -2 ,0 (1  -  e"“ ) - M l  +  « -a)]— D, [2(1 - 0 ( 1  +
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+  <Г“ ) — Х(1 — е -2Х)] ] а3 / 0 (pi) dа -  1 ± Н  /  “  (Л +  12 (1 +
с 1п О о

+  ft) -j- а (Т] — 1)]} е- '"1 a2 Lt e~pi(<_T) / 0 (pa) da d х -+-

+  * Й ? 2  /  Г |С, 1(1 -2ft)(l -  «_й) -)■ (1 +  й-21)] -  А* [2 (!-(*,)(! +*=2 О О
+  е~2Х) - 1 ( 1  -  е~2Х)]} e - ' a ' L ^ - W ^ I o M d a d x .  (15) 

Из условий (12) = u t, — wt, можно все коэффициенты Q, 
Д  выразить через коэффициенты А, В. Действительно, рассматривая 
границу первого и второго слоев, для которой их =  и2\ w1 =  w2, полу­
чаем:

Д  +  J C2L2e r'(< )d'z =  щ  _ (JLjj [(^2 — 1) А — vВ -f-

■+■ т21" i4L1e-pl(<“ ’c) d i  — j  AL2e^? ̂ ~? d~ —6 0
t t

— m2{ 1 — 2 ft) f ДД e- Pl(/- x) d x +  (1 — 2ft) f £L2 *Tw<- t) d x] ; 
о 6

Dj + 1 Osi , d  3 “ щ Д д -  I(m, -  1) A +  ■> В +

+  тг { A L , e d z  — /  Л1г<Гм' - ,> t +о 5* <
+  2m2( l - i i 1)f[SL1e4W~T) d* -  2 (1 — ft) J BL2e~Mt~z) d г, 

о о
где

rn ,=  Щ + -Ы -; Ф - 2 [ / я , ( 1 - ы - ( 1 - | ч ) ] ;
v =  m2 (1 — 2ft) — (1 — 2ft).

Аналогично из условия совместности деформаций на границе любых 
I — 1-го и t-го слоев можно любые коэффициенты Д  и Д  выразить после­
довательно через А и В.

Таким образом, в результате придем к системе двух уравнений с не­
известными коэффициентами В и А.

Для определения А я В следует рассмотреть условия (11) на по­
верхности Д  = 0 ) ,  т. е.

О, =  4 r  J  [А +  В(1 -  а) а3 / , (pi) da + - L g  J(C* а (1 -  +

+  D , [ ( 1 , - « - 24‘ - 1) - « 7 » - . ( 1  + < _2' ,* - ,) l K / . ( i » ) d « = - ? ( r ,  0 ;

- „  =  Т(Л -  В a) Is / ,  (pi) dI +  s  TfC, [ (1 -  e_2“,‘ - ‘ ) +  IT*-. (1 +0 k=2 0
+  g -2 *1*-1 )]  _  D, (1 -  e “ 2”,t_ 1 )| a3 / , (p i)  a =  0 .

Рассмотренная схема расчета упруго-вязкого слоистого полупрост­
ранства может оказаться особенно удобной для массового счета с при­
менением современных быстродействующих вычислительных машин, так 
как неизвестные функции связаны цепной зависимостью.

В случае однородного упруго-вязкого полупространства, полагая 
h = 0  и заменяя в формулах (9), (10) и (13) о] на z, р на г, получаем с 
учетом граничных условий
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е аг I\(r а) Л (R a ) d a —

(16)

« ■ = - - Ц р - л « < о £ ( Ч ^ - г )
о

_ _Ljpi#  f j  ^(/) ( Ц ^  -  z'j e~azL e Л (га)Л (Яa)dadх, 
о о

ш =  ± ± £  Я?(*) J [ 2(17 ~  +  2] е“ а2 / 0 (Г о.) I , (Я a) d а +
(>

+  1 + Л  Д j  f  q(t)[ З К р Н  + * ] « - “  /о (r a) /, (R «) d a d x.
0 b

Наибольшая просадка на поверхности по центру нагрузки (2 =  0; 
r=0) ,

(17)- [ 5(<-х) dr.

а) При постоянной нагрузке (q — const)

a w  =  2(1 — f ) Rq[-^  + - f E — J T e O '

С учетом (4) последнее выражение перепишется так:

o w - 2 ( 1 - f ) ^ !
' 1 Г

и  \н
(18)

что совпадает с решением работы [9] для упруго-вязкого однородного 
полупространства, в которой использована функция <?> аналогичная 
функции Буссинеска.

Анализ уравнения (18) показывает, что при t =  0 возникает только 
упругая деформация

2(1-Е-) Р„
а тлх(0) —  Е

При достаточно большом времени действия нагрузки { t -*■ о° )  упру­
го-вязкая деформация

2(1 -F) Dn
^шах( ос) Н  У'

б) Если нагрузка повторяется периодически по схеме, представлен­
ной на рис. 2, что соответствует движению автомобилей по дороге, то 
при t =  0, согласно формуле (17),

_ 2(1 - и3) » _
^тах(О) Е  '
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Рис. 2. Повторяющаяся нагрузка



а при достаточно длительном действии нагрузки ( / ->  оо)

Штэх( ^  =  2 ( 1 - ^ ) ^  |̂—  +  —  — j ----------- —

1
Так как для любых материалов # < £ ,  то

•)(.

^шах(О) ^  ^ш ах( ос) ^  ®max( со)*

Разница ® накоплении просадок при нагрузке, действующей посто­
янно, и при многократно повторяющейся нагрузке будет зависеть от рео­
логических характеристик материала, продолжительности действия на­
грузки t\ и от частоты повторения нагрузки (величины k\ и k2).
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