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О ЧИСЛЕННОМ РЕШЕНИИ
ЛИНЕЙНЫХ ИНТЕЕРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ВТОРОГО ПОРЯДКА ВОЛЬТЕРРОВСКОГО ТИПА
(Представлено академиком А Н  Б С С Р  В. И . Крыловым)Рассматривается система уравнений вида

х" (т) +  2р (т) х' (х) +  q (х) х (т) =  Q (х) х (т) +  Р  (т) х' (т) +
+  ^  (т> s) x(v) (s) ds +  F (x)

V = 0  0

(1>
с начальными условиями x (0) =  x0, x' (0) =  xo, где p (x) и q(x) — диаго-j нальные матрицы, © (x) =  q (x) — p2 (x) >  0 для x£ [0, T]; Q(x), P(x) и 
K v (x, s)(v =  0, 1, 2)-— квадратные матрицы размерности n; F  (x) •— век­тор-столбец заданных функций.Предполагается существование и единственность данной задачи Коши, а также наличие необходимой гладкости функций, входящих в уравнение (1), обеспечивающей возможность проводимых в дальней­шем преобразований.Такого рода системы интегро-дифференциальных уравнений возни­кают при решении многих практических задач (см., напр., (1' 2)). Име­ется ряд приближенных методов решения уравнений вида (1). В пред­лагаемой работе строятся и исследуются алгоритмы решения данной задачи Коши, близкие к алгоритмам, рассмотренным в (3-4) для слу­чая постоянных коэффициентов в дифференциальном операторе.Введем обозначения ,

X ( О  =  - - - ---  ( ^ 4 ) " .  О (т) =  Q ( г )  . +  X ( т )  +  р' (т),4© (х) 16 \ю(х)/G (х, s) =  ю~1/4 (х) ©“ I/4 (s) exp |—  ̂р (t) dt| sin | j" ©,/2 (;t) ettj
и рассмотрим интегральное уравнение

Т

х (х) =  [ G (х, s) [Ф (s) +  F  (s)] ds +  G (х, Xj) х' (Xj) +  ¥  (х, Xj)x(x})
У ( х ,< х < 7 ) ,  (2)где

2  S

Ф (s) й (s) х (s) +  Р  (s) х' (s) +  2  j  ^ s ’  ы̂ (,) ^  d u 'i—0 0



(Т/< ^ / + 1 / — 0, 1, . . . , N ‘, т0 0, тя+1 Т).Так как G (т, т) — нулевая матрица, то, дифференцируя равенство (2), получим
х’ (х) =  Г —  G (т, s) [Ф (s) +  F  (s)] ds +' ат XJ+  —  G (t , Xj) x' (tj) +  - f - Y ( t , Tj)x (tj). (4)

dr oxВведем далее обозначения
A t (т, u ) =  f Ki (t , t) d G^ :  U'>

(i =  0, 1, 2).

di, dt, B t (r, u) =  f Ki (t , t) dt

Если *(s) и x’ (s) в (3) заменить их представлениями (2) и (4), а 
х " ( s ) — выражением, полученным после дифференцирования (4), по­менять порядок интегрирования в двойных интегралах и сделать неко­торые преобразования, то придем к уравнению
где Ф (s) =  |' D  (s, и) Ф (и) du +  Q0 (s),6

D (s, u)*=#(s)G(s, u) +  P (s)dG{s’- ^--'r У  A t (s, u) +  K 2(s, u),
ds S >

(5)

Q0 (s) =  f D  (s, u) F  (и) du + ft (s) [G (s, 0) x 0 +  (s, 0) x0] +o
P(s)

ds
G(s, 0) x ’o

ds
4F(s, O K  +  2  M ,(s, 0) x'Q 4 Bi (s, 0) x0\

i=011усть при построении численных алгоритмов к интегралам в (2) и (4) при т =  т/+1 применены квадратурные формулы вида
т / + 1  m

G (т/ н , s) f (s) ds =m h} V  Akj (ту, т/+]) f  (ту- +  ykhj) +  R m] (/), (6)
у  k=l .

ll |-1 л m(‘ ----G (t , s) / (s) ds =  hj V  Bh] (tj , x ) f  (ту +  ykhj) - f  R mj (f)
^  ht1(f (s) =  ®(s) +  F(s)),i дс AhJ(Xj, т/+1) и Bh] (xj, т/+1) -  диагональные матрицы размерности n,ом a i ки R mj (/) и R mj{f) —- векторы-столбцы, для которых справедливы ■ д-дующие оценки:

IIRmj (ЛИ < . IIRml (/) II <
(h] xj+ l—Xj, 0<Yfe< l ,  max(cb c2) < c < o o ,  л у > 0 , v2> 0 ) .



Обозначим через и F hj соответственно приближенные значения фун­кций Ф(£) и F(s) в точке tkj х} +  yhhp. Ф (thj) =  Фк) +  4 j ,  F (thj) =  
=  Fh] -f- ehj, где ehj и ehj — погрешности вычисления этих функций. Пред­положим также, что выполняются неравенства

т  т

2 1И^(и. t i+ i) ll< f l.2  \\вкЛт:и т/+,)цfe=l k=l

dx ldsk

I M K I N I  и | Ы 1<||Е||.буде-будем обозначать (т, s), a ||/(l’ft)||Для дальнейшего изложения удобнее будет ввести обозначения: производ- 
di+hf(x , s)ные --------Л-т—— оудем обозначать г  " ' (т, s), а ||Г ""Н положим равнымll/(‘ ,ft)l l=  SUP ll/(l’ft)K  s)|OsST.sjcrПусть вектор X . j =  {x/+1, x'j+ ]} приближенных значений искомого ре­шения х (т.+)) и его производной х'(т/+1) в точках т.+1 (/=0, 1, 2, ... , N) вычисляется последовательно по схеме

S j X j +  Cj,X /+1 (7)где
S j =

Y ( T /+1, т,) G(t/+i, т ,) • ^ - Т ( т  tj) ^ - G (x xj)
O T / + 1  O T / + 1Gj — {Clb C2;},

m
cii =  hj ^  ^  (H’ T/+i) T7ftjJ>fc=i
X j  =  h} 2  B hj (xj, t .+ i) [Фм +  F hj],

где i d — {di, d2},

ft= lТ е о р е м а  1. Пусть в алгоритме (7) матрица S j и вектор Cj вычис­
ляются точно для / =  0, 1, 2, . . .  , /V. Гогда для вектора погрешностей 
AXj== {||x(Tj) — xj\\, ||х' (ту)— х/11> решения системы (1) справедлива оценка

A X j  <  еАХЗ (АХ0 +  xjd) (/ =  0, 1............. ЛГ +  1),||¥(2,0)|!й ||G(1,0>|| 1 .||¥ <2’ 0)|| ||G(2,0)|| .4  =  а(||е|| 4- l|e||) 4-Ci/ivSrfa=&(||e|H- ||8||) 4- C2hv\ h =  maxfy.
iПусть коэффициенты квадратурных формул (6) вычисляются с погреш ностями akj и a hj, т. е.Л И П .  \ +1) =  \ i  +  ahj, Bhj (Xj, xj+l) =  Bhj +  a hj

(k =  \, 2, . . .  , m; / =  0, 1, . . ■ , N).I la практике Sj также будут находиться неточно:



есть соответственно приближенное значение матрицы Sj и погрешность ее вычисления.Рассмотрим вычислительную схему
X j+i - L jX j  +  gj, (8)в которой вектор-столбец g j— {gij, § 2j} имеет такие же элементы, как и вектор С,-, но только Лfej (tj, tj+i) и B kj (Tj, Tj+i) заменены на прибли­женные Akj и Bkj.Будем считать, что погрешности Нр̂ Ц и ||pftj|| при 6 =  0, 1 и / =  0, 1, 2, ..., N  оцениваются некоторой величиной |||3'||. Пусть также выполня­ются неравенства ||а^-||^ ||а|| и ||ау|| ^||а||.Т е о р е м а  2. Пусть приближенное решение задачи Коши (1) на­

ходится по алгоритму (8). Тогда для вектора погрешности A Xj спра­
ведлива оценка

A X j  <  е(А ■■|||,||/)т*'’ {АХ0 +  xjV) (/ -  0, 1, . . .  , N + 1 ) ,  
где

/= Г1 Ч
[ 1 1 J 1_у2 JУх =  с У '  +  тс3 ||а|| +  с4ЦР|| +  (а +  т||а||) (||е|| +1И\), v2 =  c2hV2 +  т с3 )ja|| +  ck ||Р|| +  (Ь +  т ЦаЦ) (||е|| +  ||в||),

С\— константы.Заметим, что константа и с2 определяются применяемыми квад­ратурными формулами (б), т. е. гладкостью решения <D(s) интеграль­ного уравнения (5) и правой части F(s) ,  а с3 и с4—известными функ­циями, входящими в систему (1), и начальными условиями.
SummaryAlgorithms for numerical solution of the Cauchy problem for linear second-order in- legro-differential, equations of the Volterra type are composed, and the errors are esti­mated.
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