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ДВОЙСТВЕННОСТЬ МЕЖДУ ЗАДАЧАМИ УПРАВЛЕНИЯ И 
НАБЛЮДЕНИЯ В ЛИНЕЙНЫХ ДЕСКРИПТОРНЫХ СИСТЕМАХ

Some definitions of controllability and observability for linear nonsta- 
tionary descriptor systems are presented. The principle of duality for sta­
tionary and nonstationary cases is proved.

1.Введение. Многие математические модели реальных систем управ­
ления технологическими процессами в физически реальных переменных 
наиболее адекватно обычно описываются системами обыкновенных диф­
ференциальных уравнений первого порядка, неразрешенных относительно 
производной [4, 16]. Причем, если координаты состояния объекта связаны 
как дифференциальными, так и алгебраическими связями, что обычно име­
ет место в теории электрических цепей [4, 11, 16, 18] либо при изучении 0 
системы, составленной из отдельных подсистем, то матрица при производ­
ной будет вырожденной либо даже прямоугольной. В теории дифференци­
альных уравнений такие системы изучались достаточно подробно (см. [3, 4, 
12] и библ. к ним), а в качественной теории управления динамическими 
системами интерес к ним резко возрос в последние десятилетия. Поэтому 
пока нет даже единой терминологии и такие системы называют либо диф­
ференциальными уравнениями, неразрешенными относительно производ­
ной [1, 3], либо сингулярными (вырожденными) [1, 4, 12, 14, 16], либо 
обобщенными дифференциальными системами [7, 18], либо системами с 
частичным состоянием [1, 16, 18], либо системами с обобщенным про­
странством состояний [ 7, 18, 21], либо неявными системами [9-11], либо 
дескрипторными [1, 2 6, 17, 18]. Последнее название, происходящее от 
анг лийского description - описание, по видимому, достаточно точно огра- 
жает специфику таких систем и встречается наиболее часто. Этот термин и 
будет использоваться в настоящей работе.

Основные понятия качественной теории управления, а именно 
управляемость к? наблюдаемость, стабилизируемость и детектируемость, 
модальное управление и реконструируемость, для дескрипторных систем 
были введены по прямой аналогии с соответствующими определениями 
для обыкновенных линейных систем [221. Однако вскоре было выяснено, 
что непосредственныйперенос результатов на дескрипторные системы 
встречается с существенными сложностями. В первую очередь это связано 
с тем, что для дескрипторных систем значительно усложняются- вопросы 
разрешимости, что особенно заметно на примере стационарных вырожден­
ных систем и нестационарных дескрипторных систем. При этом, как отме-
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чено в работах Ю.Е.Бояринцева [4], требование однозначной разрешимо­
сти нестационарных линейных дескрипторных систем является достаточно 
существенным ограничением. Если такие ограничения не выполняются, то 
решение дескрипторной системы может содержать как произвольные по­
стоянные, так и произвольные функции. Поэтому определения управляе­
мости и наблюдаемости либо привязывают к множествам совместимых на­
чальных условий [12, 18], т е. таких условий, при которых решения суще­
ствуют и единственны, либо рассматривают решения в классах обобщен­
ных функций [12, 15], либо рассматривается геометрическая теория в тер­
минах обобщенных подпространств управляемости и стабилизируем ости 
[9,11].

Более логичным представляется путь, который состоит во введении 
понятий управляемости и наблюдаемости, непосредственно связанных с 
рассматриваемой дескрипторной системой. Тогда принцип двойственности 
в обшей форме позволяет по определениям управляемости выводить двой­
ственные определения наблюдаемости и наоборот. Этот же метод позволя­
ет находить критерии наблюдаемости по критериям управляемости и вы­
яснить взаимосвязь между различными определениями управляемости. В 
статье рассмотрено несколько определений управляемости и наблюдаемо­
сти для линейных дескрипторных систем, получен принцип двойственно­
сти и показана связь введенных определений с определениями для обыкно­
венных линейных систем.

2. Постановка некоторых задач управляемости и наблюдаемости 
для нестаиионарных дескрипторных систем. Рассмотрим объект, который 
опасывается системой линейных нестационарных дифференциальных 
уравнений, неразрешенных' относительно производной

H (t)x (t)  = A (t)x (t)+  B(t)u(t). x{t0) = x0 g M 0 a  R n

с выходом
о

X 0  = C (0*(0-
Здесь x(t) - «-вектор, u(t) - г-вектоо, y(t) - m-вектор, H(t), A(t), 

B(t), C ( t f  - матрицы соответствующих размеров, элементы которых явля­
ются функциями, непрерывными на промежутке T=[to , tj\. В качестве до­
пустимых управляющих воздействий рассмотрим некоторое множество 
U a  L2 (T,Rr ) квадратично суммируемых функций г/(-) со значениями в г- 

мерном пространстве u(t) е  Rr ,t еТ . М 0 -  заданное подмножество на-

0 )  - 

(2)
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чальных условий, при которых решение (1) существует, хотя не обязатель­
но единственно. Такие положения назовём совместимыми.

Под решением системы (1) с начальным условием (2) будем пони­
мать произвольную абсолютно непрерывную на Т  вектор-функцию 
yc(t) = x ( t ,t0,x 0,u ), обладающую квадратично суммируемой на Т  произ­
водной, удовлетворяющую начальному условию, а также системе (1) хотя 
бы при одном допустимом управлении и = и(-) е £ / .

Пусть далее M i - произвольное заданное подмножество в R?, т е. 
M} c :R n .
Определение 1. Систему (1) назовем (Мр, M j)- условно-относительно 
управляемой в /*с управлением в классе U  на Т, если для каждого совмес­
тимого начального положения х0 е  Mq найдутся допустимое управление 
« = •* >  e U  и соответствующее решение *(•) = x (t,t0,XQ,u) (возможно, 
не единственное), такие, гго H{t*)-x(t+,tQ,XQ,u)±M\, т.е. для любого 
g  е  Afj :=> <

g’H(t* )x(t*, tp, x0,u )=0  (3)

Определение 2. Систему (1) назовем (Mo, M J-  условно-относительно 
вполне управляемой в t* с управлением w(-) g U на отрезке [т ],т2]с: Г,
если для любого х0 е М 0 существует управление м() е  U и решение 
x (t,tQ,XQ,uJ) такое, что выполняется тождество

g'H(U +x)x(i* + x ,t0,x Q,u) = O y g  е  Mh x>  О, 

и u(t) = 0 ,t е [ \ 1 ,х 2].

Для приведенных понятий управляемости введем следующие поня­
тия наблюдаемости:
Определение 3. При заданных множествах Мр , М \ назовем систему (1) 
{Mo , M i У условно-относительно линейно наблюдаемой в to по измерени­
ям в классе V a  L J T , Rm) выхода (2) на Т\ если для любого п- вектора 

g ,g  е  Мл найдется т- вектор-функция v ()  g V такая, что соотношение

g 'H '(t  о)х(/0) = J v ’(t)v(t)d t = J v \i)C (t)x (t)d t  
C и и

(4)
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выполняется для любого Xq е  M q вдоль решения х(/,?0,*с) системы (1) 
при выключенном управлении u(t) = 0,t е Т .
Определение 4. Систему (1) назовем (Mo , M j )- условно-относительно на­
блюдаемой в to по измерениям выхода (2) на Т , если имеет место импли-

* ^  * 
кация для всех х 0 е  М 0 ., х0 «= M q

C {t)x(t,t0,x 0) = C (t)x (tJ0ix0\ t  е Т
g ’H (t0)x(t0,th x0) = g 'H (t0)x(t0J h x 0) Vg e  M h  (5)

т.е. при любом начальном условии х0 е М 0 проекция H(tQ)x(tQ,ti,x0)
„  3f

на ортогональное дополнение в к  к множеству M j может быть однознач­
но восстановлена по измерениям выхода на Т.

Отметим, что если в исходной системе (1) матрица //(•) не является 
квадратной, т.ё. матрицы //(•)и А(-) имеют размеры (q  х л), fo форма оп­
ределений 1-4 остается при изменении размерностей пространств и струк­
туры множества M q.

3. Приниип двойственности для нестаиионарных систем. Наряду с 
системой управления (1) будем рассматривать двойственную систему на­
блюдения, а именно, систему с обращенным временем вида

^ ( Я ’(/М /))+Л '('М ')=о,« <ь, (6)

конечным условием

\|/(f*) = Xq е  М 0* cz'R” с (7)
И ВЫХОДОМ о

z ( t ) = B X t ) y ( t ) , t e T .  (8)

ТеоремаL  Пусть M q =  Л // ,  М \ =  M q V=U. Тогда система (1) (M q, M j) -  
условно-относительно управляема в t\ с управлением в классе U  на Т  в том 
и только в том случае, когда двойственная система (6) (Mq , M j )- условно- 
относительно линейно наблюдаема в to по измерениям в классе V выхода 
(8) на Т.
Доказательство. Перепишем систему (1) в виде 

Н ( 1 ) ^ р  -  A ( l) x ( t) -  ) = 0. (9)
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Пусть произвольная п- вектор-функция из L2XT,Rn) такал, что 
вектор-функция е Т  абсолютно непрерывна. Умножим равенство

(9) на \j/'(f)H проинтегрируем от /0Д° **• Получаем

о = j  ч< '(< { =
1о

* * *

= J - J v \t)A { t)x { t)d t  -  J \y'(t)B(t)u(t)dt.
*0 *0 *0

Первый интеграл преобразуем с помощью формулы интегрирования 
по частям

* *

/о Ш <0
Подставив это выражение в предыдущее равенство, имеем 

• *

to .
з 1

Учитывая двойственную систему (6), получаем равенство
*

° \\\r'(t*)H(U)x(<t* )-\v '(to )H (<t0)x(t0)=  J \\i'(t)B(t)u(t)dt. (10)
lo

По определению (Mq, M i) -условно-относительная управляемость 

системы (1) в момент 1* с управлением в классе U  на Т  означав!', что для 
каждого х 0 е  M q найдется управление ?/(•) е  U  и соответствующее реше­

ние x (t,t0,XQ,u)  такое, что Н (t*)x(t*)±M], т.е. для любого g  еМ ] => 

g'M (t*)x(t*) = 0. Тогда, полагая конечное условие в (7)

У|/(/*) = jc0 = g  е  А/ j , соотношение (10j приводим к виду
♦t

с -vW H (to)xM =  f  ,
r *o

транспонируя которое, имеем
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*/ •
J u'(t)B '(t)\y(t)d t = Xq H ’(t0)y ( tQ).
*o

Последнее равенство выполняется вдоль любого решения
\|/(/) = \\f(t,t* ,g) двойственной системы (6),(8), что означает ее (Mo, M J -  
условно-относительную наблюдаемость в to по измерениям (8) в классе V  
на Т . Теорема полностью доказана.
Следствие!. Вдоль решений jc(-),\j/Q  основной (1),(2) и двойственной (6)- с
(8) систем имеет место следующее двойственное соотношение:

♦

, ,  , '
(*о ) Н (1*)х(П  = х0 Н 'О о Ш ‘о ) + 1 ч \О т < < ) Л .

*0
Замечание!. Отметим, что из доказательства теоремы слезет, что если ис­
ходная система будет иметь вид в

~ ( H ( t) x ( t ) )=  A (t)x (l)  + B(t)u(l),

"jo двойственная система запишется в форме

Я ' ( / Ж 0 = - ^ ' ( 0 у ( 0 ,
в отличие от вида (6).

3. Принцип двойственности для стационарных дескрипторных сис­
тем. Пусть рассматривается объект управления, который описывается ли­
нейной стационарной дескрипторной системой

H x(t) = Ах(4) + B u(t),t ><д, (И )
О *

с начальным условием

jc(+0)=  Xq е  М0 с  Rn (12)

и выходом
y (0 ~ C x ( t ) ,  - (13)

где х (t) -  «-вектор, u(t) - r -вектор, y(t) - m-вектор, Н, А, В, С  - постоян­
ные матрицы соответствующих размеров, причем detH = 0 и требование 
регулярности означает [16], что

d e t[ k H -A ] ±  0 (14)

Во многих работах [16, 18] по дескрипторным системам двойствен­
ной к системе (11)-(13) называется система
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H 'z(t) = A 'z ( t)  + C 'v(t),x(+ 0) = Jt0 (15)

y ( t )  = B 'z ( t) (16)

В работах L. Dai [16] доказан принцип двойственности в следующей форме. 
Теорема2. Система (11)-(13) полностью управляема (R - управляема, им- 
пульсно управляема) тогда и только тогда, когда система (15), (16) соответ­
ственно полностью наблюдаема {R- наблюдаема, импульсно наблюдаема) 
и наоборот, т.е. если система (11)-(13) обладает соответствующими свойст­
вами наблюдаемости, то система (15), (16) обладает двойственными свой­
ствами управляемости.

Доказательство этой теоремы обычно проводится [16, 18] путем 
сравнения соответствующих критериев разрешимости. Покажем, что ана­
логичные теоремы можно доказывать непосредственно, используя методи­
ку, предложенную в предыдущем пункте. Проведем это доказательство для 
одной пары двойственных понятий управляемости и наблюдаемости деск- 
рипторных систем, например, для полной управляемости и наблюдаемости. 
Определение 5. Система (11), (12) называется полностью управляемой (Ст> 
управляемой), если для любых Хо, Xj е  F? существуют момент времени tj 
и достаточно число раз дифференцируемое управление u(t) такие, что со­
ответствующее решение системы x(t) обладает свойством. x(tj)=X]. 
Определение 6. Система (15), (16) называется полностью наблюдаемой (С- 
наблюдаемой), если по известному выходу (16) и управлению v(t) можно 
однозначно восстановить Хо.

С

Теорема 3. Система (11)413) полностью управляема тогда и только тогда, 
когда система (15), (16) полностью наблюдаема.

Доказательство. Перепишем уравнение (11) в виде
H x{t)— A x ( t) -B u ( i)=  0

л умножим это равенство слева нг произвольную п- вектор функцию 
\}/'(0 Полученное равенство проинтегрируем в пределах от to до tj. Имеем

о=J v УХЖ(')- Мд-М0>*=v -
1о

к) (0
Введем двойственную систему в виде

4 (ч / '(О Ю + ч > '(» М ^ о .at
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транспонировав которую, получаем систему типа (15)

Я \у ( 0  = -Л 1|/(0.

Теперь равенство (17) дает выражение
h

\|/ '(fi )H x(t\) -  у  '('о  )Hx(t0 ) = J у '(0 & < /> * .
{о

(19)

(18)

Систему (18) будем рассматривать в обратном времени с конечным усло­
вием \|/(/j) = \|/j. По определению полной управляемости для системы (11),
(12) существует управление u(t) и момент времени ij такие, что x(ti)=0. То­
гда соотношение (19) перепишется в виде

У (/0)Ях(/0) = |« |/ '( О М ') *
С

1О
Транспонировав последнее равенство, получим существование линейной 
операции, обеспечивающей нахождение начального положения Jt(to) по 
выходу y ( t ) = B'\\r(t), т.е. соотношение

*1

h
что эквивалентно требованию полной наблюдаемости системы (18) с выхо­
дом °у( t)  = В 'у ( / ) . Так как эта система эквивалентна системе (15), (16), то 
теорема полностью доказана.

Отметим, что предложенная методика доказательства принципа 
двойственности позволяет по определению управляемости системы вво­
дить двойственные ему определения наблюдаемости и наоборот.
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УДК 519.624
И.Ф.Соловьева, ст. преп.

О МЕТОДЕ УНИТАРНОЙ ПРОГОНКИ ДЛЯ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ 
О.Д.У. ВТОРОГО ПОРЯДКА С ПОГРАНИЧНЫМ СЛОЕМ

The method of unitary sweep is proposed for solvinq systems of linear 
ODE of the seconol order with a small parameter at a hiqher deritative. This 
method alldws to reduce a boundary problem to a set of Cauchy-problems 
suitable for calculation.

Граничные задачи с малым параметром при старшей производной 
для линейных систем о.д.у. второго порядка и с возникающими в их реше­
нии пограничными либо внутренними переходными слоями представляют 
собой математические модели с весьма сложным характером поведения 
решений и градиентов решений.

Рассмотрим систему линейных о.д.у. второго порядка

- s y " ( x ) +  А (х )у '(х )+ В (х )у (х )  = f ( x \  а < * < р  (1)

с Пограничным слоем и граничными условиями вида
с

А ) У ' ( а ) +  А2 У (а )  =  а><, (2) -

В\У '{$)+  ВгУ(Ъ) = Ъ (3)

ь предположении, что А(х), В(х) - произвольные квадратные матрицы по­
рядка (и  х и) , элементы которых кусочно-непрерывные функции, завися­
щие от х, / : [ а ,р ]  —> Gn , A j, А 2. В], В2  известные квадратные матрицы 
порядка ( и х я )  такие, что прямоугольные матрицы (А/, А 2) и (В/ В-\ 
имеют rang[y4j, /LJ^n, rang[^ 3%] = п, е > 0- фиксированный малый па­
раметр при старшей производной. Требуется определить функцию 
у :[а ,Р ]—» С” так, чтобы выполнялись равенства (1-3).

Для численного решения системы о.д.у. второго порядка вида (1) с 
пограничным слоем и граничными условиями вида (2,3) предлагается мо­
дификация метода унитарной прогонки [1]. С помощью метода унитарной^ 
прогонки система о.д.у. вида (1-3) приводится к совокупности задач Коши, 
благоприятных в вычислительном отношении. Известно, что в настоящее


