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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ
Актуальность проблемы. Согласно А .М .Л а т о в у , одной из важ­нейших задач теории оптимального управления является построение р е гул я то р а , обеспечивающего заданные свой ства переходного про­ц е сса  динамических си ст е м . Многие свой ства линейных динамических систем  выражаются через собственные числа матрицы системы . По­этому в ряде трудов отечественных и зарубежных ученых Сила п ос­тавлена и стала интенсивно изучаться проблема выбора линейной обратной с в я з и , обеспечивающей заданный спектр замкнутой си ст е ­мы. Подобные задачи называются задачами управления сп е к т р о м ,или задачами модального управления. Задачи модального управления имеют многочисленные практические приложения (А .М .Л е т о в ,А .И .К у х -  тен к о , Розенброк, Дависон ^ д р . )  в динамике п о л е т а , управлении плазм ой, эн ер ге ти к е, химической технологии и т .д .Объект иссл едован и я. В диссертации иссл едуется  влияние ли­нейной обратной связи на спектр линейтах динамических си ст е м .' . * ‘ . JРассматриваются линейная обратная связь по состоянию , линейная обратная связь по вы ходу, динамические регуляторы различных по­р я д к ов . И зучается заш кан и е различных систем с последействием линейным по состоянию регулятором с запазды ванием.Цель работы. Получение параметрических критериев инвариант­ности спектра при линейной обратной с в я з и . Исследование зад ач модального управления для различных к л ассо в  си стем  а  отквоивю- щимся аргум ентом .Научная н ови зн а. Доказаны критерии инвариантности спектра при замыкании системы линейной обратной с в я з ь ю ,.-выраженные .н е ­посредственно. через параметры си стем *,. Получены,, необходимые яд о с т у п н ы е , у сл о е ц я 'о т су т ст в и я  недостижимых зн ачен и й, явны е, .форнузш ДЛИ ;и ц и ен |ав  /1№!ЙИ-ШС-ИХ р е гул я то р о в. Рпйрвый в.



2*литературе изучаются задачи модальноги управления для различ­ных кл ассов систем с п оследействием , получены эффективные кри­терии разрешимости указанных зад ач с помощью линейного р е гул я ­тора с  запаздыванием по с о с т о я т ь .  Доказаны достаточные условия отабилизируемости систем с запаздыванием, построен динамический регулятор для таких си сте м .Практическая цен н ость. Результаты диссертации могут быть использованы для стабилизации неустойчивых динамических си сте м . Полученные формулы применимы для построения р егул я то р о в, о б ес­печивающих заданные свой ства вновь создаваемых си с т е м .Апробация. Результаты диссертации докладывались и обсужда­лись на И Всесоюзной конференции Но качественной теории диффе­ренциальных уравнений, ее применениям и методике преподавания в ВУЗах (г .С ам ар к ан д ,о к тяб р ь 1 9 7 3 г .) ,  На П Поволжской конференции по автоматическому управлению ( г .К а з а н ь , июнь 1 9 7 4 г .) ,  на 1У Республиканской конференции математиков Белоруссии (г.М инск,ию ньц,1 9 7 5 г .) ,  на 1У Всесоюзной конференции по теории т приложениям дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом ( г .  Киев, сентябрь 1 9 7 5 г .) , на Всесоюзном симпозиуме по оптимальному уп­равлению и дифференциальным играм (г .Т б и л и с и , июнь 1 9 7 6 г .) .Работа Неоднократно обсуждалась па объединенном семинарел »по проблемам оптимального управления Института математики Ай БССР и Белгосуниворситета и м .В .И .Л ен и н а;Публикации. Основные р е зу л ь т а т ' диес :рты -д  ' убликовакн в работа. /1 -5 / .Объем работы. Диссертация, выпе: тон чая нм ] стр аш и т *, с о с .о и т  из введен и я, двух глав, прижтонли « опилка литературы (2БР ипимеконаний).



5СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫВо введении дан 'подробный обзор работ со вето них и за р у б е ж ­ных исследователей по модальному управлению. Первая глава по­священа изучению изменений в спектре систем линейных дифферен­циальных уравнений при воздействии линейных регуляторов типа обратной связи ,', вторая глава -  различным задачам модального управления для систем  с отклоняющимся аргументом.Вначале выделены собственные числа матрицы инвариантные при замыкании линейной системы
±  = А х + в  a ,  Шгде х - п  -  вектор состоян и я; U - 1  -  вектор у п р а в л е н и я ;Д б  - п о с ­тоянные матрицы соответствующих разм еров, линейной обратной связью  по состоянию .

и = Q x  (2)( Q -  некоторая т * а -  м атр и ца). 4Пусть б ”( М |  -  набор собственны х аЙачений (спектр)м атрицы /1, 1 Определение 3 .1 ?  Собственное число A ie 6 ( A )  назы вается 5  -  инвариантным относительно управления ( 2 ) ,  если для любой ? * п  -  матрицы Q  число входит в множество g ( £ + b q ) ровно S  р о з .Теорема 3 .1 .  Для т о г о , чтобы собствен ное число A i  e s ( A )  было S -инвариантным относительно управления (2) необходимо в д остаточн о, чтобы счо было S  -кратным многочлена э е ( А ) .Многочлен X ( J)  строится путем определенного выбора линейно независимых векторов из матрицы управляемости Р = [ В , А В , . . . , А *  *8] Отмечено, что система ( I )  стабилизируема регулятором ( 2 )  тогд а и только т о г д а , когда полином X  (А) является  гурвициевы к.
. . f  Нумерация- определений'’и теорем соответствуете их нумерации в диссертации.



В реальных си стем ах часто состояние x ( t)  недоступно изме­рению, а наблюдается выход. |. • ;у = С х ,  (3 )где С ~ [ т .п )  -  матрица* ' • .[Пусть система ( I )  замыкается обратной связью
u = Q t y  {Ос гчп  -м ат р и ц а). (4 )Справедлива *Теорема 4 .1 .  Для т о г о , чтобы в полностью управляемой системе ( I )  число Л р еб '(Д ) <&лЬ /с -  инвариантным относительно управления типа (4) необходимо и д остато чн о, что &1 * 0 , . . . ,  

■ ■ 'Х1кЛ Ы * о ,  ? * > ( * > )  * о .Многочлен у  (Л) строится путем выбора линейно независимых отрок из матрицы наблюдаемости системы ( I )  по выходу (3)
Н ^ [ С ,, А , С \ . . . , ( А ' Г ' С ] .Далее и зучается  влияние на спектр замкнутой системы дина­мических регуляторов

и (рН )  *  » g & y v ; ,  (5 )где -  постоянные м трицн.При эхом получен следующий результат Теорема 4 .2 .  При любых Qi ,  KL и любом натуральном р ре­гулятор (5 ) наменяет те и только те собственные числа системы ( I ) ,  ( 3 ) ,  которые принадлежат одновременно полностью управляе­мой и полностью наблюдаемой части системы.Следствием теоремы 4 .2  является критерий стрбниизируемости Для т о г о , чтобы система ( I ) , (3 ) была стабилизируемой ре­гулятором (5) необходимо и д остаточн о, чтобы полином 'Х(А} у(А} был гурвицпевым. В дальнейшем рассматривается полностью управ­ляемая и полностью наблюдаемая система ( I ) ,( 3 )  с одним входом
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( г * i)  и изучается распределение собственных чисел при з а и к а ­нии ее регулятором ( 4 ) .Вначале исследую тся недостижимые значения в системе с од ним выходом (т=-/).Определение 5 .1 .  Комплексное числоуи* называется недо­стижимым значением, если juiti S ( A - i-8cj:'c) для любого /п -вектор а у  .Теорема 5 ,1 .  Для полностью управляемой и полностью наблю­даемой системы ( 1 ) ,( 3 )  сущ ествует регулятор (4 ) так о й , что в спектр замкнутой системы войдет любое заданное число уы, ,  за исключением не более чем ( n - i ) - m  недостижимого значения ju.*,. ,. ,  задаваемых уравнением
Слр Я'-+ C b-i jU 11'*-*. . .  * с лр  *■ Ct - О ,  (6 )где С(. = С 'А  6 + d . ^ . f C A  6 + ■ ., + d p  8-, d-i -  коэффициенты,характер истического полиййма матрицы А,Доказывается следующий критерий отсутствия недостижимых значений.Теорема 5 .2 .  Для т о г о , чтобы в системе ( 1 ) ,( 3 )  не было недостижимых значений необходимо и д ост ат о чн о, чтобы выполня­лись равен ства С'Ь ~ с‘АЬ  =  . . .  .»  с ’А *  *6.-0^При т >1  показы вается, что с помощью регулятора (4 ) в спектр замкнутой системы можно ввести произвольную группу и э т  согласованны х комплексных чисел за исключением некоторого мно­жества недостижимых групп значений. Приводится критерий отоут ствия. таких гр уп п .В заключение о тм ечается , что с пом орю  и звестн о го  принци­па двойственности между управляемостью и наблюдаемостью ан а­логичные резул ьтата получаются для системы о одним выходом и многими входами..



*г“|
бДля изменения в с е го  спектра строится динамический рех'у- лятор вида (5 ) переводящий спектр системы.

X = А х  + ви /уу
в ' хв любой наперед заданный согласованный набор комплексных чи­се л  Л . = { ц , м г , - , / * гл- Л .Пусть ^(Я) =An+ ^ n - iЛл 1->-■■ ■  ~ характеристическийполином матрицы А ; Ч*(А) =Агл~1 +ргл.г Аг* *+■ ■ ■  +foA  Т о ­полином с корнямиJU.l t .  - огда коэффициенты искомого регулятора записываются следующим-образом

( 8 )

-  V  ^3? Н 1 Тг ‘ I  $Г*Н*К * 7г 7

где £)=7Т,Р -  матрица управляемости; Р '-  матрица набладаамос- 

ти;7^7), ,̂/б -  имеют вид;

Т =

*L< d e . . <Апч
А-г d j  • ■ 1

A~n.t { . . 0
i 0 ■ • 0

A’z «••• n̂-1c/'jj dy ‘  ‘ i

i 0  . . 0 О

Тг

К =

о0
oi;

d-o d j  
1*1 d i

О
С  8
c'At

с А* *6 с'Ак ,6 ..
ор

°V ,x  Ац~{. . .  О . . .  О. . .  о

Су I - г-и векторы ^ ,/ 3  равны d  x [0,Or . , ;  Ol oll),^ i . - . ,a C n.iJ ,

Рассмотрены частные случаи задания системы (?) л конк­ретных капсических формах, при которых формула (В) знп"'ггель



7m f упрощается, описан процесс построения динамического р егу-1 -л»лятора в системе с многомерным входом и многомерным выходом.Во второй главе изучается задача модального управления для различных классо^ систем с отклоняющимся аргументом»В начале главы рассматривается система с чистым зп а з д ы -, ванием
x(t) = Ai X(t-(L)+Su(t) , ,t ?0 (g)
х0(-) *{jP(ih te [ - i ,o ) , х{0 )*хо}) где х - п  -  вектор; и - г  ~ вектор; А>о  -  постоянное чиоло(за- пазднвание); Ф(1) -  начальная функция; Д ,В  -  постоянные матри­цы соответствующих размерив.Определение 7 .1 .  Совокупность комплексных чисел Я  * удов­летворяющих соотношению / к  где /*< ., С* л г ,:.., ч , ~ собст­венные числа матрицы Д/ , называется цепочкой корней характе­ристического уравнения системы (?);■ числоyUt - называется х а ­рактеристикой цепочки.Система (9) замыкается обратной связью

u.(t) = Qx(t-A).  (ю )Теорема 7 .1 .  ПрОлзгзтгпый согласованный набор из к  комп­лексных чисел при некоторой 55*л -  матрице Q  является харак­теристиками цепочек корней замкнутой системы (9 ) ,( 1 0 )  тогда и только тогда* когда .система (9) относительно управляема.Получены эффективные достаточные условия отабилизируе- иоста системы (9) регулятором (1 0 ), рассмотрена задача управ­ления характеристиками цепочек, корней обратной связью по вы­
ходу у ftf-Cx(i-i).

Jlm.es изучается замыкание системы
i ’ (pj ~ Ax(t.)*Atx(i -А)ви  (t), t >о,
■ Tr:( ) *{x(Z) r '4>(V, ~ Я <r l '  0, r(o)-r rgy  П- Г)
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{/\,/\ь В ~ постоянные матрицы; 4 >о -  постоянное запаздывание; 
f ( Z ) n  ~ вектор-функция; х 0е#п. )линейным регулятором с запаз­дыванием по состоянию 

, в
a(t)~Y2Qj x ( t - j  A), t >Oj ( 12)
(х ф *у № , t e [ - io ] , х(б)=То, x (Z ) sO X < -l) .Задача 8Л .  Найти параметрический критерий, когда дляпроизвг явного набора действительных чисел 1*существуют, число 0  (0  ё  В<*■ **>) и г * п  -  матрицы Q .; j  = О, L, ft,такие, что характеристическое уравнение

Г ( А ,г * к) - - < 1 е ф Е - А - А ^ К-В  £  Q . e ^ U o
J-o.замкнутой системы ( I I ) , (12) имеет вид

■ * Доказано, что необходимым условием разрешимости задачи8 Л  является поточечная управляемость исходной системы, т .е ,выполнение условия гап.1 ^ 8 , (А * х А ^ в , . . (А + x A tf  *6} -п.при некотором ж ,-&°с  ге* ы р .  Для системы с одним входом по- ¥лучен следующий критерий разрешимости поставленной задачи. Теорема 8 .2 .  Для т о го , чтобы задача 8 .1  была разргзима, необходимо и достаточно, чтобы
l e t { 8, (А + эеА{]6, ... (A*-xAi]n t>]~const, f o ,  (и )  При этом в качестве числа б* достаточно взять п(п + 1)/з,. Отмечается, что. условие (13) достаточно для с т э б я  .: ы - емостИ системы ( I I )  регулятором (1 2 ). Показываете" на примере, как используя, метод 0  -разбиений в некоторых случаях можно строить стабилизирующий регулятор вида ( 12)>осли условие (13) не имеет м еста.В следующем параграфе рассмотрена систвка  ̂ мкогими.-зз.- пязлнваяиям. но Состоянию



i(t) - f ^ A i X (t LL)+bu (i), t >0,<•;« (I't
x o0) = { x ( l) =  о, с е [ - А (1о) t (oJ = x 0 } ,

’ где \ , . Д - л д д  -  постоянные матрицы; 6 -п . -  вектор;
о - Я а  ̂ Я ^ - i A e  -  постоянные запаздывания,Теорема 9 .1 .  Для того, чтобы при любых действительных е£; 

( t ’ O , У , . . S o-  О,  ( К -  любое фиксированаэ целое число; /г*о ). существовал регулятор
х ( 1 ~ 5) } ' x ( Z ) = 0 ,  Z * 0 .  (15)J ’Oтакой, что характеристическое уравнение замкнутой системы (1 4 ) ,(1 5 )  имело вид

L-0 J  = oнеобходимо и достаточно, чтобы
let т & * ч С , $ * * ь р }
а  соплк. Ф о, Ос tea +■ <хо.Задача модального управления системами нейтрального т«-
*(£) :  Ax(t) + As х { i - i j - 2 x ( t - A ) +  ba(t)\ t >о, 
z,il. = lx(t) = ( (̂t), t?i-A,o), z( 0 /*xn} ,  где X- л -  вектор; u(t)~ скалярное угчаВленйе;^ , At, б —  постоянные матрицы соответствующих размеров; Ч>Н) -  непрерыв­но-дифференцируемая п  -  вектор-функция; r^et/i решена в пред­положении нильпотентности матрицы © .Пусть S -  индекЬ нильпотентности матрицы ® . К системе (15) присоединяется регулятор

“ >(*) = Ё  ъ  х  ( t - j * - ) ,j*o
X ( ч 5 О, t<-- к.

(Г ? )



-  10 -  ♦Теорема 1 0 .I .  Для т о г о , чтобы при любых действительных числах x i -) = j = 0,Sn. ) сущ ествовали число в  ( и а  -  векторы cyj т ак и е , что характеристическое уравнение замк­нутой системы ( 1 6 ) ,( 1 7 )  имеет вид ^ О,
i-C /.*<?

.^обходим о и достаточно выполнения условия
d t t  { ( £  - ж Я } ' %  ( £ -  х $ ] ~ 1( А  у- *  A J ( £  -  ,
. . . ,  ( £  - х£>]~'( А  з  c o n st  4 0 .Исследование системы с многими запаздываниями но состояниюи управлению вида

* ( t h £ t A i X { t - & L) J  £ # L U ( t - l ) ,  t * o ,  
r &( ) * { x ( i ) s d ,  Z € t - l t ,o y , x ,( o ) * x P}  приводит r  следующему критерию ^разрешимости задачи модальногоуправления d t t  {  ^  к  ^  Л  x J J  ^  &  х А\ . . .• •> ( t  х * 1-) * * ) J  &  х * ‘}  =  c o n s t ,  о  A X l +■ о - -В п о сл е” нем параграфе диссертации изучается  построение ди­намического регулятора для систем  е запаздыванием.Для системы ( I I )  с достаточно гладкой начальной п --  вектор функцией (fj(Z) и выходом

< j ( t ) * C ' x ( t )  (1 8 )рассмотрена д ,Вадачй 1 2 .I .  При каких условиях на параметры системы ( I I ) ,  ( IP )  для заданного набора действительных чисел существуют числа 'j8cj, <*>ц i р , п, У ,  М  такие, что хара» те аттическое ур.. в -ноиир системы ( I I ) ,  (18) замкнутой дина'ячее ван? рг в "топом
и i ’ «■ i't’ мест вид „ , ,  - л  I ,/t*^ г . -А.Л

O.



- II -Теорема 12Л .  Задача 12Л  разрешима, если выполнено у с ­ловие (1 3 ) и
det £с, (Л + 9eAt) c r . . l (A'+?eAi )n 'с }s.co/ul do.При этом р~ л/~ n - i .Аналогично для системы (1 4 ) * (1 8 )  имеет место следующая теор ем а.Теорема 1 2 .2 . Вели выполнены условия

cte.t {ё, (^2 Ai X L ) S , . . . , ( ^ A i  x * cf  6 } =  const /(?, 
d e t { е, (^2 Al зе*1к , : . . , ( £  A[ c }  = constdO,' £.*0 ' tfO .то существуют числа p ,  A, V ,  Af, A j , j k j ,  S0=p, 8t 6 - & 8* , K )т ак и е , что характеристическое уравнение системы ( 1 4 ) ,( 1 8 ) ;  замкнутой регулятором
а » а ) + Е £ ^ u < ^ s ) h v  <19)имеет, вид л<Д л с'0 j eQ

4
.«.t/ i -4£j

s О,t*  1 i*o (20)

гд е  ' 0 * 6 , a S , *  ‘■ ■ &л>лЛс1 -  произвольные действительные ч и сл а .
1 vРассмотрен также сл у ч а й , когда в измерительном устр ой ствеимеются запаздывания

! / { t ) * £ ( c l} ,* ( t - z L)> 
. 1-0

(21)где с * * '  -  векторы; С ч , «  постоянные запаздывания.Например, для системы о многими по п о ст ел и т  и управление
^ 6 1  и ( t - 4 . i l  * > Я  /. . г , ( .) -- { х ( Т ;  ~ о, г *  о }  ■ и выходом (21) результат имеет оладуздий вид»

(2?)



12Теорема 1 2 .3 . Для существования динамичаского регулятора вида (19) приводящего характеристическое уравнение замкнутой системы (2 2 ), (2 1 ) ,(1 9 ) к виду (20) достаточно выполнения сле­дующих условий г еЕ Л * 4; - ,
L Ьо  ' «То е 1'а( К  c o n s t *  о ,

d&i { ^ c Lx ' \  ( TJ AL X A‘) ̂ 2 cLX \̂i=a ‘-•f
' , {  ^ 2  A l  X * L) n 1 Y  с ^ ^ } -  w / i s t  O b  M e

В приложении результаты диссертации иллюстрируются на не- соторнх практических зад ачах. В §1 построен динамический регу­лятор, который стабилизирует систему автоматизированного ско­ростного транзита автомобилей, используя при этом только отк­лонения по положению, §2 посвящен построению регулятора с з а -  йаздыванием по состоянию вида (12) для медального уяравленип в систем е, описывающей автоматический реостатный регулятор напря­жения переменного тока. В §3 построен динамический регулятор 
для генератора о запаздыванием.Автор глубоко благодарен своему научному руководителю профессору Р .Габасову за постоянную помощь и неизменное внима­ние к работе.

Основные результаты диссертации опубликованы в следующих работах:I .  Аемт!кович И . К , ,  Марченко В.М . Тезисы доклада "О стаби- чпаирувпости и управляемости диффёренциальйнх уравпвний".



13Ш всесою зн ая конференция по качественной теории Дифференциаль­ных уравнен ий. Отпечатано на ротапринте MGC ОЙМП при о б л ст а т - управлении, Сам арканд, 1973.2 . Асмыкович И .К . К частичной проблеме управления о л е к т- ром . Вестник Б ГУ , c e j l i . l ,  1974*3 . Асмыкович И .К . Об инвариантности спектра линейных ди­намических с и ст е м . Вестник Б1 7 , се р  Л ,  Йй, 1975.4 . Асмыкович И .К . Тезисы доклада "Об управляемости спект­ром в си стем ах с неполной информацией". 1У Республиканская конференция математиков БССР, й з-в о  Белгосуниверситета им.В .И .Л е н и н а , Минск, 1975. .5 .  Асмыкович Й . К . ,  Марченко В .М . Тезисы доклада "П оточеч­ная управляемость и управляемость спектра систем  с отклоняю^ щимоя аргум ентом ! 17 Всесоюзная конференция но теорий и при­ложениям дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргумен­том . й з-в о  "Н аукова д ум к а ", Киев, 1975.


