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Increase of quality of the digital images on the basis of Iterative methods of restoration of the images.

Введение. При решении задач восстановле­
ния изображений, искаженных формирующей 
системой (рис. 1) [1], где n,v — координаты 
исходного изображения, х ,у  — координаты 
сформированного изображения, используют­
ся различные алгоритмы, как имеющие стро­
гое математическое обоснование, так и эмпи­
рические.

Искажения описываются уравнением 
свертки [2]:

s(x, у) = h(x, у) ® ®и(х, у) =

* J J h (x -v ,y  -  v)u(v,v)dvdv =
( v yv ) s e <u)

=  JJ/t(u , v)u(X - v , y -  v)dx>dv, ^

(u,v)G0<',)

(*, y ) £ 0 (s),

где s(x ,y )  — изображение, полученное путем 
линейного искажения исходного изображения 
при отсутствии шума; 0 ®  — символ двумер­
ной свертки; fi(x,y) — двумерная импульсная 
характеристика (или ФРТ — функция рассея­
ния точки) линейной искажающей системы; 
m(u, v) — значение функции яркости исходного 
изображения в точке с координатами (и, v ) .

Одним из способов решения данной задачи 
являются итерационные методы восстановле­
ния изображений.

Итерационные методы восстановления 
изображений. Итерационными методами назы­
вают способы решения задач, в которых, выби­
рая некоторое начальное приближенное реше­
ние, вычисляют следующие, более точные при­
ближения, используя предыдущие.

Рассмотрим один из способов построения 
итерационных процедур, основанный на раз­
ложении в ряд частотной характеристики ин­
версного фильтра. Спектр оценки исходного 
изображения при инверсной фильтрации опре­
деляется соотношением [3]

Рис. 1. Схема формирования изображения
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Подставляя (3) в (2), получим

U (fi)\,a2 ) = S{a)i,a}2) +
+ (1 -Я (ш 1,й)2 ) )5 '( " Ь " 2 )+ (4)

+ (1 -  Я (« ! , а 2 ))2 У(«1 ,« 2 ) + -

Соотношение (4) позволяет представит!, 
процедуру нахождения оценки {/(<И},<ы2) в ви 
де последовательных приближений:

f f H e i . O j ) -  5 (01 ,02) (5)

+ (1 -  Я (©i,<»2)).S(<3i,0i)2) =
= 5(щ,,й>2) + (1 -  Я (« 1,щ2))Я(°)(ш1,щ2);

(7(2)(щ1,ш2) = 5(ш],ш2) +
+ (1-Я(ш 1,ш2))5,(ш,,а>2) +
+ (1 -  Я(сз,, а 2 ))2 S(o>i, а 2) =
= , а 2) + (1 -  Я(сэ1, а 2 ))(У (б>,, й>2) +

+ 0  -  Я(й>1, й>2 ))2 S ((0 ], й>2 )) =

= 5(63,, а 2) + (1 -  Я(ш,, а 2 » Я {|) (ш,, со2);

и^п\а\,(х)2) = +
+ (1 -Я (« 1,СЭ2))(7(П- |) (б31,632),

где каждое последующее приближение вычис­
ляется по предыдущему. Взяв преобразование 
Фурье от соотношений (5), получим итераци­
онную процедуру Ван Циттера [4]:

м(0) (*1, *2 ) = »*2 ); ^



и(п)0\,12) = S(ih i2) + (1 - Щ ,t'2))®<3w(” % >г2)-

Уравнение (6) можно интерпретировать как 
процедуру последовательного нахождения по­

правок с /”) = ( l- / i( / i ,/2))® ® “ ”̂ ^ (гь гг) к ис­
каженному изображению з(г,,12). Если в ре­
зультате последовательных приближений на п -м 
шаге будет найдено точное решение :
и (/| ,/2) = м(/] ,/2), то на последующих шагах, 
как нетрудно убедиться, оценка изменяться не 
будет. В итерационном алгоритме (6) на­
хождение обратного оператора заменяется на 
многократное вычисление свертки.

При использовании итерационных алгорит­
мов необходимо знать ответы на два вопроса — 
сходится ли он и, если сходится, то к какому 
решению. Сходимость алгоритма (6) к реше­
нию (2) определяется сходимостью ряда беско­
нечной геометрической прогрессии (3). Этот 
ряд сходится при |1 -//(«ы,,ео2))|<1, т.е. когда 
передаточная функция искажающей системы 
удовлетворяет условию

О < H(a>i,a)2) < 1 (7)

Условие (7) выполняется для гауссовской 
ФРТ [5]:

h(x,y) = К  ехр[-а (х 2 + у 2)].

Для цилиндрической ФРТ [6]

Нх,у) •
1 2 2 2 ---- х  + у  * г  ;

л г
О в остальных случаях

и при равномерном смазе [7]

(8)

h(x, у) = .
— д(х), при 0 s  у  =s а; 
а
О в остальных случаях,

(9)

соотношение (2) заменяют на эквивалентное 
соотношение

1 *
U(03\,CO2 ) = (й>1,(х>2) S (ci>i,а>2) (10)

| //(© !,й)2) Г

Тогда итерационный алгоритм (6) 
имеет вид

м(0)('ь*'2) = hl (ib i2)® ® s(iu i2); (Ц )

и (n\ h  ,h )  = h  O'l ,h ) ®  ®s(h > ■h ) + 

+ ( \ - h 2 (/], i2 )) ® ©m ̂ ”_1) (/,, i2 ),

где h{(г,, i2) и h2(i],i2) — импульсные характе­
ристики фильтров с передаточными функциями 
t f ’(£0,,£u2) и I#(c0j,ft22) |2 соответственно. 
Свертка в (6) и (11) может быть выполнена с 
помощью БПФ в предположении, что изобра­
жения и импульсные характеристики являются 
периодически продолженными.

Очевидно, что рассмотренный итерационный 
алгоритм является линейным и не имеет никаких 
преимуществ по сравнению с линейными алго­
ритмами. Однако этот метод позволяет эффек­
тивно бороться с краевыми эффектами и чрез­
мерным усилением шумов при восстановлении 
изображений. Итеративный процесс всегда мож­
но остановить, если шум и осциллирующая по­
меха на изображении резко усиливаются. Оста­
новка итеративного процесса означает усечение 
ряда (3), что приводит к ограничению коэффици­
ента усиления за пределами некоторой граничной 
частоты. С увеличением длины ряда возрастают 
граничная частота и коэффициент усиления 
фильтра. Этот эффект иллюстрируется рис. 2, где 
приведены одномерные сечения частотных ха­
рактеристик фильтров при 10-ти и 15-ти слагае­
мых в ряде (3) (сплошные линии). Здесь же для 
сравнения приведено одномерное сечение час­
тотной характеристики инверсного фильтра 
(штриховая линия).

В качестве критерия остановки итеративно­
го процесса использовался критерий минимума 
нормированной среднеквадратической ошибки 
оценивания [8]:

Ч  Ч  (ц,12)её г)
(м(«1.*2)-“(,].<2))2

.(12)

ж  2 2Ч Ч

Наряду с описанными выше свойствами 
итерационные алгоритмы могут быть легко 
преобразованы в нелинейные путем введения 
нелинейных ограничений для восстанавли­
ваемого изображения. Ограничения формули­
руются на основе априорных данных о форме 
или структуре объектов на исходном изобра­
жении.

Рис. 2. Частотные характеристики итерацион­
ного фильтра на разных шагах



К априорным данным относятся такие 
свойства изображения, как неотрицатель­
ность яркости, ее верхний и нижний пределы, 
минимальная мощность сигнала, ограничен­
ная пространственная и спектральная протя­
женность и т.п.

Даже учет такого простейшего ограниче­
ния, как верхний и нижний пределы значений 
яркости, приводит к значительному улучшению 
качества восстановления, т.к. среди всех воз­
можных решений выбирается то, которое не 
имеет сильных осциляций яркости [9].

Итерационный алгоритм, например (11), с 
ограничением имеет вид

и (0) ('1, h ) = h  (*b h  ) ®  ®s(h»■h ); (13)

и1n) Oi, h ) = h\ ('i. *2) ®  ®s (h > h ) +
+ (l -  Л2 (*,, /2 )) ® ® » {м (л- 1) (/1, /2 )},

где S{-} оператор ограничения.
Например, если используется оператор ог­

раничения на неотрицательность [ 10]

ЗМ «',Л )}
(0; и(г5,г'2)<  0,

то из (13) следует, что в тех областях, где яр­
кость оценки й(и~,)(|1, |2) меньше нуля, изме­
нение оценки не происходит.
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В ы р аж ен и е (4
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Рис. 3. Восстановление изображения нелинейным итерационным алгоритмом



Нелинейный итерационный алгоритм (13) 
будет сходиться, если сходится линейный алго­
ритм (11) и оператор 5{-} является нерасши­
ряющимся.

Для пространства сигналов L2 это означает, 
что действие оператора на изображение не 
должно приводить к увеличению его энергии. 
Очевидно, что к нерасширяющимся операторам 
относится оператор ограничения на неотрица­
тельность, а также оператор ограничения диа­
пазона, который определяется следующим со­
отношением [И ]

Вывод. Рассмотренные итерационные 
алгоритмы позволяют эффективно бороться 
с краевыми эффектами и чрезмерным уси­
лением шумов при восстановлении изо­
бражений. Итеративный процесс всегда 
можно остановить, если шум и осцилли­
рующая помеха на изображении резко уси­
ливаются. А использование операторов ог­
раничения позволяет сократить количество 
вычислений и повысить точ­
ность восстановления.

h( i"i , i'2 ); а ы(/[,г2 ) £ Ь,

ЗМ*ь*'2)} = - а\ u( i ] , i 2 ) < a ,

b\  u ( i l , i 2 ) > b .

(14)

Для большинства цифровых изображений 
диапазон изменения яркости равен [U,255J.

Особенно эффективен этот алгоритм при 
восстановлении изображений с распределением 
яркости, близким к бинарному [12]. На рис. 3 
приведены результаты восстановления изобра­
жения «Текст», где а — исходное изображение 
размером 98x113; б — часть исходного изо­
бражения, попадающая в кадра 0 (i) размером 
98 х 98 ; в — наблюдаемое изображение разме­
ром 98x98 , полученное в результате смаза ис­
ходного изображения ( L ^  = 15); г — экстрапо­

лированное изображение размером 128x128 
эл.; д и е — изображения, восстановленные по 
экстраполированному изображению итераци­
онным линейным алгоритмом (£ 2= 11 % ) и 
итерационным алгоритмом с ограничением 
диапазона яркости (£ 2= 4.5%). Ошибка вы­
числялась по кадру 0 (е) размером 68 х 68.

Использование априорных данных о диапа­
зоне изменения яркости позволило уменьшить 
среднеквадратическую ошибку почти в 2.5 
раза. Экстраполяция обеспечила восстановле­
ние изображения в пределах кадра исходного 
изображения, размеры которого больше разме­
ров кадра 0 (s) наблюдаемого изображения 
[13]. Восстановленные изображения могут быть 
использованы в программах распознавания об­
разов и текста.
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