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НЕРЕДУКТИВНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ ПРОСТРАНСТВА НЕРАЗРЕШИМЫХ 
ГРУПП ЛИ, НЕ ДОПУСКАЮЩИЕ ЭКВИАФФИННЫХ СВЯЗНОСТЕЙ 

Целью данной работы является описание трехмерных нередуктивных однородных про-
странств, не допускающих эквиаффинных связностей, рассмотрение случая неразрешимой 
группы Ли преобразований. Определены основные понятия: изотропно-точная пара, редуктив-
ное пространство, аффинная связность, тензор кручения, тензор кривизны, тензор Риччи, экви-
аффинная (локально эквиаффинная) связность. Исследования основаны на применении свойств 
алгебр Ли, групп Ли и однородных пространств и носят преимущественно локальный характер. 
Особенностью методов, представленных в работе, является использование чисто алгебраиче-
ского подхода к описанию многообразий и связностей на них, а также сочетание различных 
методов дифференциальной геометрии, теории групп и алгебр Ли и теории однородных про-
странств. Полученные результаты могут быть использованы при исследовании многообразий, 
а также иметь приложения в различных областях математики и физики, поскольку многие фун-
даментальные задачи в этих областях связаны с изучением инвариантных объектов на однород-
ных пространствах. 
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NON-REDUCTIVE HOMOGENEOUS SPACES OF UNSOLVABLE LIE GROUPS  
THAT DO NOT ADMIT EQUIAFFINE CONNECTIONS 

The purpose of this paper is to describe three-dimensional non-reductive homogeneous spaces that 
do not admit equiaffine connections, the case of an unsolvable Lie group of transformations is considered. 
The basic notions, such as an isotropically-faithful pair, a reductive space, an affine connection, a torsion 
tensor, a curvature tensor, Ricci tensor, an equiaffine (locally equiaffine) connection, are defined. Studies 
are based on the application of properties of the Lie algebras, Lie groups and homogeneous spaces and 
they mainly have local character. The peculiarity of techniques presented in the work is the use of purely 
algebraic approach to the description of manifolds and connections on them, as well as compound of 
methods of differential geometry, the theory of Lie groups and algebras and the theory of homogeneous 
spaces. The results obtained can be used in the study of manifolds, as well as have applications in various 
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fields of mathematics and physics, since many fundamental problems in these fields are connected with 
the study of invariant objects on homogeneous spaces. 
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Введение. В каком случае однородное про-
странство допускает инвариантную связность? 
Если существует хотя бы одна инвариантная аф-
финная связность, то пространство является изо-
тропно-точным, но обратное неверно. Если од-
нородное пространство является редуктивным, 
то оно всегда допускает инвариантную связ-
ность (см., например, [1]). Большой вклад в раз-
витие теории связностей внесли работы Э. Кар-
тана, А. П. Нордена, П. К. Рашевского, М. Ку-
риты, А. П. Широкова, Э. Б. Винберга, 
Ш. Кобаяси, К. Номидзу и др. Аффинная связ-
ность является эквиаффинной, если допускает 
параллельную форму объема (см. [2]). Все трех-
мерные нередуктивные пространства с неразре-
шимой группой преобразований и неразреши-
мым стабилизатором, допускающие инвариант-
ные связности, изучались в работе [3], а с 
разрешимым стабилизатором – в работе [4], изо-
тропно-точные нередуктивные однородные про-
странства, не допускающие никаких инвариант-
ных связностей, приведены в [5].  

Целью данной работы является описание 
трехмерных нередуктивных однородных про-
странств, которые допускают инвариантные 
связности, но эти связности не являются экви-
аффинными. 

Основная часть. Пусть M  – дифференци-
руемое многообразие, на котором транзитивно 
действует группа G , = xG G  – стабилизатор 
произвольной точки .x M∈  Проблема класси-
фикации однородных пространств ( M , G ) 
равносильна классификации (с точностью до 
эквивалентности) пар групп Ли ( G , G ), так как 
многообразие может быть отождествлено с мно-
гообразием левых смежных классов (см., напри-
мер, [6]). Необходимое условие существования 
аффинной связности состоит в том, что пред-
ставление изотропии для G должно быть точным, 
если G эффективна на /G G  [1]. Пусть g  – 
алгебра Ли группы Ли G , а g  – подалгебра, 
соответствующая подгруппе G. Пара ( gg, ) назы-
вается изотропно-точной, если точно изотропное 
представление g . Однородное пространство 

/G G  редуктивно, если алгебра Ли g  может быть 
разложена в прямую сумму векторных про-
странств – алгебры Ли g  и ad(G)-инвариантного 
подпространства m,  т. е. если m,gg +=  

0=∩mg ; mm ⊂)ad(G  (второе условие влечет 

mmg, ⊂][ , и наоборот, если G  связна), в про-
тивном случае пространство не является редук-
тивным. Там, где это не будет вызывать разно-
чтения, будем отождествлять подпространство, 
дополнительное к g  в g , и факторпространство 

ggm /= .  
Аффинной связностью на паре ( gg, ) назы-

вается такое отображение ),(: mglg→Λ  что его 
ограничение на g  есть изотропное представле-
ние подалгебры g , а все отображение является 
g-инвариантным. Инвариантные аффинные связ-
ности на ( M ,G ) находятся во взаимно однознач-
ном соответствии (см., например, [7]) со связно-
стями на паре ( g ,g ). Если /G G  редуктивно, то 
оно всегда допускает инвариантную связность, а 
линейное представление изотропии всегда точ-
ное. Тензоры кривизны и кручения однозначно 
определяются тензорами на касательном про-
странстве к многообразию, причем они инвари-
антны относительно изотропного действия. Тензор  
кручения )(1

2 mInvTT ∈  и тензор кривизны 
)(1

3 mInvTR∈  имеют вид  
[ ] ;,)()(=),( mmmmm yxxyyxyxT −Λ−Λ   

[ ] [ ]),()(),(=),( yxyxyxR Λ−ΛΛmm   
для всех ., g∈yx  Будем говорить, что Λ  имеет 
нулевое кручение или является связностью без 
кручения, если = 0.T  Определим тензор Риччи 

2T (Ric Inv∈ m ): ( , ) = tr{ ( , ) }.Ric y z x R x y z  Бу-
дем говорить, что аффинная связность Λ  являет-
ся локально эквиаффинной, если tr ([ , ]) = 0x yΛ  
для всех ,x y ∈g , т. е. ([ , ]) ( )Λ ⊂g g sl m . Аффин-
ная связность Λ  с нулевым кручением имеет 
симметрический тензор Риччи тогда и только 
тогда, когда она локально эквиаффинна.  

Под эквиаффинной связностью будем пони-
мать аффинную связность Λ  (без кручения), 
для которой tr ( ) = 0xΛ  для всех x ∈ g.  В этом 
случае очевидно, что ( ) ( ).Λ ∈g sl m  

Будем описывать пару ( , )g g  при помощи 
таблицы умножения алгебры g . Обозначим 
базис g  через 1 1 2 3{ , , , , , }ne e u u u  ( = dim )n g , 
причем алгебра Ли g  порождается 1, , ne e , а 

1 2 3{ , , }u u u  – базис m.  Для нумерации под-
алгебр используем запись . ,d n  а для нумерации 
пар – запись . . ,d n m  соответствующие приве-
денным в источниках [3, 4], здесь d  – 
размерность подалгебры, n – номер подалгебры 
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в )(3,gl , а m – номер пары ( gg, ). В дальней-
шем, если на параметры, появляющиеся в про-
цессе классификации, накладываются дополни-
тельные условия, то они записываются около 
таблицы умножения. В противном случае пред-
полагается, что параметры пробегают все  . 

Теорема. Трехмерные нередуктивные одно-
родные пространства, допускающие инвариант-
ную аффинную связность, но не допускающие 
эквиаффинных связностей, такие, что g  нераз-
решима, локально имеют следующий вид: 

– g  неразрешима:  
6.3.2 

 1e  2e  3e  4e  5e  6e  1u  2u  3u  
1e  0 2е2 –2е3 0 5e−  6e  0 2u  –u3 
2e  –2е2 0 1e  0 6e−  0 0 0 u2 
3e  2е3 1e−  0 0 0 –е5 0 3u  0 
4e  0 0 0 0 5e−  –е6 0 2u  3u  
5e  е5 6e  0 е5 0 0 0 u1 + 3e4 + e1 2е3 

6e  –е6 0 е5 е6 0 0 0 2е2 u1 + 3e4 – e1 
 

1u  0 0 0 0 0 0 0 0 0 
2u  –u2 0 –u3 –u2 –u1 – 3e4 – e1 –2е2 0 0 0 
3u  u3 –u2 0 3u−  –2е3 –u1 – 3e4 + e1 0 0 0 

– g  разрешима: 
2.7.2 e1 e2 u1 u2 u3  
e1 0 e1 0 0 u1 + e2  
e2 –e1 0 0 0 u3  
u1 0 0 0 0 0  
u2 0 0 0 0 0  
u3 –u1–e2 –u3 0 0 0  

 
2.8.7, λ ≠ –1 e1 e2 u1 u2 u3  
e1 0 λe1 e1 0 u1  
e2 –λe1 0 0 u2 λu3  
u1 –e1 0 0 0 u3  
u2 0 –u2 0 0 0  
u3 –u1 –λu3 –u3 0 0  

 
3.12.2 e1 e2 e3 u1 u2 u3  
e1 0 –e2 –e3 0 0 u3  
e2 e2 0 0 e3 2e2 u2  
e3 e3 0 0 0 e3 u1  
u1 0 –e3 0 0 –u1 0  
u2 0 –2e2 –e3 u1 0 2u3  
u3 –u3 –u2 –u1 0 –2u3 0  

        
 

3.13.6, 
μ  ≠ –1 e1 e2 e3 u1 u2 u3 

 

e1 0 –μe2 (1–μ)e3 u1 0 μu3  
e2 μe2 0 0 e3 2e2 u2  
e3 (μ–1)e3 0 0 0 e3 u1  
u1 –u1 –e3 0 0 –u1 0  
u2 0 –2e2 –e3 u1 0 2u3  
u3 –μu3 –u2 –u1 0 –2u3 0  

        
 

3.28.2 e1 e2 e3 u1 u2 u3 
e1 0 e3 – e2 –e3 0 u1 u3 
e2 e2 – e3 0 0 e3 2e3 2e1+ u2 
e3 e3 0 0 0 –e3 u1 
u1 0 –e3 0 0 –u1 0 
u2 –u1 –2e3 e3 u1 0 0 
u3 –u3 –2e1 – u2 –u1 0 0 0 

        
 

4.19.2 e1 e2 e3 e4 u1 u2 u3 
e1 0 0 –e3 –e4 0 0 u3 
e2 0 0 e4 0 0 u1 0 
e3 e3 –e4 0 0 –e4 –2e3 u2 
e4 e4 0 0 0 0 –e4 u1 
u1 0 0 e4 0 0 u1 0 
u2 0 –u1 2e3 e4 –u1 0 –2u3 
u3 –u3 0 –u2 –u1 0 2u3 0 

 

3.6.2 e1 e2 e3 u1 u2 u3 
e1 0 0 e1 e1 0 u1 
e2 0 0 0 0 u2 0 
e3 –e1 0 0 0 0 u3 
u1 –e1 0 0 0 0 u3 
u2 0 –u2 0 0 0 0 
u3 –u1 0 –u3 –u3 0 0 

 
4.21.11, μ ≠ –1 

e1 e2 e3 e4 u1 u2 u3 
e1 0 e2 –μe3 (1 – μ)e4 u1 0 μu3 
e2 –e2 0 e4 0 0 e2 + u1 0 
e3 μe3 –e4 0 0 0 –2e3 u2 
e4 (μ – 1)e4 0 0 0 0 –e4 e2 + u1 
u1 –u1 0 0 0 0 0 0 
u2 0 –e2 – u1 2e3 e4 0 0 –2u3 
u3 –μu3 0 –u2 –e2–u1 0 2u3 0 
 
5.9.2 

 1e  2e  3e  4e  5e  1u
 

2u  3u  
1e  0 0 3e  0 5e  1u

 

0 0 
2e  0 0 0 4e−  5e−

 

0 0 3u  
3e  3e−

 

0 0 5e  0 0 1u  0 
4e  0 4e  5e−

 

0 0 5e
 

42e  2u  
5e  5e−

 

5e  0 0 0 0 5e  1u  
1u  1u−

 

0 0 5e−  0 0 1u−  0 
2u

 

0 0 1u−
 

42e−
 

5e−
 

1u
 

0 32u
 

3u
 

0 3u−
 

0 2u−  1u−
 

0 32u−
 

0 
 
Для доказательства этой теоремы из трех-

мерных нередуктивных однородных прост-
ранств, приведенных в работах [3, 4], выбе-
рем те, которые не допускают эквиаффинных 
связностей.  

Далее будем описывать аффинную связность 
через образы базисных векторов 1( ),uΛ  2( ),uΛ  

3( ).uΛ  Прямыми вычислениями получаем, что в 
случае 6.3.2 локально эквиаффинная связность 
(без кручения) имеет вид 
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1 2

3

2 0 0 0 0 0
( ) = 0 2 0 , ( ) = 2 0 0 ,

0 0 2 0 0 0

0 0 0
( ) = 0 0 0

2 0 0

u u

u

−   
   Λ − Λ −   
   −   

 
 Λ  
 − 

 

Поскольку 1tr ( ) 0uΛ ≠ , пара не допускает 
эквиаффинной связности. 

Аналогично получаем, что для случая, когда g  
разрешима, локально эквиаффинные связности 
имеют вид, указанный в табл. 1.  

 
Таблица 1  

Локально эквиаффинная связность (без кручения) 

Пара ( , )g g  Локально эквиаффинная  
связность (без кручения) 

5.9.2,
3.12.2,
3.13.6,
0,1/ 2, 1μ ≠ −

 

0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

−     
     −     
     −     

4.19.2 
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

     
     
     
     −     

 

4.21.11,
1/ 2, 1μ ≠ −  

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

     
     
     
     −     

 

4.21.11, 
= 1/ 2μ  

1,30 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

r     
     
     
     −     

 

3.6.2,
2.8.7,
0, 1,1 / 2λ ≠ −

 

1 / 2 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 1/ 2 0 0 0

0 0 0
0 0 0

1/ 2 0 0

−   
   
   
   
   

 
 
 
 − 

 

3.13.6, = 0μ  2,3

0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 , 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

r
−   

   −   
   −   

3.13.6,  
= 1/ 2μ  

1,30 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

r−     
     −     
     −     

 

 

3.28.2 
0 1 0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

− −     
     −     
     − −     

 

Окончание табл. 1  

Пара ( , )g g  Локально эквиаффинная  
связность (без кручения) 

2.7.2 

1,2 1,2 1,2

2,2

1,2

1,2

1/ 2 0 0
0 0 0 , 0 0 ,
0 0 1/ 2 0 0

0 0 0
0 0 0
1/ 2 0

p p q
q

p

p

 − 
  
  

   −   
 
 
 
 − 

2.8.7, = 0λ  

1,3

1,3

1,3 1,3

1,3

1,3

1/ 2 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 3 ,
0 0 1/ 2 0 0 0

0
0 3 0

1/ 2 0 2

p
p

p r
p

p

−   
   −   
   
   

 
 − 
 − 

 

2.8.7, = 1/ 2λ  

2,3

1 / 2 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 1/ 2 0 0 0

0 0 0
0 0

1/ 2 0 0
r

−   
   
   
   
   

 
 
 
 − 

 

 
Здесь , ,i jp  , ,i jq  ,i jr ∈  (при , = 1,3i j ). Для по-

лучения этого результата достаточно обратить вни-
мание, что аффинные связности имеют вид, ука-
занный в табл. 2. 

 
Таблица 2  

Аффинная связность 

Пара Аффинная связность 
5.9.2,
3.12.2,
3.13.6,
0,1, 1,1/ 2μ ≠ −

0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

−     
     −     
     −     

 

4.19.2 
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

     
     
     
     −     

 

4.21.11,
0,1,1/ 2, 1μ ≠ −

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

     
     
     
     −     

 

4.21.11, = 1μ  
1,3 1,30 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

q q−     
     
     
     −     

4.21.11, = 0μ  
1,3

1,3

0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 ,
0 0 0 0 0 1

p
p

   
   
   
   −   

1,1

1,1

1,1 1,3

0 0
0 0
0 1

r
r

r p

 
 
 
 + 
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Окончание табл. 2  

Пара Аффинная связность 

4.21.11,
= 1/ 2μ  

1,30 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

r     
     
     
     −     

 

3.6.2,
2.8.7,

0,1, 1,1/ 2λ ≠ −
 

1/ 2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 1/ 2 0 0 0 1/ 2 0 0

−     
     
     
     −     

 

3.13.6, = 1μ  
1,30 1 0 0 0

0 0 0 , 0 1 0 ,
0 0 0 0 0 1

q−   
   −   
   
   

1,30 0
0 0 0
0 1 0

q− 
 
 
 − 

 

3.13.6, = 0μ  

1,3

2,3

1,1

1,1 1,3 2,3 2,3

1,1 1,3

0 1 0 0 0
0 0 0 , 0 1 ,
0 0 0 0 0 1

0 0
0
0 1

p
q

r
r p q r

r p

−  
  −  
  
  
 
 + − 
 − + 

 

3.13.6, = 1μ −  2,3 2,3

0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 , 0 1 0 , 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

p p
−     

     − −     
     −     

3.13.6,
1 / 2μ =  

1,30 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

r−     
     −     
     −     

 

3.28.2 
0 1 0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

− −     
     −     
     − −     

2.7.2 

1,2 1,1 1,2

2,2

1,1

1,2

1 / 2 0 0
0 0 0 , 0 0 ,
0 0 1/ 2 0 0

0 0 0
0 0 0

1/ 2 0

p q q
q

q

p

 − 
  
  

   −   
 
 
 
 − 

2.8.7, = 1λ  2,3 2,3

1/ 2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 , 0 0 0 , 0 0
0 0 1/ 2 0 0 0 1/ 2 0 0

p p
−     
     −     
     −     

2.8.7, = 0λ  

1,3

2,3

1,1 1,3

2,2

1,1 1,3

1/ 2 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 ,
0 0 1/ 2 0 0 0

0
0 0

1/ 2 0

p
q

r r
r

r p

−  
  
  
  
  

 
 
 
 − + 

 

2.8.7, = 1/ 2λ  2,3

1/ 2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0
0 0 1/ 2 0 0 0 1/ 2 0 0

r
−     
     
     
     −     

 

Тензоры Риччи имеют вид (в остальных слу-
чаях тензор Риччи нулевой), указанный в табл. 3. 

 
Таблица 3  

Тензор Риччи 

Пара Тензор Риччи 

4.21.11, 
= 0μ  1,3 1,1

1,3 1,1 1,3
2

2 2
2 2

0 0 0
0
0 2

0R pi r
p r p

c
 
 
 
 


=



− −
+

 

3.13.6,
= 0μ  2,3 1,3 1,1

1,3 2,3 1,1 2,3 1,3 2
2

,3
2

0
2

0 0
0 2 4

4 2 2 5
0

0
q p r

p q r r p q
− +

+

 


+


 


+

 + − − −
 

2.7.2 1,2 1,2 2,2 1,1 1,2

0 0 0
0 2 2 0
0 0 0

Ric q q pqp
 
 + −



−



= 


 

2.8.7,
= 0λ  1,3 1,1 2,3

1,3 1,3 2,3 1,1 2,3 1,3 2,2 2,3

2,3 1,3 1,1

2

0 0
0 0 0 ,

0

,
/ 2

/ 2 / 2

2
/ 2

B

p r q A

A r p q r q p r q
B q p r

 
 
 
 


=

− − −

− + + + −

+ +


=  

 
При этом тензор кручения T  (описываем че-

рез 1 2( , ),T u u  1 3( , ),T u u  2 3( , )T u u , в остальных слу-
чаях нулевой) имеет вид, указанный в табл. 4. 

 
Таблица 4  

Тензор кручения 

Пара Тензор кручения 
4.21.11, 

= 1μ ,  
3.13.6, 

= 1μ  

( )1,3(0,0,0), (0,0,0), 2 ,0,0q  

4.21.11, 
= 0μ  ( ) ( )1,3 1,1 1,3 1,1(0,0,0), , 0,0 , 0, ,0p r p r− −  

2.8.7, 
= 1λ  ( )2,3(0,0,0), 0, 2 ,0 , (0,0,0)p  

3.13.6, 
= 0μ  

( )
( )

1,3 1,1

2,3 1,1 1,3

(0,0,0), ,0,0 ,

0, 2 ,0

p r

q r p

−

− −
 

2.7.2 
( )

( )
1,2 1,1

1,1 1,2

,0,0 , (0,0,0),

0,0,

p q

q p

−

−
 

2.8.7, 
= 0λ  

( )
( )

1,3 1,1

2,3 2,2

(0,0,0), ,0,0 ,

0, ,0

p r

q r

−

−
 

 
Прямыми вычислениями получаем, что нет 

таких параметров, при которых tr ( ) = 0xΛ  для 
всех x ∈ g  ( = 0T ), и, соответственно, пары не 
допускают эквиаффинных связностей. 
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Заключение. Приведено в явном виде опи-
сание всех трехмерных нередуктивных одно-
родных пространств с неразрешимой группой 
преобразований, которые допускают инвари-
антные связности, но эти связности не явля-
ются эквиаффинными. Особенность методов, 
представленных в работе, заключается в при-
менении чисто алгебраического подхода к опи-

санию многообразий и связностей на них. По-
лученные результаты могут быть использованы 
при исследовании многообразий, а также иметь 
приложение в различных областях математики 
и физики, поскольку многие фундаментальные 
задачи в этих областях связаны с изучением ин-
вариантных объектов на однородных простран-
ствах. 
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