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ТРЕБОВАНИЯ С КОМПЛЕКСНЫМИ ПОКАЗАТЕЛЯМИ 
В СИСТЕМАХ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

The goal of this article is to introduce the complex exponent of query for development the new 
mathematical form of query in Queuing theory. The new complex form and general algorithm of de­
termination of queues functions are presented in this paper. Using of this form enhances the external li­
mited of queuing systems in Queuing theory. It was analyzed the problems and aspects of depending the 
new form for using in technologies. As the result of researches it was revealed that the complex exponent 
has been help to use the new connections of independent quantities and simplify of calculations. Complex 
mathematic discover the reveal priority of every objects. As new form of queues, the complex exponent 
focus upon queuing structures but are not restricted to them and the system’s form at all. It may be defe­
rence approaches in economic and humanities, technology and science for automatic verification, control 
and correction. The complex exponent, its means and characteristics helped to find new methods of analy­
ses models for effectiveness submissions in modem introductions of Queuing theory.

Введение. При построении математических 
моделей реальных физических процессов с 
помощью систем массового обслуживания час­
то возникают ситуации, в которых простей­
шие алгебраические операции с требованиями 
выходят за пределы ограничений, определен­
ных теорией массового обслуживания.

Вне зависимости от типа модели характер­
ной особенностью любых систем массового 
обслуживания является наличие одного или 
нескольких потоков однородных (абстракт­
ных) объектов. Достаточной степенью абстрак­
ции должна обладать и модель, в которой опи­
сывается процесс обслуживания. При этом для 
классических систем массового обслуживания 
существенными являются лишь моменты появ­
ления объектов, от которых зависит эволюция 
модели по времени. Использование теории 
массового обслуживания при решении проблем 
теории надежности, анализе процессов функ­
ционирования сложных систем, разработке ав­
томатизированных систем управления, приме­
нении в экономических и социальных сферах 
обслуживания (в транспорте, системах связи, 
системах снабжения, медицинском обслужива­
нии) привело к созданию моделей нестандарт­
ных систем массового обслуживания. В на­
стоящее время такими системами можно на­
звать:

1. ВМАР-системы, в которых (согласно 
описаниям Лукантони) время поступления и 
время обслуживания контролируются управ­
ляющим процессом {ДО, t > 0); управляющий 
процесс определен на конечном пространстве 
состояний/= {0 , 1, . . . ,  W}.

2. Циклические системы с различными ти­
пами приоритетов (абсолютным, относитель­
ным, смешанным, чередующимся, динамиче­
ским).

3. Системы с ограничениями на суммарный 
объем, в которых каждое требование независи­
мо от дисциплины обслуживания наряду со 
случайным временем обслуживания имеет аб­

страктный параметр, характеризующий иссле­
дуемый процесс (случайный объем).

Основная часть. Следуя традициям клас­
сической теории массового обслуживания, во 
всех перечисленных выше системах использо 
вались только положительно определенные па 
раметры требований. Анализ систем и их при 
ложений показывает, что во многих моделях 
(особенно при рассмотрении векторов и маг 
риц) возникают проблемы получения резуль­
татов, связанные с невозможностью разреше­
ния тех или иных алгебраических операций а 
действительных числах. Решить эти проблемы 
можно следующим образом:

-  отказаться от автоматического примене­
ния установленных методов решения, что при­
водит к проведению подробных исследований 
всех возможностей использования;

-  выйти за пределы области действитель­
ных чисел.

Автором была сделана попытка выйти за 
пределы области действительных чисел, да я 
чего в качестве основного показателя требова­
ния были введены вектора, выраженные в ком­
плексной форме. Преимущество применения 
таких векторов состоит в том, что результаты 
основных математических операций над ком­
плексными числами не выходят за рамки ком­
плексных чисел [2], и это означает, что реше­
ние всегда находится в области введенных 
ограничений.

Использование комплексных векторов и 
функций комплексной переменной в системах 
массового обслуживания тесно связано с фор­
мированием новых комплексных параметров 
требований, построенных на основе функцио­
нальной зависимости пары независимых вели­
чин, каждое из которых может иметь свою 
функцию распределения и вероятность точно­
сти измерений. Учитывая, что измеряемые ве­
личины могут иметь свою размерность и абст­
рактность поступающих на вход требований, в 
определенной степени находящихся под на-
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блюдением управляющего процесса и связан­
ных между собой с помощью аналитической 
функции, параметр входного требования сис­
темы массового обслуживания у  -  Y(x, z) можно 
представить в следующем виде:

y  = u(x{) + iv(x2) ,  ( 1)
где и( х, ) -  функциональная зависимость, пред­
ставляющая действительную часть требования; 
v(x2) -  функциональная зависимость, пред­
ставляющая мнимую часть требования. При­
чем функциональные зависимости и(хх) и v(x2 ) 
определены на промежутке ] -оо ; +оо [.

При сложных расчетах необходимо пом­
нить о том, что действительная часть требова­
ния и(х,) в предполагаемой области является 
гармонической функцией [2], что означает не­
возможность достижения абсолютного макси­
мума во внутренних точках этой области. Дру­
гими словами, внутри области исследования не 
существует точек, в которых функция возрас­
тала (убывала) бы по всем направлениям. Для 
систем массового обслуживания этот недоста­
ток можно считать несущественным, так как в 
большинстве задач результатом являются ве­
роятностные характеристики случайных вели­
чин, для которых требуется анализ только по 
отдельным направлениям.

Процесс формирования комплексного пока­
зателя происходит при поступлении требования 
на вход системы массового обслуживания. От­
личительной чертой этого процесса является 
определение приоритетов каждого из парамет­
ров, характеризующих одно требование, т. е. 
выделение внутреннего приоритета.

При формировании параметра выделяется 
приоритет одной из частей (действительной 
или мнимой) и порядок, в котором они посту­
пают на обработку. В случае равных приорите­
тов первой на обслуживание поступает мнимая 
часть параметра, так как ее формирование 
происходит с большей скоростью. Однако дей­
ствительная часть может на какое-то время 
прервать обслуживание мнимой части.

При представлении требования по форме (1) 
многие вероятностные характеристики спо­
собствуют изменению прежних граничных 
условий существования требования. Одной из 
таких характеристик является функция рас­
пределения поступившего на вход требова­
ния. Для нахождения ответа на вопрос, каким 
образом функция распределения комплексно 
определенного требования будет влиять на его 
границы, рассмотрим функцию распределения 
введенного в систему массового обслуживания 
требования у  = Y( х х, х 2 ), представленного по 
форме (1).

Пусть требование имеет функцию распре­
деления F{у ) = P{Y < у } .  С одной стороны, 
функция распределения F( у ) является полной

вероятностью двух независимых величин 5с, и 
х 2, каждая из которых имеет свою функцию 
распределения. Тогда по определению полной 
вероятности от двух независимых величин

F(y) = F ( * i  , x2) = P{Y< х ,  }P{Y < x2},

откуда получаем
F(y)  = B(xl)L(x2) . (2)

Учитывая форму (l), предположим, что 
функция распределения F( у ) представима в виде

F(y) = P{Y<1с,} + iP{Y <х2} =

= в { х х) + щ х 2), (3)
либо

F(y)  = Fexp(iq),  (4)

где F  -  модуль комплексной величины, опре­
деляющий степень взаимосвязи вероятностей 
появления независимых величин в системе в 
момент формирования единого требования [2]. 
Модуль комплексной величины рассчитывается 
по формуле

F  = д / д е , ) ) 2 + ( Ц х 2))2 . (5)
Исходя из границ составляющих модуля 

комплексной величины (0 < В(хх) < 1 и 
О < Ь(х2) < 1), можно определить следующие 
граничные условия степени взаимосвязей:

О < F  < V2 . (6)
Условие (6) свидетельствует о том, что 

формирование единого требования из двух не­
зависимых величин возможно тогда и только 
тогда, если модуль их совместной функции 
вероятностей попадает в интервал [О, V2 ]. 
При этом

ехр(г<7) = F~lB(xx )L(x2). (7)

Если между частями показателя (мнимой х 2 
и действительной х ,) существует явная взаи­
мосвязь, то функция распределения требования 
с комплексным показателем становится равной 
произведению функции распределения более 
приоритетной части и условной вероятности 
менее приоритетной части параметра. В этом 
случае исследователь сталкивается с требова­
ниями, в которых «внутренние» параметры не 
идентичны между собой, а различаются по тем 
или иным признакам. Связь величин способст­
вует возникновению функциональной зависи­
мости распределений от условной вероятности. 
Например, если более высокий приоритет за­
креплен за действительной частью (что более 
часто применимо в реальности), то формулы 
(2), (5) и (7) примут вид

F(y) = B(x1)L(x2 |х,), (8)
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F = + (Ц х2\х1))2 (9)

exp(^) = F - lB{xx )L(x2 |i ,)  . (10)

Условная вероятность в формулах (8)—(10) 
находится в зависимости от конкретной дисци­
плины обслуживания. Нередко возникают си­
туации, когда, несмотря на установленный при­
оритет, необходимо отдавать предпочтение тре­
бованиям с менее низким приоритетом [4]. 
В результате постоянно приходится сталкивать­
ся со случаями, когда нужно вводить приори­
тетную дисциплину обслуживания для получе­
ния того или иного эффекта.

С подобными проблемами приходится 
сталкиваться при анализе сложных процессов, в 
которых комплексный показатель одного тре­
бования зависит от л-го количества величин 
(п > 2). При формировании требования с ком­
плексным показателем предполагается, что в 
самой структуре на входе системы не должны 
происходить существенные изменения, однако 
из общего количества параметров исследовате­
лю необходимо выделять две подгруппы, одна 
из которых будет относиться к действительной 
части показателя, а другая -  к мнимой. Количе­
ство параметров в каждой из подгрупп может 
не оказывать влияния на конечный результат, 
поэтому оно может быть не одинаковым. Одна­
ко вопросы приоритетного обслуживания не 
могут не волновать исследователей. Основны­
ми на данном этапе составления модели явля­
ются следующие задачи:

-  определение приоритета среди подгрупп;
-  выявление точных функциональных зави­

симостей внутри каждой из подгрупп.
Необходимо заметить, что при отсутствии 

функциональных зависимостей следует оце­
нить значимость данного параметра в рассмат­
риваемом процессе и его степень влияния на 
данную подгруппу. На первый взгляд может 
показаться, что увеличение числа величин 
внутри показателя и форма (1) представления 
требования с комплексным показателем только 
усложнят расчеты.

Безусловно, проще «пренебречь» величи­
нами, которые с нашей точки зрения не оказы­
вают явного влияния. Однако практика показы­
вает, что исключая взаимосвязи, мы увеличива­
ем погрешности, а следовательно, не достигаем 
необходимого результата. Кроме того, в боль­
шинстве случаев функциональную зависи­
мость, характеризующую реальный процесс, 
практически всегда можно выявить, исследуя 
свойства самих величин. Таким образом, уве­
личение числа величин внутри комплексного 
показателя помогает выявлять взаимосвязи па­
раметров внутри одного требования, а значит, 
внутри анализируемой модели.

Процесс требований с внутренними при 
оритетами будет являться немарковским (за 
исключением случая, когда распределение па 
раметров одного или более классов неэкспо­
ненциально). Анализ таких процессов, очевид 
но, более труден, так как показатель состоянии 
является многомерным вектором [4], содержа 
щим информацию о каждом классе. Представ 
ление (1) дает возможность рассматривать одно 
требование в комплексе взаимосвязей, а время 
обслуживания одного требования связать с 
циклом обслуживания. В силу многомерности 
процесса на периоде занятости было бы трудно 
изучать аналитические модели. Однако по­
скольку каждое требование является очеред­
ным циклом обслуживания, то исследование- 
процесса с приоритетами сводится к рассмот­
рению процесса на цикле обслуживания, кото 
рый, по существу, обрабатывается проще, чем 
исходный процесс.

Математический аппарат для анализа моде­
лей на цикле обслуживания, в которых потоки 
требований имеют внутренний приоритет, тре­
бует рассмотрения функций эффективности и 
пересмотра методов алгебраических расчетов.

Например, при исследовании систем мас­
сового обслуживания часто применяют преоб­
разование Лапласа -  Стильтьеса, под которым, 
по определению [3], понимают функцию слу­
чайной величины у:

a  (q) = Me-®1 = e q'dB{t) , (11)

где q -  комплексная переменная; Me”'"’ -  
математическое ожидание величины е~чу; 
B(t) -  функция распределения случайной 
величины у.

Однако преобразование Лапласа -  Стиль­
тьеса выгодно использовать только для анали­
за положительно определенных величин. При 
рассмотрении сложных взаимосвязей и при 
расширении границ применения преобразова­
ние Лапласа -  Стильтьеса становится не при­
менимым вообще.

В этом случае при составлении модели 
проще использовать средства теории ком­
плексных чисел [2], например, теорию вычетов 
или изображений. Для расчета даже таких ха­
рактеристик, как период занятости, результат 
можно получить, основываясь на лемме Жор­
дана, согласно которой в верхней полуплоско­
сти существует аналитическая функция f l y  ) 
случайной величины Y, для которой Imp у  > 0, 
a argy стремится к нулю при |у |-»оо. Тогда 
при любом А > 0

lim \eiUf ( Y ) d Y  = 0.  (12)
W-*-00'

Если условия леммы соблюдены и слу­
чайная величина Y определена на всей дейст­
вительной оси —оо < у  < + оо , то интеграл
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\ea>f(y)dy
— 00

существует и равен
+°? . т
J e‘Xyf  iy)dy = 27п'У res[e,gz/(z ) , zk] , (13)

—со Л=1

где z к — особые точки плотности Дг) в верхней 
полуплоскости.

Для обработки комплексных требований в 
системах массового обслуживания можно рас­
сматривать изображения заданных плотностей 
с помощью теоремы Миллена, согласно кото­
рой изображение задается выражением

Ху +100

f ( X)  = (2n iy ] J eXyF(y)dy . (14)
Ху -/ с о

При условии, что для всех действительных 
значений требования Re у = и{ * ,)<  % сходится 
интеграл

X) +/оо

\ \ F ( y ) \ d x 2 < M .  (15)
Ху — 1*00

Представление требования в виде вектора 
комплексной величины у  по форме (1) позво­
ляет во многих практических задачах упрощать 
аналитические расчеты, описывая их с помо­
щью специальных функций.

Одной из таких функций можно считать 
IE-функцию Ламберта, введенную в обращение 
в конце 1980-х гг. R. М. Corless, G. Н. Connet, 
D. Е. G. Hare, D. J. Jeffrey и D. Е. Knuth.

По определению [1], IE-функция Ламберта 
представляет множество действительных зна­
чений у , являющихся решением функцио­
нального уравнения

W (y )e x p (W (y ) )= y . (16)

Одним из этапов к разрешению дифферен­
циальных уравнений через IE-функцию Лам­
берта считается нахождение выражения опти­
мального значения у.

При рассмотрении и подборе возможных 
решений необходимо помнить, что IE-функция 
Ламберта является обратной к функции W -  
= ТехрТ [4], которая помогает установить сле­
дующие простейшие свойства:

1) функция не является ни четной, ни не­
четной;

2) функция определена в интервале [-1 /е; оо), 
где принимает значения от -  оо до + оо;

3) для отрицательных значений Y функция 
двухзначна;

4) точка А с координатами (— 1 /е; -1 ) делит 
график на две ветви: основную и нижнюю. Бо­

лее подробно с функцией Ламберта можно по­
знакомиться в работах [1,5].

При использовании в системах массового 
обслуживания требований с комплексным по­
казателем для многих расчетов удобно исполь­
зовать экспоненциальную ехр( Щ У)) и лога­
рифмическую 1п(1Е(У)) функции, а также диф­
ференциал и неопределенный интеграл IE- 
функции, математические формулы которых 
просто вывести из определения самой функции 
(16) либо из свойств обратной функции.

В настоящее время IE-функцию Ламберта 
применяют в основном для решения задач мате­
матической физики. Однако ее свойства показы­
вают, что существует возможность исследования 
с ее помощью векторов, комплексных значений 
особенно в тех случаях, где встречаются экспо­
ненты, что делает удобным использование ее при 
анализе систем массового обслуживания. Пони­
мание свойств этой функции подчеркивает взаи­
мосвязь величин, уменьшая вероятность получе­
ния неверного результата.

Заключение. Представление требований с 
комплексным показателем в теории массового 
обслуживания расширяет границы применения 
моделей, позволяет рассчитывать основные ха­
рактеристики и проводить анализ полученных 
результатов. Представление требований с ком­
плексным показателем помогает связывать неза­
висимые величины, позволяет одновременно ис­
пользовать средства теории комплексных чисел, 
векторный и матричный анализ, что значительно 
упрощает проводимые вычисления. При увели­
чении числа параметров внутри показателя ком­
плексное представление по форме (1) помогает 
выявлять взаимосвязи и определять приоритет­
ные величины внутри требования, рассматривать 
требование как циклический процесс, дополняя 
его математическим аппаратом, что открывает 
новые перспективы развития в моделировании 
систем массового обслуживания.
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