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ИНТЕРВАЛЬНОЕ ПРОГНОЗИРОВАНИЕ СТОХАСТИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ
In article two approaches to the decision of a problem of interval prediction stochastic processes are 

considered. The first approach assumes designing non-stationary density of distribution of probability of 
casual process and further the sanction of the integrated equation concerning a confidential limit of the 
prognosis. In the second approach modification of a classical technique interval estimation of random 
parameters is used. Thus, feature of the received interval estimation of the prognosis is that it is applied 
to any laws of distribution, and also there is probable an obtaining "coarsened", robust interval estima
tions of the prognosis.

Введение. Задача прогнозирования фазо
вых траекторий является одним из актуальных 
направлений современных исследований в об
ласти анализа поведения сложных гибридных 
технологических и технических систем и их 
управления.

Известны и достаточно хорошо изучены 
методы и алгоритмы точечного оценивания 
стационарных случайных процессов с извест
ным законом распределения -  плотностью рас
пределения вероятности (ПРВ) [1,2].

Однако ряд задач требует иного подхода, ос
нованного на интервальном оценивании и про
гнозировании. К таким задачам, например, мож
но отнести технические задачи: допускового 
контроля и технической диагностики, интер
вального управления объектами с переменной 
структурой, прогнозирования нестационарных 
процессов; в финансово-экономической и соци
альной сферах -  прогнозирование микро- и мак
роэкономических показателей развития и т. д.

С формальной математической точки зре
ния, если стохастический процесс стационарен 
в узком и широком смысле, то, построив, на
пример, уравнение тренда, можно получить 
прогнозные значения. Прогноз, полученный 
подстановкой в уравнение тренда ожидаемого 
значения параметра, является точечным. Веро
ятность реализации такого прогноза мала. Це
лесообразно определить доверительный интер
вал прогноза. Для индивидуальных значений 
показателя интервал должен учитывать ошибки 
в положении линии тренда и отклонения инди
видуальных значений от этой линии. В литера
туре приводятся формулы для расчета довери
тельных интервалов прогноза для случая ли
нейной модели регрессии. В то же время дове
рительный интервал остается постоянным.

Однако фактически неопределенность про
гноза (энтропия) с ростом количества шагов 
прогноза (интервала, глубины прогноза) также 
должна увеличиваться.

Особо можно выделить задачу прогнозиро
вания нестационарных случайных процессов в 
связи с возросшим в последнее время интере
сом к исследованию систем переменной струк
туры, гибридных систем. В этом случае поста
новка задачи усложняется за счет наличия до

полнительного дискретного параметра, харак
теризующего состояние системы или процесса.

Основная часть. Будем рассматривать за
дачу прогнозирования скалярного параметра на 
к шагов в условиях регулярного статистическо
го эксперимента. Пусть имеется однородная 
независимая выборка R = \гх, ..., гп|  наблюдае
мых данных, принадлежащая распределению 
Ps с плотностью Р3 = Р (г18), где Э е©  и 0  -  
интервал на действительной оси. При фиксиро
ванном объеме выборки R выборочным про
странством является п -  мерное евклидово про
странство R = R n, на котором задана плот
ность P3, r e R .

Графическая интерпретация задачи интерваль
ного прогнозирования представлена на рис. 1.

Рис. 1. Нестационарная ПРВ

Если задаться вероятностью у (коэффициен
том доверия), то, например, верхний доверитель
ный предел а  определится выражением 
Р ( 0 < г < а |) = у / 2 и, следовательно, при из-

а,

вестной нестационарной ПРВ J Р: (г)dr = у / 2 .
о

Рассмотрим два подхода к решению задачи 
прогнозирования.

I подход. Исчерпывающей характеристи
кой стохастического процесса является его 
нестационарная ПРВ. Поскольку такая ПРВ 
неизвестна, можно попытаться ее сконструи
ровать. Одним из возможных подходов в этом 
случае является использование ядерных оце
нок плотности типа Парзена -  Розенблатта [3]. 
Непараметрическая оценка нестационарной 
плотности Парзена -  Розенблатта имеет вид 
следующей функции:
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Pn(r) = (nod Г ± К
i=i

(i)

где a  -  a„ -  последовательность положительных

чисел ( lim <5 = 0, lim nad =<x>); К

борелевская функция (ядро) в пространстве 
L ,-J n = \\Pn - P \ lx ,  удовлетворяющая услови

ям К  > 0 , J Kdx = 1 .

При наличии тренда/i'A/) (рис. 1) функцию (1) 
можно записать так

Pn( f ) - { n o d)
Ml ст

(2)

С вычислительной точки зрения при доста
точно большой априорной информации (п »  1) 
использование (1) или (2) неудобно, поэтому 
можно предложить модификацию дискретной 
оценки Парзена — Розенблатта, эквивалентную 
непрерывному функционалу

P„{r) = (nod) 1 exp |  В
i=i L

, (3)

где В(г) -  семейство однопараметрических 
функций.

Так, например, для функционала гауссов
ского случайного процесса из (3) получаем

• - Д З , Г 2'Рп(г)-{^2п<52) е х р | - ^ (4)

С учетом предельного перехода nAt - » i из 
дискретных оценок плотности можно получить 
оценку нестационарной ПРВ стохастического 
процесса Pn(r) -> P(r,nAt) -> P(r, /) и, следо-

вательно, J Pn{r)dr -  — -> | P(r,t)dr -  — .

Как видно из выражений (2)-(4), при осуще
ствлении прогноза необходимо знание функции 
тренда -  регрессии Д/Д/). Получить оценку, вос
становить функцию тренда можно одним из из
вестных способов, например, регрессионного, 
факторного, спектрального анализа и т. п.

Для диффузионного процесса с односторонней 
спектральной плотностью N  из (3), (4) следует, что

a k =f ' (kAt )+  ,

+ \1 к At N  Erf 1 s у -  Erf (5)
л/kAtN

где /  (кAt) -  восстановленная по n предыду
щим значениям функция тренда; Erf(z) -  функ
ция ошибки (интеграл вероятности).

Для функционала, описывающего случай
ный процесс с мощными импульсными выбро
сами, из (3) получаем

Р„(г) = (2мДtN)~' expi - ■ m f
i=1 nAtN

(6)

В этом случае рекуррентная оценка довери
тельного предела определиться зависимостью

гХш)
а к = f  (k A t)-  kAtN  In e kA,N - y • (7)

Проиллюстрируем полученные выражения 
для доверительного верхнего сц и нижнего Р* 
пределов по формулам (5) и (7). Заметим, что 
нижний доверительный предел (3* находится из 
тех же соображений, что и верхний. Зададимся 
доверительной вероятностью у = 0.9 и пусть 
восстановленная функция тренда имеет сле
дующий вид: / (/ДО = а + Ъ iAt, тогда результа
ты расчетов можно отобразить в виде зависи
мостей, представленных на рис. 2.

Рис. 2. Доверительные интервалы прогноза

Величина размаха доверительного интерва
ла нестационарного процесса с односторонней 
спектральной плотностью N  на рис. 2 обозначе
на Pdif, а случайного нестационарного процесса, 
определенная по формуле (6), -  Р,тр. Видим, что 
даже при относительно небольшой глубине про
гноза размах Pimp значительно превосходит ин
тервальную оценку прогноза Pdij.

II подход. Рассмотрим решение задачи ин
тервального прогнозирования в рамках клас
сического подхода. Предполагается известной 
некоторая априорная выборка данных наблю
дений Я = {г„ =rin , rt = / ( $ , )  + §,, где 

-г случайная величина с ПРВ Р(£,). Выбрав 
некоторое положительное число s, уравнение 
для доверительной вероятности можем запи
сать в виде

P (f*  (1 -  в) £ /*+к < / я° (1 + е)) = .

/ ° ( 1-Е)
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где f*+k -  f*  ((и + к)At) -  прогноз на к шагов 

вперед по п априорным данным; / п° = f°(n A t) -  
оценка функции тренда по п априорным дан
ным; Р^(г"|/„°+*) -  функция правдоподобия.

Сформулируем следующее утверждение. В 
условиях регулярного статистического экспе
римента и

f * _
А/ = ■ —— > 0 (8)

у п  + к
справедливо следующее неравенство:

fm( 1+<0

J =Yi. (9)

где

slf = Z ¥ 2P(y), (Ю)

' Ф = Е
д\пР{у)

ду Р(У)- ( П )

Величина S'\f  представляет собой выбо
рочную дисперсию (8), а / ф -  информацию 
Фишера [1] относительно ПРВ стационарного 
распределения Р% (rk | f ° +k ) = Р% (гк -  f° +k ) . Ут
верждение (9) может быть получено путем раз
ложения функции правдоподобия Pf (rk -  f„+k) 
по степеням Af .  Исходя из неравенства Коши -  
Буняковского -  Шварца как частногр случая 
общего неравенства Гельдера [4]

а

PL

9 In Р(у)
ду

P (y )d y j(A f)2P(y)dy,
Р

с учетом перехода к дискретным отсчетам по
лучим

а
Y _ \ pt, (Уп )*Уп -  &а/  у/Ть > 

р
из чего непосредственно следует (9).

В качестве нормированной ошибки прогно
за на к шагов вперед выберем величину

f* , _ f°  J п+к Jn
*Jn + к

которая, как можно показать, приближенно 
имеет распределение Стьюдента с (л + к -  1) 
степенями свободы.

Учитывая симметрию распределения Стью
дента [5], получим

Р(|/| < /У|) -  2 J Sn+k_t {y)dy = у ,,
о

где Sn+k_x (у) -  распределение Стьюдента.
Доверительный интервал прогноза f n+k те

перь можно представить в виде неравенств

£ / п+к^

< f °  +t— J п ‘у
(
1+ -

п )

Заключение. Особенностью полученной с 
помощью второго подхода интервальной оцен
ки прогноза является то, что она применима к 
произвольным законам распределения Р(Е,). 
Кроме того, существенным является и тот факт, 
что на ее основе могут быть получены «огруб
ленные», робастные интервальные оценки про
гноза. При этом используется понятие «наи
худшей» ПРВ в классе минимизирующей фи
шеровскую информацию.
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