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К ОПРЕДЕЛЕНИЮ ИНДУКЦИИ МАГНИТНОГО ПОЛЯ ПОВЕРХНОСТНЫХ ТОКОВ
Calculation intensity of the magnetic field was examined for cases when electric current disposed 

on the surfaces for points on the surfaces, into the surfaces (cylinder’s surfaces) and out of the surfaces. 
Superposition magnetic field was used in the study of intensity of the magnetic field for electric current 
on the surfaces.

Введение. Индукцию магнитного поля сис
темы токов можно определить, используя закон 
Био -  Савара -  Лапласа и принцип суперпози
ции для магнитных полей [1-7]. В некоторых 
случаях (для систем, обладающих симметрией) 
удобно применять закон полного тока. Ток мо
жет течь вдоль линии, по поверхности или по 
объему, в связи с чем различают токи вдоль 
линии, поверхностные и объемные токи. Про
стейшими моделями поверхностных токов мо
гут служить ток по цилиндрической поверхно
сти вдоль ее оси и ток по плоскости одного на
правления. Рассматриваемый объект исследо
вания (поверхностный ток) как физическая сис
тема представляет собой упорядоченное дви
жение заряженных частиц. Поскольку они 
имеют некоторые размеры в пространстве, то 
возникающий ток будет локализован в оболоч
ке некоторой толщины. При переходе от заря
дов, обладающих некоторыми размерами, к то
чечным зарядам модель поверхностного тока, 
локализованного в некоторой оболочке, транс
формируется в поверхностный ток (толщина 
поверхности равна нулю). С учетом этого под 
индукцией магнитного поля в точках, принад
лежащих поверхности, будем понимать ее ус
редненное значение по толщине оболочки.

Необходимость исследования систем с по
верхностными токами обусловливается в пер
вую очередь недостаточной освещенностью 
закономерностей поведения индукции магнит
ного поля при переходе через плоскость, в ко
торой локализован поверхностный ток. Ранее, 
в работах [8-10], была решена аналогичная 
задача по расчету напряженности электриче
ского поля. В результате этого установлено, 
что напряженность электрического поля при 
переходе через заряженную поверхность пре
терпевает разрыв с включенным обособлен
ным значением напряженности поля на по
верхности. Задачи об определении напряжен
ности электрического поля поверхностных 
зарядов и индукции магнитного поля поверх
ностных токов связаны между собой, так как, 
изменяя систему отсчета, будут меняться ха
рактеристики магнитного и электрического 
полей. В системе отсчета, в которой поверхно
стные заряды неподвижны, соответственно, 
будет наблюдаться только электрическое поле. 
В связи с этим интерес представляет также

исследование особенностей индукции магнит 
ного поля при переходе через поверхностный 
ток. Знание величины индукции магнитною 
поля и величины напряженности электриче 
ского поля в точках, принадлежащих поверх 
ности, необходимо для расчета сил, дейст 
вующих на поверхностный слой.

Основная часть. Рассмотрим поверхност 
ный ток, текущий по бесконечной плоскости и 
одном направлении в вакууме. Он возникай!, 
например, если распределенный на плоскости 
заряд начнет двигаться в некотором направлен 
нии (на рис. 1 ток направлен за плоскость чер 
тежа). Два тока противоположного направления 
разделяют пространство на три области: внутри 
пластин, слева и справа от пластин (рис. 2).

Рис. 1. Поверхностный Рис. 2. Два тока
ток одного направления противоположного

. направления

Магнитное поле тока на рис. 1 является од
нородным как с одной стороны плоскости, так 
и с другой, линии индукции направлены вверх 
слева и вниз справа [3]. Магнитное поле проти 
воположно направленных токов на рис. 2 явля
ется также однородным (суперпозиция полей 
двух плоскостей) в каждой из трех областей, 
линии индукции направлены вниз между плос 
костями, слева и справа поле отсутствует. Гра
фическая зависимость величины индукции 
магнитного поля поверхностных токов на рас
стоянии г от них представлена на рис. 3.

Если на плоскости (рис. 1) выделить какой- 
либо элемент тока, то результирующая сила, 
действующая на него, будет равна нулю ввиду 
симметрии. Поэтому если на правой плоскости 
(рис. 2) выделить какой-либо элемент тока, то 
результирующая сила, действующая на него, 
равна силе взаимодействия элемента тока с по
верхностными токами левой плоскости. Соот
ветственно, по силе можно определить индук
цию магнитного поля в точках расположения 
элементов тока, т. е. на самих плоскостях.
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Рис. 3. Зависимость величины индукции 
магнитного поля поверхностных токов 
от расстояния до исследуемых точек: 

а -  для поверхностного тока одного направления; 
б -  для двух токов противоположного направления

на рис. 5). Представим такой цилиндрический 
ток как совокупность множества одинаковых 
элементов тока, каждый из которых относится 
к полоскам длиной dl и шириной RdQ (рис. 5).

Рис. 5. Поверхностный ток, 
текущий по цилиндрической поверхности 

вдоль ее оси

В связи с этим более полными (по сравнению 
с рис. 3) будут графические зависимости, кото
рые представлены на рис. 4, так как эти графики 
отражают и величину индукции магнитного поля 
в точках, принадлежащих самим плоскостям с 
токами (точки черного цвета на графиках).

Рис. 4. Зависимость величины индукции магнитного 
поля поверхностных токов от расстояния г: 

а -  для поверхностного тока одного направления; 
б -  для двух токов противоположного направления

Рассмотрим поверхностный ток, текущий 
но цилиндрической поверхности вдоль ее оси. 
11усть радиус цилиндра равен R, а расстояние от 
оси цилиндра до точки, в которой находим ин
дукцию магнитного поля, составляет г (точка А

Величина тока, приходящаяся на указанную 
полоску шириной RdQ, равна

d l = ——  R dQ - — d  0 . 
2nR  2n ( 1 )

Выделенный на рис. 5 элемент тока и все 
другие элементы, расположенные вдоль выде
ленной полоски, согласно принципу суперпо
зиции, дадут поле бесконечного прямого тока. 
Используя выражение для величины индукции 
магнитного поля бесконечного прямого тока, 
можно для величины индукции поля бесконеч
ной выделенной полоски записать

dB = ^ - d- = i ^ - - e . (2)
2лр (2 л)2 р

Направление вектора dB  укажем на рис. 6, 
который является горизонтальной проекцией 
исследуемого тока и его поля. Ток dl на этом 
рисунке направлен за плоскость чертежа.

Рис. 6. Направление вектора индукции 
магнитного поля dB в точке А

Проекции вектора dB  на оси Ох и Оу пред
ставятся соответственно в виде



dBx = dB cos (р
Lin /<70

= .2 coscp, 
(2л) p

(3)
4л7?

для точек на поверхности ци-

линдра, (12)

dBy = dB sin cp = un Id  0 .
— —r— smcp.
(2 л)2 p

(4) для точек вне цилиндра.
2л г

Отсюда получаем выражение для проекций 
вектора В поля, создаваемого в точке А током, 
текущим по поверхности S\

"г р 0 l o o s e d  0
В х ~  1 , , (5 )

- я  ( 2 я )  р

D “f  р 0 /  s in  ср7 0

'  X  ( 2  л ) 2 p
(6 )

Интегрирование по углу 0 в выражениях (5) 
и (6) осуществляется в пределах от -л  до л  
так, чтобы охватить всю поверхность S. Ис
пользуя теорему косинусов, квадрат рас
стояния от тока d l до точки А представим в 
виде

р2 = R2 + г2 -  2/?rcos0. (7)

Графическая зависимость величины индук
ции магнитного поля тока, текущего по по
верхности цилиндра, от расстояния г пред
ставлена на рис. 7.

Рис. 7. Зависимость величины индукции 
магнитного поля от расстояния г

Учитывая, что coscp = (г -  i?cos0)/p , для Вх 
получим

р0/coscp</0 жг р 0 l ( r  -  RcosQ)dQ  

(2тг)2р j  (2 л )2 р2

} a nI (r-R cosd)de  
J  4л2 (i?2 + г 2 -  2r7?cos0) (8)

Учитывая, что psin<p = 7?sin0, для Ву полу
чим

В _ *Г Ро _ яг Ро //2 s i n 6 0
'  = i  (2 я )2 p i  ( 2 л ) У

f M /?sin0</0
■* 4л2-л [i?2 + r2 -2r7?cos0)

Вычисления показывают, что

Из проведенных расчетов следует, что мо
дуль индукции магнитного поля на поверхно
сти цилиндра не равен его значению вблизи 
внешней поверхности цилиндра. Величина ин
дукции магнитного поля тока, текущего по по
верхности цилиндра, для точек внутри и вне 
цилиндра получается такой же, как и в [6].

Таким образом, применение принципа су
перпозиции для определения индукции маг
нитного поля поверхностных токов вдоль оси 
цилиндра позволяет найти ее значение как для 
точек, принадлежащих цилиндрической по
верхности, так и вне ее.

Зная индукцию магнитного поля в точках, 
принадлежащих цилиндрической поверхности, 
можно найти силу, действующую на элемент 
тока. Согласно закону Ампера, величина этой 

(9) силы составляет

dF = Bdldl = ( /— de
v2 л у

О

В =
4 nR

.2 л г

при г <R, 

при г = R,

при г > R,

( 10)

В ,=  О- (И)
Тогда модуль В вектора индукции магнит

ного поля, создаваемого всем током в точке А, 
представляется в следующем виде:

В = 0 для точек внутри цилиндра,

= (13)
8 л 2 R

Здесь dS -RdQdl -  площадь выделенной эле
ментарной полоски.

Учитывая поверхностную плотность тока j  
через окружность длиной L (сечение цилиндра) 
j  = I IL  -  7 / 2 л / ? , получим

= dS = ̂ - d S .  (14)
2 \2 % R ) 2

Вектор dF  в каждой точке поверхности ци
линдра направлен по радиусу, к оси цилиндра,
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т. е. текущий по цилиндрической поверхности 
ток сжимает цилиндр. Давление, испытываемое 
стенками цилиндра, равно

dF  р0/  2В\
Р dS 2 р0 ’

(15)

где Вп -  индукция магнитного поля в точках, 
принадлежащих поверхности цилиндра. Эта 
формула справедлива для любой гладкой по
верхности, в том числе и для тока, текущего по 
плоскости, так как в этом случае Вп = 0.

Заключение. Сравнение графиков, пред
ставленных на рис. 4 и 7, показывает, что в ха
рактерах зависимости величины индукции маг
нитного поля при переходе через равномерно 
распределенный поверхностный ток имеется 
закономерность. Графики в обоих случаях пре
терпевают разрыв с обособленной точкой в 
месте разрыва. Это позволяет уточнить извест
ные граничные условия для вектора напряжен
ности магнитного поля Н  и вектора магнитной 
индукции В , создаваемых током, текущим по 
поверхности. Касательные составляющие^ век
тора напряженности магнитного поля Н  (и, 
соответственно, вектора магнитной индукции 
В ) претерпевают разрыв при переходе через 
поверхностный ток, равный [2, 3, 6]

H 2x- H u =in. (16)

С учетом величины индукции магнитного 
поля для самой поверхности эти граничные ус
ловия можно представить в виде

в 2х- в т А п, Вт - В и А а, (17)

где Вт -  значение тангенциальной составляю
щей индукции на самой поверхности. Гранич
ные условия в виде (17) учитывают значение 
индукции на самой поверхности, чего нет в ус
ловиях (16).
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