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ОПРЕДЕЛЕНИЕ СИЛЫ СОПРОТИВЛЕНИЯ ВОЗДУХА 
ПРИ ДВИЖЕНИИ КРОНЫ ДЕРЕВА

The method for calculating the air resistance force during the tree crown motion is suggested. The 
resistance force is evaluated in accordance with the theorem of change of momentum. The expression 
for the air flow velocity through the tree crown is implied on the basis of the probability theory. 
Particular calculations are performed for the ellipsoid crown of a tree.

Введение. Среди сил, оказывающих воз
действие на дерево, важную роль играет сила 
сопротивления воздуха. Подобная сила, воз
никает при действии на стоящее дерево сил 
давления ветра либо при движении кроны па
дающего дерева. Упомянутые выше силы бу
дем называть ветровой нагрузкой. Обычно в 
инженерных расчетах используют упрощен
ное представление о форме кроны дерева в 
виде конуса с треугольной площадью миде- 
левого сечения и с центром тяжести, распо
ложенным на 1/2 высоты кроны от ее основа
ния. Ветровая нагрузка на крону рассчитыва
ется по формуле

к̂ = ПкЛ  (1)
где Пк -  лобовая поверхность кроны, воспри
нимающая давление ветра, м2; Р -  давление 
ветра, Па.

Лобовую поверхность кроны выражают че
рез площадь миделевого (продольного осевого) 
сечения кроны \  и коэффициент ее заполне
ния сучьями, ветвями, листьями, хвойными 
лапками и хвоей К3:

Пк = ЛкК3. (2)

Коэффициент заполнения К3 различен для 
различных пород дерева и определяется опыт
ным путем. В данной работе для расчета вет
ровой нагрузки используется подход, осно
ванный на общих уравнениях механики 
сплошных сред [2].

1. Уравнении движения. Уравнения дина
мики сплошных сред можно установить на ос
нове фундаментальных общих теорем динами
ки: теоремы об изменении импульса и теоремы 
об изменении кинетического момента [1]. За
пишем первую теорему:

где Q -  импульс сплошной среды, заключен
ной в движущемся объеме К; R e -  внешние 
силы, действующие на движущийся материаль
ный объем.

Уравнение (3) применимо не только для 
движущегося объема среды, но и для непод
вижного объема пространства, сквозь который 
протекает среда [1]. С помощью теоремы об 
изменении импульса для установившегося

движения среды находим силу давления возду
ха на крону дерева:

i? = -Jp v (v -n )t/S , (4)
s

где р — плотность среды; v — вектор скорости 
выделенного элемента среды; п -  единичный 
вектор нормали к поверхности S, по которой 
выполняется интегрирование.

В нашем случае рассматриваемой средой 
является воздух. Проходя сквозь крону дерева, 
скорость воздуха уменьшается, при этом меня
ется его импульс и на крону дерева действует 
сила, что вытекает из уравнения (3). Эту силу 
сопротивления можно определять не только в 
случае движения кроны дерева (например, при 
падении дерева), но и при ветровой нагрузке на 
крону неподвижного дерева.

2. Определение силы сопротивления. 
Для нахождения силы сопротивления кроны 
дерева воспользуемся уравнением (4). При 
этом направим ось 2 параллельно скорости 
воздушного потока, протекающего сквозь 
крону. В этом случае вектор скорости будет 
иметь вид

v = vfk,  (5)

где к -  единичный вектор оси 2.
Тогда уравнение (4) примет следующий

вид

R = -  Jpv2k(k n)tfe. (6)
s

Скалярное произведение единичных векто
ров к и п  есть по определению:

(к ■ n) -  cos(kn). (7)

Подставляя выражение (7) в (6), получаем

Д = - Jpv2kcos(kn)tfe. (8)
s

В дальнейшем будем пользоваться проек
цией силы на ось 2. Перейдем от поверхност
ного интеграла в правой части выражения (8) к 
двойному ( cos(kn)<fe = dxdy ). Так как поверх
ность кроны двухсторонняя (рис. 1), необхо
димо зафиксировать какую-либо из ее сторон 
и принимать площадь проекции со знаком «+», 
это равносильно выбору на поверхности опре
деленной ориентации [4]. Поверхность, из ко-
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горой выходит поток воздуха, будем считать 
положительно ориентированной, а поверх
ность, в которую входит поток, -  отрицатель
но ориентированной. В каждой точке поверх
ности можно определить некоторую функцию 
скорости. Учитывая вышеперечисленное, мо
жем переписать уравнение (8) в следующем 
виде:

R= Jpу] dxdy- jp v 2zcbcdy, (9)
°T. A

где Dx, D2 -  плоские фигуры -  проекции по
верхности кроны на плоскость ху, по которой 
выполняется интегрирование; vz , vz -  ско
рость на поверхности, в которую входит и вы
ходит поток. Форма проекции определяется 
формой кроны.

3. Установление закона изменения ско
рости потока воздуха. В рассматриваемом 
случае скорость потока воздуха изменяется 
благодаря рассеянию частиц воздуха, а также 
вследствие потери импульса, затраченного на 
деформацию веток кроны. Детальное изучение 
взаимодействия воздушного потока с кроной 
дерева затруднительно, поэтому в дальнейшем 
применим вероятностный подход. В результа
те задача прохождения воздушного потока 
может быть решена на основе вероятностных 
представлений, подобно тому как это делается 
при анализе рассеяния частиц и поглощения 
излучения [3].

Пусть число неподвижных рассеивающих 
частиц в единице объема будет п. Заменим ка
ждую рассеивающую частицу мишенью в виде 
кружка радиусом г и площадью о , выбранной 
таким образом, что каждая движущаяся части
ца, которая пройдет внутри этой мишени, ис
пытает отклонение. Площадь о  называется эф
фективным сечением и, соответственно, г ' 
радиусом эффективного сечения. Произведение 
по  называется макроскопическим сечением; 
оно представляет собой сумму эффективных 
сечений в единице объема.

Рассмотрим ослабление потока частиц при 
прохождении сквозь слой любой толщины, 
имея в виду, что каждая'частица, испытавшая 
«соударение», выйдет из параллельного пото
ка и не будет зарегистрирована. Разобьем 
весь слой на бесконечно тонкие слои dz. 
Число рассеивающих частиц, приходящихся 
на каждую единицу площади слоя dz, будет 
ndz. Сумма их эффективных сечений равна 
ondz.

Если на переднюю поверхность бесконечно 
тонкого слоя падает параллельный поток час
тиц плотностью N , то ослабление потока будет

-dN  = N o n d z , (10)

откуда, интегрируя, получаем

N = N0e~na2 = N0e"kz, (П)
где N0 -  плотность потока частиц на входе в 
толстый слой. Произведение п о  обозначено 
буквой к.

С другой стороны, плотность потока частиц 
можем представить следующим образом:

N  = p v . (12)
Сопоставляя выражения (11) и (12), при

нимаем, что скорость потока воздуха при 
прохождении его через крону меняется со
гласно закону:

v = v0e~b , (13)
где v0 -  начальная скорость потока на входе в 
крону дерева; z -  путь, пройденный выделен
ным элементом потока через крону.

4. Расчет силы. Теперь задача свелась к 
вычислению выражения (9), распространенно
го на внешнюю поверхность, аппроксими
рующую форму кроны. На поверхности, в ко
торую входит поток, функция скорости посто
янна и равна v0. На поверхности, из которой 
поток выходит, скорость меняется согласно 
закону (13). Учитывая все вышеперечислен
ное, получаем

R= Jp v02dxdy- Jp(v0e~b ) dxdy, (14)
d2 o,

где D\, D2 -  плоские фигуры -  проекции по
верхности кроны на плоскость ху, по которым 
выполняется интегрирование на входе и вы
ходе потока. Будем считать их равными 
D{=D2= D.

Плотность воздуха и начальную скорость 
будем считать постоянными, поэтому вынесем 
их за знак интегрирования. Получаем

/? = pVp J ( l - e -2fc)obcrfy. (15)
D

Примем 2к = К и перепишем выражение (15) 
в следующем виде:

R = pvQ J(l -  e~Kz)dxdy . (16)
о

Рассмотрим частный случай, когда форма 
кроны дерева -  трехосный эллипсоид (рис. 1) [4]. 
В этом случае область D ограничена коорди
натными осями и эллипсом. Следовательно, 
интеграл примет вид

ь i - 4 r ( 2 2X
а \ о2 -К с К\1 * *

\ 1 1 -е  I а2 Ь2

-а 0
К У

*2 dxdy. (17)

Интегрирование ведется для одной четверти 
эллипсоида, поэтому перед интегралом (17) 
появляется четверка.
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Рис. 1. Модель кроны дерева 
в виде трехосного эллипсоида вращения

Для решения интеграла (17) необходимо 
знать значение коэффициента К. С целью оцен
ки его величины построим зависимость R(K) . 
Определим интеграл (17) численно и получим 
искомое значение силы сопротивления. Пара
метры кроны задаем исходя из реальных разме
ров крон деревьев (рис. 2) [5].

R, Н

Рис. 2. Зависимость силы, действующей на крону 
дерева от коэффициента К (Размеры кроны 

приняты следующие: а = Зм, Ь = 5м, с = 3м, 
скорость v0 =15м/с.)

Значение К, равное нулю, соответствует аб
солютно проницаемой кроне, и поэтому сила 
сопротивления равна нулю. Интересно посмот
реть зависимость силы от величины скорости 
на входе в крону (рис. 3). Значения коэффици
ента К определяются экспериментально. В ка
честве примера примем К = 0.5.

R ,  Н

Рис. 3. Зависимость силы от скорости движения 
воздуха на входе в крону (К = 0.5)

Заключение. Подобные расчеты можно 
привести для различных поверхностей, которые 
аппроксимируют кроны различных пород де
ревьев. Для этого нужно поменять пределы ин
тегрирования и уравнение поверхности кроны в 
интеграле (17).

Коэффициент К, очевидно, связан с фрак
тальной размерностью кроны некоторой зави
симостью. Таким образом, из приведенных 
выше рассуждений видно, что традиционные 
представления о квадратичном по скорости за
коне для силы сопротивления воздуха, проте
кающего через крону дерева, можно уточнить.
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