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СТАТИСТИКО-МЕХАНИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ЭВОЛЮЦИИ МЕЖФАЗНОЙ 

ГРАНИЦЫ В РЕШЕТОЧНОЙ СИСТЕМЕ
The representation of nonequilibrium distribution function as a product of the equilibrium one and 

the nonequilibrium term taken in the first order in the chemical potential deviation from its equilibrium 
value is used. For statistical-mechanical description of dynamics of nonequilibrium nonhomogeneous 
lattice system undergoing phase transition from condensed to rarefied phase the equations for descri
bing the dynamics particle concentration profile are derived.

Введение. Описание неоднородных нерав
новесных состояний систем многих частиц яв
ляется одной из наиболее сложных проблем ста
тистической механики. Этот вопрос возникает в 
многочисленных технологических задачах, свя
занных с движением флюидов, в особенности 
мри наличии фазовых переходов. Актуальность 
задач, касающихся упомянутых выше состоя
ний, значительно возрастает при переходе к на- 
поструктурированным объектам.

Исследованию распределения плотности в 
переходной области от жидкости к пару и ус
тойчивости включений одной фазы в другой в 
равновесных условиях посвящены многочис
ленные оригинальные и обзорные работы [1^4]. 
1ем не менее статистическая теория таких сис
тем не является завершенной. Тем большие про
блемы возникают при рассмотрении неравно
весных процессов [5]. Для получения конкрет
ных результатов часто прибегают к различным 
упрощениям, в частности, используют решеточ
ные модели и макроскопические уравнения типа 
Кона-Хилларда или диффузионного типа [6, 7], 
что не всегда оправдано при наличии больших 
градиентов плотности или концентрации. Ниже 
предпринята попытка построения статистико
механической теории эволюции переходного 
слоя в решеточных системах.

1. Разностное уравнение эволюции меж
фазной границы. Для состояний системы, 
близких к равновесному, будем предполагать, 
что неравновесная функция распределения DN 
системы частиц, распределенных по N  узлам 
решетки, зависит от времени и пространствен
ных переменных только через термодинамиче
ские параметры (при постоянной температуре 
через химический потенциал), так что она мо
жет быть представлена в виде

Dn + •••> пЛ  О)

где D№ -  равновесная функция распределения, 
зависящая от распределения чисел заполнения 
по узлам решетки и описывающая состояние 
равновесия в двухфазной системе; Р = (квТ)~] -  
обратная температура; п, = 0 или 1 -  числа за
полнения узлов решетки; 5ц, -> отклонение хи
мического потенциала в узле / от его равновес
ного значения ц.

Используя выражение для микроскопиче
ского потока числа частиц из занятого узла i в 
свободный узел i + 1

I iJ+̂ W 0e ^ D N(... 1„ 0,+р ...), (2)

найдем поток между узлами i и z + 1

Л=/,.,+1- ^ = Р ( 8и.|-5цж )х

X W0e**DJ...0„0,, ...). (3)

Таким образом, средний поток числа частиц 
через границу ячеек i и i + 1 составляет величину

< /,,+1 > = р(5ц, -  5ц(+1 )Feq (0,, 0,+1 )e<*W0, (4)

где Е  (0,,0,+1) -  бинарная функция распреде
ления вакансий, равная вероятности узлам i и 
i + 1 быть не занятыми частицами; ц = ц, -  5ц, -  
равновесное значение химического потенциа
ла, имеющего одно и то же значение для всех 
узлов решетки; ц, -  локальное значение 
химического потенциала, отнесенное к г'-узлу; 
5ц, -  неравновесная добавка, изменением ко
торой со временем и передается неравновес
ный процесс.

Далее рассмотрим случай плоской границы 
раздела фаз, когда 5ц, сохраняет одинаковое 
значение во всех ячейках слоя, расположенного 
параллельно к границе раздела фаз. Таким об
разом, i в зависимости от смысла может отно
ситься к номеру соответствующего слоя. С уче
том сказанного, скорость изменения средней 
плотности частиц в ячейке i записывается как

-J ^ S p /=  <ItMi > + < / u-i >• (5>

Введя обозначение

и , =  ржве^ ( 0 „ 0 , +1) (6)

и рассматривая далее £/, как функцию номера 
слоя i, так как i + 1 всегда следует после узла i в 
направлении, перпендикулярном границе раз
дела фаз, получаем

~ d t 5 p i  =г/'(бЦ< ~8Ц/+1) + Ц+1 (8ц,-- 5ц,_1). (7)

Выполнив в (7) разложение в окрестности 
узла i по схеме
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получим при переходе к непрерывной пере
менной х уравнение

а=_/„ч r J d u d?>v(x ) , L, d28p(*)"
дх дх дх2

|5 р ( х )  = ^ (9)

которое переписывается в форме закона Фика

! 5рМ =Л !ж И * ) г *  «>*(*))' <10>

Выражение для потока частиц в уравне
нии (10) согласовано с соотношением (4).

Уравнение (10) необходимо дополнить свя
зью между 8ц,. и 8рл.. Для этого запишем 
функцию распределения

D n = ^ ехр{ р 1 > Л  ~ Р Ф  1 (11)

и тождество для определения средних

Р, <«, >
1 dlnZ„
Э Ф ,

(12)

где <...> обозначает усреднение, выполняемое 
с помощью функции (11), в то время как < ...>0 
будем использовать для усреднения по нерав
новесной функции неоднородной системы

А , = у 1- е х р |+ р ц £ н , - р # Л .  (13)

Искомое соотношение для 5р и 5ц найдем, 
дифференцируя (12) по ц, и, ограничиваясь ли
нейными членами разложения, с учетом (11) и (13) 
получим

55р
Щ -  = < 5п,8л, >0, 5п, = п , -  р , . (14)

Уравнению (14) соответствует линейная 
связь между 8р и 8ц

Ф , = Х Ф  < Ф Ф ^ > (15)

непосредственно следующая также из разложе
ния выражения (12) по 5ц,.

Соотношение (15) позволяет записать

Ф , = X  5РI < Ф  Ф  > '  ■ (16)

чета зависимости ц(р,) можно использовать 
полученные ранее выражения [2, 9].

Подставив представления

ц ,= ц  + 5ц,; р ,-р ,  =8р, (18)

в уравнение (18), получим 
ц + 8ц, = ц(р,) + у(р, )8р, + Ь(р,_, -  2р, + р,+1) +

+ 6(8р,_,-28р, + 5р,+1),, (19)
где

Т(Р,) = | ^ -  (20)

Имея в виду, что р, определяется условием 
равновесия

Р = А(р,) + К Р,-, -  2р, + р/+|) ,  (21)
из выражения (19) следует

Ф , =У(р,)6р, +Ь{8р,_, -  28р, + 8р,+1). (22)

При переходе к непрерывной системе вы
ражение (22) позволяет записать

5ц(х) = у(х)5р(х) + М 2^ - ^ | Л . (23)

Подставив (23) в (10), получим

1 8рМ  = 1,2&И * ) £ ( т (*)«р М ) ) +

+ <24>

2. Мультипликативное одночастичное 
приближение. Согласно равновесной теории 
переходного слоя, выраженной формулой (21), 
вклад обоих слагаемых в правой части (23) 
сравним между собой. Таким образом, учет по
следнего слагаемого в (24) может быть сущест
венным. С другой стороны, (24) получено при 
условии, когда с самого начала, начиная с 
уравнения (1), конечные разности более высо
кого порядка, чем первый, не учитывались. Для 
более полного учета нелинейных эффектов 
вместо представления (1) используем функцию 
распределения в виде

DN =Deq V. (25)

Условие (16) замыкает уравнение (7) или 
(10), что и требовалось получить.

Далее рассмотрим случай, когда (16) пред
ставляется в более простой разностной форме

ц, -  ц(р,) + Ь(р,_, -  2р, + рм ), (17)

где ц(р,) -  получаемый методами статистиче
ской механики [8] химический потенциал одно
родной системы, зависимость которого от плот
ности р, содержит ван-дер-ваальсовую петлю.

Выражение (17) следует из уравнения (12) с 
учетом (11) в приближении потенциалов сред
них сил [9]. Для вычисления параметра b и рас

где \|/ -  неравновесная составляющая, для кото
рой используем одночастичное приближение

v|/ = f [ t / ( « , ) .  (26)
/=1

Здесь [/(«,) определяется состоянием узла i и 
может быть представлено в форме

Щп, ) = £/,= а, + р,и, = Де6р'"', (27)
где а,-, Р,-, Aj, 8 ц, -  одноузельные функции време
ни, описывающие переход к равновесному со
стоянию. Очевидно, что условием нормировки 
функции (25) параметры At исключаются, так что

54



нременная эволюция к равновесию описывается 
чависимостью от времени только параметров 8ц,.

Учитывая вышесказанное и известное вы
ражение для Deq в формализме большого кано
нического ансамбля, запишем (25) в виде

Dn = ^ ~ ex p  j р]Г ц.«. -  р]Г J ijninj 1, (28)

где ц, = ц + 8ц( (ц -  значение химического по
тенциала в равновесном состоянии); Jy -  энер- 
гия взаимодействия частиц в узлах i и j  (Jy = J).

Используя (28) в выражении для микроско
пического потока из узла j  в узел i решетки и 
выполнив усреднение, получим выражение

I j =WttF(0i,0JK * 1' -  еР»), (29)

где F (0,-, 0 .) -  неравновесная бинарная функ
ция распределения, определяющая вероятность 
того, что узлы i и /  вакантны.

В состоянии равновесия (потоки отсутст
вуют) ц, = ц / = ц . Поэтому ц, следует опреде
лить как неравновесное значение химического 
потенциала в узле г.

Вычисляя с помощью (28) бинарную 
F(0,,0у) и унарные р,,. функции при заданных

можно получить решение, так как (28) и (29) 
замыкаются уравнениями непрерывности:

% - = £ < ' , > .  0 ° )и J*i
что позволяет найти £/,■ = U,(t) при заданном 
неравновесном начальном состоянии.

Привлекая приближение средних потенциа
лов [9], можно существенно упростить реали
зации описанной процедуры, так как унарная 
р„ и бинарная F(ni ,nj ) функции в этом случае 
определяются проще, выражаясь через средние 
потенциалы ср («, ) .  А именно, обозначив

е ^ М = х М ) , (31)

запишем

Рп, = 7 Г М л,ПХ/(«;)>
J*t

(32)

где

= Ё мл,ПхДл,)-п,=0 j*i
(33)

Соответственно

F {n „ n j ) -  g g  М пМ п. ехр{ pJh'Hj]1 X

х П  X* (и/) ГТ х* (nj ) •k*ij k*j,l
(34)

Уравнения для вычисления функций x,(w, ) 
следуют из условия

Рп, = Х ^ ( « Л >
ЛУ=°

(35)

и с помощью соотношений (32)-(34) записы
ваются в замкнутой форме

Х,(«() = Е ехр{-Р/ ".";} (36)

X, («/) = Ъ ехр {-р7иtn j } • . (37)

Уравнения (36) и (37) показывают, что 
функции Xj(ni) и (X/ nj)  являются двухузель- 
ными, т. е. зависят от плотностей р,, и р ); в двух 
узлах i и j.

Преимущество данного подхода состоит в 
возможности простого определения потенциа
лов ц, по значениям ри. Действительно, при 
заданных ри по (36) и (37) определяются хДи,) 
и X,(.ni) ■ По значениям последних находятся 
функции (34) и, согласно (31) и (32),

Ко. JH
(38)

л,, =х/(о,)(х>а >)1 • (39)

Далее используя (34) и (38) в (29) и (30), на
ходим изменение величин р1; и повторяем рас
четы для исследования эволюции исходного 
неравновесного состояния к равновесию.

Рассмотрим, какой вид имеет уравнение, 
описывающее эволюцию в случае одномерной 
неоднородности вдоль оси х при использовании 
разложения по степеням h.

Так, выполнив разложение в (29) и (30), 
приходим к дифференциальному уравнению

, (40)

где
М(х)  = еШх). (41)

Далее осуществив разложение по 
h в (36)-(39), получим

степеням

М(х)  = М  + b(p(x))h2 ~ р ( х ) , 
ох

(42)

М  = етр{х)), (43)
где ц(р(х)) -  химический потенциал однород
ной системы, определяемый выражением

е№= Ц 4 л 4(Р(*)), (44)
PoW

а й(р(х)) -  аналог коэффициента b в (17).
Переходя к анализу отклонений от рав

новесных значений, как и в случае (19), за
пишем

М(х)  -  М  + 8М(х ) , р(х) = р + 8р(х) . (45)

М  = const соответствует состоянию равновесия.
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Подставив (45) в (42) и учитывая, что в со
стоянии равновесия

M( p)  + B(p)h2^ -  = M ,  (46)
дх

получим

ЬМ = 5рГ ̂  + +
Я  Эр Эр дх2 )

+ h2B ( p ) - ^ .  (47)
дх

Используя (47) в (40), приходим к обоб
щенному за счет учета соответствующих нели
нейностей варианту уравнения типа (24), кото
рое можно применять для расчета эволюции 
межфазного слоя в зависимости от соответст
вующих граничных условий.

Заключение. При построении статистико
механической теории эволюции неравновесной 
неоднородной решеточной системы при нали
чии фазового перехода конденсированная -  
разреженная фазы использовано представление 
неравновесной функции распределения систе
мы многих частиц в виде произведения равно
весной функции распределения на неравновес
ную добавку, записанную в первом порядке по 
отклонению химического потенциала от его 
равновесного значения.

Последующее использование выражений 
для потока частиц между узлами решетки и 
уравнения неразрывности позволило сформу
лировать разностное, а затем после перехода к 
непрерывной пространственной переменной -  
дифференциальное уравнение для описания 
эволюции плотности переходного слоя.

Для более полного учета нелинейных сла
гаемых рассмотрено приближение, когда нерав
новесная добавка представлена в виде произве
дения одночастичных функций, имеющих одно
частичный характер и включающих экспоненци

альную зависимость от возмущений химическо
го потенциала. И в этом случае сформулировано 
замкнутое дифференциальное уравнение в част
ных производных, определяющее эволюцию 
плотности неоднородной системы.
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