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ДИВЕКТОРИЗОВАННАЯ МОДЕЛЬ РАСЩЕПЛЕНИЯ 
В НАУЧНО-ТЕХНИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ

We suggest widening of applications of vector decomposition methods to fractional partial diffe
rential equation. The construction of divectorization decomposition model which is based on both a 
novel shifted version of classical Griinwald finite difference approximation for the non-local fractional 
derivative operator and the methodology of multicomponent vector decomposition schemes is dis
cussed in this paper. Numerical examples using the vector decomposition schemes for both 2D problem 
with parabolic equation and 2D initial-boundary value fractional partial differential equation with vari
able coefficients on finite domain. Numerical experiment including known exact solution of problems 
demonstrates the behavior of the numerical error which verifies the order of convergence.

Введение. Дивекторизованная модель рас
щепления, представленная в статье, создана на 
основе классического принципа аддитивности, 
являющегося одним из основополагающих в 
теории экономичных методов решения научно- 
технических задач. Среди численных методов, 
основанных на аддитивном представлении ис
ходного дифференциального оператора, необхо
димо отметить схемы расщепления, получившие 
развитие с 1960 г. в работах А. А. Самарского, 
Н. Н. Яненко, J. Douglas, D. Peaceman и других 
известных ученых [1-4]. Принципиальный шаг в 
модификации методов расщепления был сделан 
в научной школе профессора В. Н. Абрашина 
предложением векторно-аддитивных схем пол
ной аппроксимации [5-7].

Сохранение высокого уровня актуальности 
принципа аддитивности объясняется современны
ми тенденциями в развитии и реализации методов 
математического моделирования при решении на
учно-технических задач, требующих системного 
подхода в разработке средств компьютерного ана
лиза, основанного на перспективной идее декомпо
зиции -  сведении сложной исходной задачи к сово
купности более простых однотипной структуры.

В данной работе проводится анализ вектор
но-аддитивных схем и предлагается расширить 
спектр применения векторно-аддитивных ме
тодов. Это достигается дивекторизацией чис
ленной модели, основанной на векторно
аддитивной методологии, позволяющей исполь
зовать новейшую смещенную версию традици
онной аппроксимации Грюнвальда -  Летникова 
для дробных пространственных производных 
при решении многомерных задач с дифференци
альными уравнениями дробных порядков в ча
стных производных с переменными коэффици
ентами с заданными начальными и граничными 
условиями на конечной области.

1. Постановка задачи. Рассмотрим абст
рактную задачу Коши для эволюционного 
уравнения первого порядка

~ + A u  = f ,  0 < t  < Т ,  (1)
at ' ;{.

и (0 )= и 0. (2)

где линейный оператор А :Н  - » Н, который 
действует в Н  и является положительно-опре
деленным (Д у ,у )> а |м || , а > 0 ,  представим в 
следующем виде:

Л = ^ А а, (3)
а=1

где Аа -  линейные положительные операторы 
в Н, причем

{^D (A a) = D (A ).
а=1

Согласно [8, 9], вместо одного скалярного 
решения u(t) введем вектор-решений 
U(t) = {иAt), ..., up(t)). Число функций u,{t) рав
но числу слагаемых в сумме (3), т. е. i = а, и 
каждая отдельная компонента ua(t) аппрокси
мирует решение исходной задачи.

Один из способов построения векторной 
модели расщепления состоит в следующем: 
исходная задача (1), (2) сводится к системе од
нотипных задач:

^ J T + £ V p  = / ( * ) .  0 < t < r ,  (4)
a t  p=i

н(0) = и0, а  = 1,р. (5)

Заменим каждую задачу (4), (5) с номером а  
разностной схемой, получим

Vn+I _ у а р __
^ ~  + £  V p +1 + X  V p

т  Р=1 р=а+1

Л . ( ° )  =  “  о . У а '  = У а ( * п +1’Х )- ( 6 )

В случае, когда верхний предел суммирования 
меньше нижнего, будем считать сумму равной нулю.

В данной работе рассмотрим некоторые ха
рактерные свойства разностных схем, являю
щихся модификациями схемы (6), а именно:

уП+1 _ у Р __
— --------- +  сЧ ( . У а +1 - - O  +  X ^ V p" =  / >  а  =  1 , Р ,

х  p=i

j ^ - Z -Ур’ > 'а ( ° )  =  м0 . ( 7 )
Р Р=1
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/1+1
У* У а

- + ° Аа(Уа+' ~Уа) + Т , АрУр = /> <* = 1,р, 
Р=1

уа (0) = 0, а 0 -  фиксированно, а 0 е [1,/>], (8)

где а  > 0 -  вещественный параметр. Адаптиру
ем эти алгоритмы для решения многомерных 
дифференциальных уравнений дробного по
рядка в частных производных.

Аналитические методы решения уравнений 
«дробной» диффузии оказываются малоэффек
тивными, а теория численных методов далека 
от завершения [10]. Методы, предлагаемые в 
данной статье, несомненно, частично устраня
ют данный пробел.

2. Аппроксимация и выбор решения. Для
определения порядка аппроксимации предста
вим схему (8) в следующем виде:

у”+] — у \ f (1 + тстД)—-----^  + -
X Ху

1 р
Уа----

Р а=1

+ Z 4 > 'p = / ’ a = i >-,/>• (9)
(3=1

Если в разностную схему (9) подставить 
точное решение исходной задачи (1), (2), то 
получим выражение, идентичное результату 
подстановки точного решения (1), (2) в алго
ритм (6), по аналогии [8]:

Т Х \  Р а=1 J р=1

- /  = (1 + тоЛа) ̂ --- — + X  4 Ия - /  = «'’ + <9(т) -
х М

Алгоритм (11) им еет структуру, анало
гичную схеме К ранка -  Николсона, и, сле
довательно, погреш ность аппроксимации 
исходной задачи (1), (2) равна 0 ( т2 + hm) 
[8, 9].

На первом этапе реализации алгоритмов 
(7) и (8) находятся все компоненты у а при
ближенного решения. При этом методом 
трехточечной прогонки по соответствую 
щему пространственному направлению па
раллельно решается каждое из уравнений 
систем в (7) и (8).

В алгоритме (7) за приближенное реш е
ние предлагается взять усредненное значе
ние компонент реш ения, в схеме (8) любая 
из компонент вектор-реш ения может быть 
вы брана в качестве приближенного реш е
ния исходной дифф еренциальной задачи в 
лю бой момент времени tj = j x  при равно
правности каждой из компонент у а, как до
казано в [8].

3. Дивекторизация вычислительного 
процесса. Описанная выше векторно-аддитив
ная методология, детально проанализирован
ная в [8], позволяет провести дивекторизацию 
численной модели при использовании новей
шей смещенной версии конечно-разностной 
аппроксимации Грюнвальда при решении 
многомерных дифференциальных уравнений 
дробных порядков в частных производных с 
переменными коэффициентами с заданными 
начальными и граничными условиями на ко
нечной области.

Для постановки задачи представим

Lu = Liu + L 2u, (12)

—un + 0 ( h m) = 0 (x  + hm). ( 10)

По определению порядка аппроксимации 
из [8], [9] получаем, что конечно-разностная 
схема (9), а это значит, и алгоритм (8) имеют 
первый порядок точности по времени при 
о > pH. Отметим, что выбор вещественного па
раметра о в (7), (8) существенно влияет на точ
ность метода. Так, при а  = р /2 обсуждаемые 
алгоритмы аппроксимируют уравнение (1), (2) 
со вторым порядком точности по т.

Для доказательства этого факта просумми
руем (7) по а  и введем следующие обозначения:

г ^ = - ± у п: \  г = ± £ у а,
Р 0.1 Р а=1

получим разностную схему

т+\у п+1 _  у  1
--------— + — А(Уп+1 + Y) = f  + R, (11)

т 2

где Р = ^ ~ - ^ АЛ У а 1 + Уа) ■ 
2 Р а=!

Д и = с,(Х[,х2)

Ь2 и ~ с2(хи х2)

Эаи(х ,,х2,/)
’

Spw(x,,x2,l)
дх2

(13)

(14)

где 1< а ,(3< 2 , Ci(xb х2) > 0, с2(хь х2) >  0 и с 
начальным и{хи х2, 0) = .у(х1,х 2) и граничными 
условиями Дирихле и(хи х2, t) -  Р(хь х2, t) по 
периметру прямоугольной области Р(1и х2, /) = 
= Р(ти х2, 0  = 0 для {хь х2) с О ,  где G ={(хь х2): 
/, < х, < /2 , /и, < х2 < т2}.

Рассмотрим математическую модель дроб
ной диффузии [10]:

du(xl ,x2, t)
Ы

Lu + f ( x l,x2,t). (15)

Используя формализм интегралодифферен- 
цирования дробного порядка, мы можем ап
проксимировать дробную производную Рима
на -Л иувилля [11] при 1 < а , [3<2 с помощью 
смещенной версии классической аппроксима
ции Грюнвальда [10, 11] вида
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dau(x l ,x2,t)  1 1 ^ F ( w - a )
~ Г ( - a )  T '(«  + l)

x m[ jc, - ( /w - l)A ,x 2,?J, (16)

где hxX = (x, - l \ ) ! N xA, N xt -  целое положи
тельное число; аналогично для производной 
а-порядка.

Весовые множители Грюнвальда определим 
следующим образом:

ga(™) =
Г ( т - а )  

Г (-а )Г (^  + 1)
= (-1)"

а
т

(17)

gр (т) аналогично. Введем временную сот: {t„ = их,

О<tn < T )  с шагом т и пространственную
ю„: *2(/)): * ,(0  = А + »Ахь х2(/) = /щ +у'Дх2,
/' = 0,1, . . . ,N x\ , j  = 0,1, ...,N*2} сетки, учитывая, 
что размер пространственной сетки в направ
лении X] и х2 равен соответственно

Л*2 = K l = - 2~  т' > 0 ■
N x l ^ х2

Сеточные функции и” , cx(i,j), c2(i,j), fy  оп
ределены следующим образом: и" = (хх(г), х2(/), /„), 
Ci(г,./) = Ci(x,(/), х2(/)), с2(/,у) = c2(x,(z), х2(/)) и
Л" =(*.(0,*2(/)Л).

Учитывая условие согласованности в угло
вых точках прямоугольника, начальные и гра
ничные условия определим аналогично [12].

Для решения задачи (15) используем дивек- 
торизованные модели, основанные на векторно
аддитивных схемах (8), (9), следующего вида:

/1+1 _ ~ 2
+ Ч (у"+] y , " ) + Z V r  / л+1 > 7 = 1; 2,

т p=i

^  = М ° )  = мо> 0 8 )
2 p=i

у " +1 -  V 2

- — - + 4 K +1- i '7) + I V r / " +' i = 1; 2.
т p=i

уу(0) = 0, у 0 -  фиксированно, у0 е { 1;2}.(19)

В (18) и (19) конечно-разностные операторы 
выбираются с учетом (16), (17):

А \У \ =  С" 1  a  Z  Я а  ( " » K - « +U  > ( 2 0 )
"jt, m=0

А у" = X  Яр (" * К ;-т+1 ■ (21)
т=0

Таким образом, полученная численная мо
дель (18), как и (19) при использовании (20) и 
(21), состоит из двух однотипных подзадач: с 
помощью первой определяется решение у ”*1-, 
второй -  у 2+ .

Дивекторизация как двойственное приме
нение к решению иЬходной скалярной задачи 
векторно-аддитивной методологии позволяет 
перейти к алгоритму следующего вида:

У Г ' ( и )
Кх \

('И )ТГ1(1'-'И + 1,У') =
т=О

= Fln + xf, i = l ,N x i - l ,  j  = l ,N x2- l ,

УП2+' f a j )  ~ аХСф ^ - X  Яр {т)У2+' { U  ~т  + \) 

= F2 + т/ ,  j = 1 , ^ - 1 ,  j  =  1, Nx2 ~  1,

причем для реализации по методу (18) величина 
F"(q = 1; 2) выражается через у и (20), (21), по 
методу (19 )-ч ер ез  у у0 (у0 = 1; 2) и (20), (21).

Численная реализация алгоритма осуществ
ляется параллельно в два этапа:

1) поиск численных решений у, по каждому 
фиксированному горизонтальному направле
нию х 2 = х7(к) при к = 1, N x2 -1  в точках Xi(z') 
для i = l ,N xl - 1 ;

2) поиск численных решений у 2 по каждому 
фиксированному горизонтальному направле
нию х | =xi (к) при k  = l ,N x i - l  в точках x2(j) 
для j  = 1, Nx2 — 1.

При реализации по горизонтальному на
правлению х2 = х2{к) мы получаем систему 
(Nx\ -  1) линейных уравнений, в которой каж
дое z'-e уравнение является результатом дискре
тизации в точке (xi(z'), х2(к)) и может быть запи
сано в виде

/+1
Y , ^ my T \ r n , k )  = F ^ x f ,  (22)
т=0

где коэффициенты Kim для каждого численного 
решения у"+1( т ,  к) при i = l ,N x] -1 ,о т  = 1, z' + l 
имеют вид

~ c i,mЯа0' - т +1) при m < i - 1,
при т = /', 
при т = /' +1

В вертикальном направлении реализация 
алгоритма осуществляется аналогично.

4. Численный эксперимент. Тестовые за
дачи численно решались с помощью последней 
версии системы Mathematica 5.1 корпорации 
Wolfram Research; компиляция осуществлялась 
на компьютере вида Dell Pentium PC.

При реализации алгоритмов (7), (8) исполь
зовались расщепление по двум направлениям 
хь х2, о = 2 и аппроксимация на равномерной 
прямоугольной сетке hxX -  hx2 = h, причем в 
схеме (8) за приближенное решение была при
нята вторая компонента вектор-решения.

К .: =

при =

1-С (>Яа(1) 
-С,>Яа (°) 

атс,(г,&)
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Численная погрешность методов определялась 
по формуле квадратичной погрешности (табл. 1).

Для проверки устойчивости и сходимости 
алгоритмов (7) и (8) решалась двумерная задача 
параболического типа

du{xx,x2,t) д u(xx,x2,t) д u(xx,x2,t) 
dt ^ Эх, дх\ /

+ f ( x l,x2,t )  (23)

в конечной прямоугольной области С?: {О < лс, < 1, 
0<Х2< 1} для 0 < t < T при А = 0.05.

Начальные и(0 ,хх,х г ) = 1 + ехр
+ х2 
2Х

граничные условия y,\G = u( ^ , x2j \ XiXiH;i<  в

заданном прямоугольнике.
Точное решение исходной задачи

/
u(t,xx,x2) =

V

, (  X, +Х-, t
1 + ехр —----- - ------

Я  2 А. 4А,) Г

Таблица 1

Алгоритм
х = 0.04, 
h = 0.04 ЗГ-

 н II 
II 

о
 Р

(7) 0.007379249 0.01138718

(8) 0.009946057 0.01824933

Эффективность вычислительной способно
сти обсуждаемых методов (7), (8) сравнивалась 
с такими классическими методами, как предик
тор-корректор (ПК) и метод стабилизирующей 
поправки (СП). Табл. 2 демонстрирует ста
бильность обсуждаемых алгоритмов при уве
личении точек дискретизации временной сетки.

Т аблица 2

Алгоритм т = 0.004 х ~  0.01
(7) 0.0005115975 0.002168431

(8) 0.0007722998 0.002783770
ПК 0.1056301833 00

СП 0.0558130341 оо

При решении модельной задачи (23) был 
получен вид приближенного решения, полно
стью соответствующий задачам параболиче
ского типа (рис. 1). На рис. 2 и 3 представлены 
срезы известного аналитического решения ( - )  и 
полученного численного решения ( • • • )  с ис
пользованием численного метода (7) и (8) соот
ветственно.

Ниже представлены результаты решения 
дифференциального уравнения дробного порядка 
в частных производных с переменными коэффи
циентами в единичном квадрате G:{0<JC]<1, 
О < х2< 1} для 0 < t < T следующего вида:

du{xx,x 2, t )  dl9u(xx,x2,t )
— Cl lXl J X2 ) ■ Л-

dt dx.1.9

+ C-
dx-

с начальным u(x\,x2, 0) = x 29x26 и граничными 
условиями u(0, х2, t) = и(хь 0, /) = 0, м( 1, х2, t) = 
-  х2 6 е~‘, и(хх, 1 , 0 =  хх 9 е ', при условии, что

С\(хь Хг) = , С2(х 1, х2) = , / х ь х2, t) =
Г(3.9) Г(3.6)

= -(1 + 2 х}‘1 х24 )е ‘x f  9 х26 ; u(xhх2, t) = хх29х26 е ' -  
аналитическое решение задачи.

Рис. 1. Поверхность численного решения 
у(хх,х2,1), полученная при использовании алгоритма(8)

2 4 6 8 10

Рис. 2. Срезы аналитического и{хи х2, 1) 
и приближенного у(хх,х2, 1) решений, 

полученные по алгоритму (7)

2 4 6 8 10

Рис. 3. Срезы аналитического и(хх,х 2, 1) 
и приближенного у2(хх,х2, 1) решений, 

полученные по алгоритму (8)
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В табл. 3 включены значения погрешностей 8ь 
определенные как разность между аналитиче
ским и приближенным решениями, и е2, вычис
ленные как разность между компонентами 
у?+|, у"+] вектор-решения. Полученные значе
ния погрешности £) метода (7) демонстрируют 
стабильную работу алгоритма как на крупных, 
так и на мелких сетках; результат е2 отражает 
соответствие метода (7) основному требованию 
векторно-аддитивных схем |у"+1 -  у"+| —> 0 при 
п —* со (табл. 3).

Таблица 3

(t, h) (0.1, 0.1) (0.05, 0.05) (0.025, 0.025)
£i 1,89 ■ 10~5 2,213 • 10~9 6,248 • 10'18
£2 1,21 • 10~6 1,479- Ю"10 2,877 ■ 10'19

Заключение. Дивекторизация как про
цесс расщепления при построении матема
тической модели позволяет строить алго
ритмы, обладающие полной аппроксимаци
ей, безусловно устойчивые [8 и см. цитируе
мую там литературу] и достаточно эффек
тивные при реализации.

Результаты численного эксперимента ил
люстрируют теоретические характеристики 
обсуждаемых методов. Теоретический ана
лиз [8, 9] и численный эксперимент показы
вают пригодность дивекторизации числен
ной модели расщепления как для решения 
многомерных задач математической физики, 
так и для класса задач с дифференциальны
ми уравнениями дробного порядка в частных 
производных с переменными коэффициен
тами на конечной области, к которы м сво
дятся многие задачи финансов, эпидемиоло
гии, гидрологии и т. д. [10, 13].

Автор выражает благодарность зав. кафед
рой высшей математики и математической фи
зики БГУ Н. Г. Абрашина-Ж адаевой за поста
новку задачи и конструктивные замечания при 
написании данной работы.
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