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СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА
This paper concerns the problem of the movable singularities o f autonomous nonlinear second or

der systems o f differential equations. Authors result the review o f last scientific publications o f some 
precedent years on the given problem. Considering systems of two differential equations are reduced to 
one differential equation o f the second order of the form y" = R(y, y ' ) , where R -  rational function of 
its arguments. The method o f comparison o f this equation with the canonical equations Painleve- 
Gamb'e gives the possibility to obtain the sufficient conditions under which the movable singular points 
of the initial systems are the unique poles. In the course o f a study is received the representation of the 
solutions of that systems in the form Laurent series.

Введение. Исследование особых точек 
решений обыкновенных дифференциальных 
уравнений -  одна из основных задач анали
тической теории дифференциальных уравне
ний [1-4]. Большое значение (как с теорети
ческой точки зрения, так и с точки зрения 
приложений) имеют вопросы, связанные с 
исследованием подвижных особых точек не
линейных дифференциальных уравнений и сис
тем таких уравнений. Под выражением под
вижные особые точки дифференциальных 
уравнений или систем таких уравнений будем 
понимать особые точки, положение которых в 
плоскости независимой комплексной перемен
ной зависит от начальных данных [1-6].

В 1967 г. в статье [7] были изучены под
вижные особенности неавтономных систем 
двух обыкновенных дифференциальных урав
нений «перекрестного типа»:

R](z,y), ~ ^  = R2( z,x), 
dz dz

где Rt(z,у), R2( z, x) -  рациональные функции 
вторых аргументов с голоморфными по z коэф
фициентами. Были получены необходимые и 
достаточные условия, при выполнении которых 
обе компоненты решения x(z) , y(z) не содер
жат подвижных многозначных особых точек.

В работе [8] показано, что автономная 
нелинейная система с гамильтонианом

Н (х ,у )
Р(х,у)  
Q(x,y)  ’

где Р, Q -  взаимно простые

полиномы, может иметь в плоскости независи
мой комплексной переменной только алгебраи
ческие подвижные особенности.

Статья [9] посвящена исследованию под
вижных особы х точек неавтономной системы  
второго порядка вида

dx _ а 0 + о.хх + ос2у 
dz (30 +р,х + р2у

‘ dy  _ у о + Vi* + у 2У + Уз*2 + УлхУ + У$У2 
dz  80 +6,х + 82у

где коэффициенты системы a 0 = a 0(z), ..., 
80 = 80(z) -  голоморфные функции в облас
ти D.  В ней получены условия на коэффи
циенты системы, при которых ее решения 
выражаются:

1) либо через элементарные функции;
2) либо через эллиптические функции;
3) либо через функции-решения линейных 

уравнений;
4) либо через функции-решения первого 

или третьего (при a  = у = 0) уравнений Пенлеве.
Неавтономные системы дифференциаль

ных уравнений второго порядка с рацио
нальными правыми частями по зависимым 
переменным исследованы в работе [10]. Ис
пользуя метод малого параметра и условие 
гамильтоновости, были выделены классы 
систем, обладающих свойством Пенлеве, т. е. 
имеющих в комплексной плоскости в каче
стве подвижных особых точек только одно
значные полюсы.

Основная часть. В настоящей работе 
рассматривается автономная нелинейная 
система

dx _ a 0 + a, х + a2y  + a 3x2 + a 4 xy + a 5 y2
dz Pb+Pi* + P2.y

( 1)
dy To +y1x + y2y + oc3xy + a 4y2
dz po ч р ^  + рзу

где z e D c z C ,  ( x , y ) e C 2, C = CU{°°},a0, ..., 
y2 -  комплексные постоянные, причем a 5 *0  . 
Эта система получается при исследовании бо
лее общей системы дифференциальных урав
нений второго порядка вида

dx  a 0 + a ,x  + а 2у  + a 3x2 + a 4xy + a 5y 2
dz  P0 + P,x + p2y

i

dy _ У0 + У 1х + у2у  +  у3х2 +y4xy + y5y2
dz  p0 +p,x + p2y
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Найдем коэффициентные условия то
го, что система (1) обладает свойством 
Пенлеве. <■

Выразим из второго уравнения системы (1) 
компоненту x(z); .,

л  = -Уо -  У2У -  а4 У2 + РоУ + РгУУ' (2)
~Р,/ + Yi + “ з У

Применяя метод исключения, перейдем от 
системы (1) к нелинейному дифференциально
му уравнению второго порядка

/  = М зО О ( / ) 3 +

+а2(у)(у’)2 + А(у )у' + М у), (3)
где коэффициенты рациональных функций 
А3(у), А2(у), А\(у), А0(у) определенным 
образом выражаются через коэффициенты 
системы (1).

где В2(у) =

В работах Пенлеве и Гамбье указаны необ
ходимые и достаточные условия отсутствия 
подвижных многозначных особенностей в 
решениях уравнений типа (3). В результате 
их йсрледований было выделено 50 видов 
уравнений, решения которых имеют в каче
стве подвижных особых точек только полю
сы [1-2]. :г

Итак, первым условием, при котором (3) 
обладает свойством Пенлеве, будет равенство 
нулю коэффициента р ,. Это следует из тео
рии уравнений Пенлеве -  Гамбье. Согласно 
этой теории, если уравнение (3) имеет под
вижные особые точки не сложнее полярных, 
то необходимо, чтобы правая часть этого 
уравнения была полиномом степени не выше 
второй относительно у'. При этом уравнение 
(3) примет следующий вид:

у ' = в 2(у)у'2+ в , ш + в 0(у),  (4)

РоУ1(2 а 3ро - P 2Yi) + (2a32pg + 2 а3р0р2у1 -р ^Х У  + ЗазРоРг/ + а 3Рjy3 
(PoYi + (а зРо + P 2Yi)r + a 3p2/ ) 2

В, (у) = PoYi(~За3у0 + Yi(a i + У2)) + а зР2(а 1а з + 3a 4Yi ~ 2а 3у2)у3 | 

(PoY. + (а зРо + P2Y1 )У + а 3Р 2У2 У

| ~За3Р0у0 + а 3у,(2а1Р0 -З р 2у0 - р оу2) +у12(3а4р0 + ^ ( 0 4  +У2)) ,
(PoYi +  (а зРо + P2Y1 )>’ + а зР2.У2)2

| 3a4P2yf + а1аз(а3|30 + 2р2у , ) - а 32 (ЗР2у0 +2р0у2) + а 3у,(За4р0 ~Р2у2) 2
(PoYi + ( а 3Р0 + Р2̂ Ъ ' + а 3Р2/ ) 2

Yi(a 3Yo ~ a iYoYi + a0Y?)+ |
(PoYi + («зРо + P2Yi )У + “ зРгУ У

+ a 3Yo + a 3Yi (~2cX|Yo +ЗаоУ, +2y0y2)+y12(-a 4y0 + a2y, -a ,y 2)
+ , ,2 \2 У +(PoYi +(а зРо +P2Yi)y + a3P2>'2)2

a 3Yi (3a0a 3 +y2) + yf (3a2a 3 +oc5y1)+y2 (2c^y0 ■a 4Yi2) -  «, (a^Yo+a4Yi2+2a 3YiY2) 2
.*,/ .. .. *

(PoYi + (а зРо + P2Y1 )У + (Х-АУТУ

аоаз -a^Y? + a 3yi(-2a1a 4 + 3a 5y1) + a32(a4y0 + 3a2y, -a,y2 4-y2) 

(PoYi + (a3P0 + P2Y1 )У + сцр2y2 ?
/  +

, «з(а2«з - 0 |а3а 4 -(«4  - 3a 3a s)Yi + « 3 ^ 2 ) /  + ^ « 5 /  
(ft)Yi + (a3Po -bPjYjy + ajPjy2)2
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Проведя сравнение дифференциального 
уравнения (4) с каноническими уравнениями 
Пенлеве -  Гамбье, дающее условия полярности 
подвижных особенностей компоненты y(z) и 
компоненты x(z) ,  убеждаемся, что уравне
ние (4) можно привести к каноническими урав
нениям [1-2]:

/ = 6 / , (И)

/ = 6 / 4 (III)

у" = - З у у ' - у Ъ +q(y' + y 2) (VI)
и только к ним.

Пусть выполняются следующие условия:
а 5 * 0 , Pq 5*0, У| * 0, ct] + у2 —0,

а 3 = а 4 = (3, = р 2 = 0 ,  а 2у , - а , у 2 = 0 ,  (5)

3) а 5 а 4 * 0 , Рд ^ 0 , у2 ^ 0,

а , = а 3 =р, = Р 2 = у0 = У| =0.
Тогда система дифференциальных уравне

ний (1) обладает свойством Пенлеве, т. е. имеет 
в комплексной плоскости в качестве подвиж
ных особых точек только однозначные полюсы.

Заключение. Рассматриваемая в данной 
статье автономная нелинейная система двух 
дифференциальных уравнений сводится к диф
ференциальному уравнению второго порядка 
вида у ” = R(y, у ' ) , где R -  рациональная функ
ция своих аргументов. Метод сравнения этого 
уравнения с каноническими уравнениями Пен
леве-Гамбье дает возможность получить ус
ловия полярности подвижных особых точек 
исходной системы.
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a 5Yi +6Ро =0> a iYo _ a oYi = °-
Тогда уравнение (4) приводится к диффе

ренциальному уравнению у" = 6 у 2, которое 
интегрируется в эллиптических функциях [1, 
11]. Легко показать, что решение уравнения (4) 
при условиях (5) представляется рядом Лорана:

, ' л / у г + 1 <2" с' )< + "" <б>
где с,, с2 -  произвольные постоянные [9].

Далее предполагаем, что выполняются ус
ловия (5). На основании формулы (2) и разло
жения (6) будем иметь представление компо
ненты x(z) в виде ряда Лорана:

х = - = ^ -  + . -У2..... + Д/1 +
У ,0 - с , ) 3 у, (2 - с , ) 2 У,

+ S P » ( z - c, ) 4 . . .
ь ,

Аналогично исследуется система (1) при 
сравнении дифференциального уравнения (4) с 
каноническими уравнениями (II), (VI).

В результате проведенного исследования 
имеет место утверждение.

Теорема. Пусть выполняется одна из трех 
серий ниже следующих условий:

1) а 5 * 0 , Рд 5*0, У] * 0 ,  ct) + у2 =

а 3 = а 4 = Р, = Р 2 = 0 , а 2у, - a ty2 =0,

a 5Yi ~ 6Эо =°> a oYi -а ,У 0 = 0;

2 )  065^0, Рд ^ О ,  У] 5*0, o t j + y 2 = 0 ,

а 3 = а 4 =Pl = р 2 =°> «-2У1 “ а 1У2 =0.

« 5Y1 - 6Ро = 0> a oYi ~ a iYo = Ро
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