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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ОТНОШЕНИЙ ПРЕДПОЧТЕНИЯ
В ТЕОРИИ ПОТРЕБЛЕНИЯ

One of the basic concepts of consumer theory and economics theory in general is the concept of 
preference relation of a consumer on a commodity space. In mathematical economics preference rela­
tions are given as binary relations (as a rule, that are preorder relations) on the commodity space. The 
existence of analytical representations for preference relations is the main problem of utility theory. In 
this paper we consider preorder relations that are compatible with algebraic operations of addition and 
scalar multiplication given on the commodity space, introduce the new class of step-linear functions and 
show that any compatible preorder can be analytical represented by step-linear functions.

Введение. Одним из основных понятий 
теории потребления и экономической теории в 
целом является понятие отношения предпочте­
ния потребителя, которое определяется на не­
котором пространстве товаров.

В математической экономике (см., напри­
мер, [1], [2]) под отношением предпочтения 
понимается бинарное отношение (как правило, 
отношение предпорядка), определенное на 
множестве товаров. Аналитическое представ­
ление отношений предпорядка -  это одна из 
основных задач теории потребления [3].

В настоящей статье рассматриваются отно­
шения предпорядка, определенные на некотором 
множестве товаров и согласованные с алгебраи­
ческой структурой этого множества. Как извест­
но [2], [3], отношения предпочтения такого 
класса могут быть представлены с помощью ли­
нейных функций полезности тогда и только то­
гда, когда они являются архимедовыми.

В предлагаемой статье представлен новый 
класс ступенчато-линейных функций и показа­
но, что любое отношение предпочтения, согла­
сованное со структурой векторного простран­
ства, может быть задано аналитически с помо­
щью ступенчато-линейных функций.

Ступенчато-линейные функции и пира­
миды векторных подпространств. Пусть X  -  
вещественное векторное пространство и пусть 
V -  совокупность всех векторных подпро­
странств из X . Отношение включения опреде­
ляет на V частичный порядок, относительно ко­
торого V -полная решетка, при этом точная 
верхняя и нижняя грани любого семейства век­
торных подпространств из V есть, соответст­
венно, их линейная оболочка и их пересечение. 
Подсемейство £  с: V называется цепью вектор­
ных подпространств, если для любых L, Ь'е  £  
выполняется либо L czL ', либо L'czL. Любая 
цепь £ c V -  подрешетка в V, однако может не 
быть полной подрешеткой. Цепь £  с: V, которая 
как подрешетка является полной, будем назы­
вать полной цепью. Наименьшая полная цепь, 
содержащая заданную цепь £ , называется по­
полнением цепи £ . Говорят, что цепь £  с: V мак­
симальна в подмножестве W  из V, если £  с  W, и 
для любой другой цепи £ ' с  УУ включение

£  с  £ ' возможно лишь тогда, когда £  = £ '. Если 
подмножество УУ является полной подрешет­
кой в V, то любая цепь, максимальная в УУ, яв­
ляется полной, но не наоборот.

Пусть Е0 и Е  -  заданные векторные под­
пространства из X ,  причем Е0 с  Е. Отрезок 
[Е0; Е\ := {L е  V| Е0 a  L с  Е] -  полная подре­
шетка в V с наименьшим Е0 и наибольшим 
Е  элементами. Так как [£0; е ] -  полная под­
решетка в V, то любая цепь из [£ 0; Ё\ обладает 
в [Eq^ ]  точной верхней гранью.

Пирамидой векторных подпространств в 
X  назовем любую полную цепь £  из V.

Векторные подпространства

£ 0 : = f |{ £ |Z e £ }  и Е  := (J{£ | L е £}

будем называть соответственно вершиной и ос­
нованием пирамиды £ . Из свойства полноты 
следует, что как вершина Е 0, так и основание 
Е  принадлежат пирамиде.

О любой пирамиде векторных подпро­
странств £  с вершиной Е0 и основанием Е 
будем говорить, что она является пирамидой 
над Е.

Нетрудно заметить, что любая конечная цепь 
С :-{Е 0,Е],. . . ,Е т} из V -пирамида, при этом 
если £ ( |с £ , с . . . с £ л , то Е0 и Ет -  вершина 
и основание пирамиды соответственно.

Любое одноэлементное семейство £ = { е } 
(Е -  векторное подпространство из X )  явля­
ется пирамидой, у которой вершина и основа­
ние совпадают и равны Е. Такие пирамиды бу­
дем называть тривиальными.

Пирамиду векторных подпространств с 
вершиной Е0 и основанием Е  назовем макси­
мальной, если она является максимальной це­
пью в [EqjE] := {L е  V| Е0 cz L с  Е } .

Пусть £  -  нетривиальная ( Е0 Ф Е ) пирами­
да над Е  с вершиной Е0. Каждому L е £ , 
L Ф Е0 поставим в соответствие содержащееся 
в нем векторное подпространство

£ : = ( J { £ 'e £ |£ ’c: £ ,£ '* £ } .

Из свойства полноты пирамиды следует, 
что L е  £  и либо L совпадает с L , либо L не­
посредственно предшествует L в £ .
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Вещественнозначную функцию с : х -»  R 
будем называть ступенчато-линейной, если 
над X  существует максимальная пирамида 
векторных подпространств С такая, что:

(5Ш ) с(х) = 0 в том и только том случае, 
когда х е Е0, где Е0 -  вершина пирамиды £ ;

(StL2) для каждого L е С, L *  Е0 функция

, , . О, если х е L,х > IL (х) := <
(с(х), если x e L \ L

является линейной на векторном простран­
стве L .

Приведем некоторые свойства ступенчато­
линейных функций.

Пусть с : х —> R  -  ступенчато-линейная 
функция и пусть £  -  пирамида векторных 
подпространств, соответствующая с.

1. с : х -»  R является однородной, т. е. 
с(ах) = ас(х) для всех х е  X  и всех а  е R .

2. Если L 6 С, L *  Е0 и L Ф L, тогда
а) с(х + у)  = с(х) + с(у)  для всех х,

у  е  L \ L  таких, что с(х)с(у)> 0;
6j с(х + у)  = с(х) для всех х е  L и всех 

y e L ;
в) с(х + у)  = с(х) для всех х е L и у  е £ 0.
Двойственная характеризация ступенчато­

линейных функций. Пусть L(X)  -  векторное 
пространство вещественнозначных линейных 
функций, определенных на X  и StL(X)  -  
класс всех ступенчато-линейных функций, 
заданных на X.

Семейство Т  из L(X)  назовем кортежем 
линейных функций на X , если:

а) на Т  определено отношение совершенно­
го порядка

б) для любого х е X  подсемейство

Т Х: ={ ЫТ \  /(х )* 0 }

либо пусто, либо имеет наименьший (в смысле
элемент 1Х;
в) для любого I е Т  существует х  е X  та­

кой, что Т х-*- 0  и 1 = 1Х.
Впервые семейства линейных функций, 

удовлетворяющие свойствам а) и б), рассмат­
ривались Кли в [4]. Термин кортеж линейных 
функций для таких семейств был введен позд­
нее В. В. Гороховиком в [5].

Очевидно, что любое вполне упорядочен­
ное семейство Т  из L(X)  является кортежем 
линейных функций на X.  Однако не любой 
кортеж вполне упорядочен.

Конечное семейство Т - { 1 Х,12, с
cz L(X)  образует кортеж на X  тогда и только 
тогда, когда семейство Т  совершенно упорядо­
чено и линейно независимо.

Теорема 1 [6]. Ненулевая вещественно­
значная функция с : х  -> R ступенчато-линейна 
тогда и только тогда, когда существует кортеж 
линейных функций Т  на X  такой, что

с(х) = cF(x) для всех х е X ,  где функция 
cF(x) определяется

[0, если Т = 0 ,  
x - » c F(x) = < „

\ l x(x), если Т

Следствие 1. Если ^г= { /1,/2, -
конечный кортеж линейных функций на X,  то 
соответствующая ему ступенчато-линейная 
функция Ср : х  —> R может быть определена 
следующим образом:

/, (х), если /, (х) ф 0,
/2(х), если /,(х) = 0 ,/2(х )* 0 ,

cF(x) = ' 1т_](*), если /,(х) = 0,г = 1,2, . . . ,т - 2,
L - 1( * ) * ° ,

1т(х), если /,(х) = 0, i = l,2, . . . ,т - 1.

Аналитическое представление кониче­
ских отношений предпорядка. Пусть X  -  
вещественное векторное пространство и пусть 
■< -  отношение предпорядка (транзитивное и 
рефлексивное бинарное отношение) на X.

Отношение предпорядка определенное 
на векторном пространстве X ,  назовем кони­
ческим, если:

а) х ■< у  => а х  ■< а  у  для всех х, у е Х  и 
а  € R , а  > 0 ;

б) х ^  у  =>x + z у  + z для всех х, у, z е  X.
Теорема 2. Бинарное отношение опре­

деленное на векторном пространстве X ,  явля­
ется полным коническим отношением предпо­
рядка на X  тогда и только тогда, когда суще­
ствует ступенчато-линейная функция с : х -> R 
такая, что

х < у  о  с(х -  у) < 0

и
х -< у  <=> с(х -  у) < 0 .

Вещественнозначная функция ср : х -> R 
называется сильно ^-положительной, если

ср(х) > 0 для всех х таких, что х >-0

(0 ^ х ,  х ^  0) 

и
ср (х) = 0 для всех х таких, что х ~ 0 

(0 ^ х ,  х ^  0).

Теорема 3. Пусть ^  -  коническое отноше­
ние предпорядка, определенное на векторном 
пространстве X . Тогда

х <  у  с(х -  у) < 0 для всех с е Р* 

и

х -< у <=> с(х -  у) < 0 для всех с е Р* ,

где с 6 Р* -  семейство сильно ^-положитель­
ных < - . т у п р н и а т . л  И Н ^Й НЫ Х ФУНКЦИЙ____

Щ 1ВШ ЯТ9КА
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Приложения к задачам теории потребле­
ния. Пусть пространство товаров X  -  вектор­
ное пространство и пусть отношение предпоч­
тения потребителя является коническим отно­
шением предпорядка <.

Пусть Qcz X  -  допустимое множество 
товаров. Товар х° е Q назовем ^-оптимальным 
в Q , если в Q не существует товара х e Q  та­
кого, ЧТО X ~<х° ( у  X <=> у  <Х , x j ky ) .

Задача теории потребления состоит в том, 
чтобы для допустимого множества товаров Q 
и заданного на нем конического отношения 
предпочтения ^  найти ^-оптимальный товар.

Теорема 4. Пусть допустимое множество то­
варов Q -  выпуклое подмножество про­
странства товаров X.  Тогда товар х° e Q  явля­
ется ^-оптимальным в Q тогда и только тогда, 
когда существует сильно ^-положительная сту­
пенчато-линейная функция с : х —> R такая, что

с(х -  я 0 ) > 0 для всех х eQ.

Кортеж линейных функций Х с  L(X)  назо­
вем сильно ^-положительным, если ступенча­
то-линейная функция cF, определенная в тео­
реме 1, является сильно ^-положительной.

Следствие 2. Пусть допустимое множество 
товаров Q -  выпуклое подмножество про­
странства товаров X  и пусть со dim S__ =п<оо 
(S_ := { re  X  | x z<0,0 ■< а}). Тогда для того, 
чтобы товар х° е Q был ^-оптимальным в Q , 
необходимо и достаточно, чтобы на X  сущест­
вовал конечный сильно ^-положительный кор­
теж линейных функций Х ~  ...,1к) ,
1 <к <п  такой, что

/,(х °) = m in /,.(*), г = 1,2,
xsQ ,

где Q, = Q , <2 ,+1 = | у  е  X  | h (у) = rain /,. ( x ) j ,

г = 1,2, ...,к  .
Заключение. Таким образом, в работе 

представлен новый класс ступенчато-линейных 
функций и показано, что любое отношение 
предпочтения, согласованное со структурой 
векторного пространства, может быть задано 
аналитически с помощью ступенчато-линейных 
функций (теорема 4).
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