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ЛИНЕЙНЫЕ СТАЦИОНАРНЫЕ УПРАВЛЯЕМЫЕ ГДР СИСТЕМЫ  
СО СЛУЧАЙНЫМИ ВОЗМУЩ ЕНИЯМИ 1

Linear hybrid differential-difference systems (DAD systems) are studied under action of random 
disturbances described by stochastic processes with finite number of realizations and piecewise con­
tinuous mathematical expectation (mean value). For such systems, an analogy of the well-known (for 
ordinary systems) variation-of-constants Cauchy’s formula is given. This result is applied to obtaining 
the effective parametric criterion relative controllability of DAD systems. In particular a necessary and 
sufficient condition of relative controllability with respect to continuous and piecewise continuous state 
variables, which expressed in terms of defining equation solutions, is given, as well as relative control­
lability criterion with respect to both types of variables is formulated.

Введение. На современном этапе развития 
науки и техники появляются новые возможно­
сти математического моделирования с приме­
нением компьютерных технологий, что позво­
ляет дать более адекватное математическое 
описание реальных технологических процессов. 
В результате возрастают требования к матема­
тическим моделям. С одной стороны, усложня­
ются сайи модели, с другой -  существенно уве­
личивается глубина их математического иссле­
дования. В последнее время, особенно в англоя­
зычной литературе, большое внимание уделяет­
ся математическим моделям гибридных динами­
ческих систем, где в основном рассматриваются 
конкретные дискретно-непрерывные динамиче­
ские модели либо модели с коммутацией. Сле­
дует, однако, признать, что термин «гибридные 
системы» перегружен (см. работы [1-16] и 
ссылки к ним). Гибридность означает, вообще 
говоря, неоднородность в природе рассматри­
ваемого процесса или методах его изучения. 
Термин «гибридные системы» относят к систе­
мам, описывающим процессы или объекты с 
существенно различающимися характеристи­
ками, например, содержащие в основной дина­
мике непрерывные и дискретные (и/или логи­
ческие) сигналы (переменные), детерминиро­
ванные и случайные величины или воздействия 
и т. д., что в конечном счете и определяет ха­
рактер (природу) гибридных систем.

Ниже рассматриваются гибридные диффе­
ренциально-разностные (ГДР) системы со слу­
чайными воздействиями. К таким системам 
сводятся некоторые типы дискретно-непрерыв­
ных систем и дифференциально-разностных 
систем нейтрального типа. ГДР системы, в 
свою очередь, являются частным случаем дес­

крипторных систем с запаздывающим аргумен­
том. Работа в целом примыкает к исследовани­
ям [1, 2, 14] по детерминированным ГДР сис­
темам.

1. Постановка задачи. Рассмотрим объект 
управления, описываемый ГДР системой вида:

х, (0  = A nx\(t) + A nx2{t) + + Д а д ,  t > 0, (1)

x2(t)= A2\X\(t)+ A22x2(t - h )  + B2u(t) + A t|(0, (2)

с начальными условиями

*i(+0) = (po, x2(t) = ф(т), т e[-h, 0). (3)

Здесь *,(/) e  R "1, x2(t) e  R 2 , u(t) e  R r , 
e  R m' , ti(/) e  R"12; A IU A n , Bu Д ,  A21, A22, 

B2, D2 -  постоянные матрицы соответствующих 
размеров; 0 < h -  постоянное запаздывание; 
фоб R"1 ; элементы вектор-функции ф являются 
кусочно-непрерывными на промежутке [0; +со) 
функциями; переменные xi(f), x2{t) описывают 
текущее состояние объекта, причем Х\(Г)  -  непре­
рывная, x2(t) -  кусочно-непрерывная вектор- 
функция при t > 0; u(t) -  кусочно-непрерывная 
при t > 0 г-вектор-функция (управляемое Внешнее 
воздействие); ф ), t|(f) -  внешние возмущения, 
компоненты которых представляют собой век­
торные случайные процессы, t > 0. Для простоты 
предположим, что случайные процессы Ц1) и ц(/) 
при t > 0 имеют конечное число реализаций, ко­
торые являются кусочно-непрерывны-ми при t> 0 
функциями, и математические ожидания Е£Д) = 
m(t), Ец(/) = n(t) -  кусочно-непрерывные при t > 
0 гп\- и /«2-вектор-функции соответственно.

Определение. При заданном моменте вре­
мени /] > 0 система (1), (2) называется:

1) относительно t\-управляемой по Х\, если 
для лю бых начальных данных ф0, ф, любого

1 Работа выполнена в рамках сотрудничества с Белостокским техническим университетом.
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конечного состояния х“ { е  R ”' , любых вектор- 
функций m(t), n(t), /е [0 , /,], найдется кусочно­
непрерывное управление u(t), / е  [0, t{], такое, что 
соответствующее решение X\(t), x2(t), / е [0, /)], 
системы (1), (2) с начальными условиями (3) об­
ладает свойством Ex1(/i)=  x*i;

2) относительно б-управляемой по х2, если 
для любых начальных данных <р0, ср, любого ко­
нечного состояния x*2e R " 2, любых вектор- 
функций m(t), n(t), te  [0, /,], найдется кусочно­
непрерывное управление u(t), te  [0, t{\, такое, что 
соответствующее решение Х\(/), x2(t), / е  [0, /,], 
системы (1), (2) с начальными условиями (3) об­
ладает свойством Ех2(б ) = х*2\

3) относительно ^-управляемой, если для лю­
бых начальных данных ф0, ср, любых конечных 
состояний x \ e R n' , х '2е  R"2, любых вектор- 
функций m(t), n(t), / е [ 0, t{\, найдется кусочно­
непрерывное управление u(t), t<= [О, Ц], такое, что 
соответствующее решение Х\(t), x2(t), te  [0, t\\, 
системы (1), (2) с начальными условиями (3) об­
ладает свойством ЕхДб) = дс*|, Ex2(?i) = х*2.

Задача. Найти параметрический критерий 
относительной -управляемости системы (1)- 
(3) со случайными возмущениями.

2. Интегральное представление реше­
ний. Поскольку £,(?) и т|(0 — случайные про­
цессы с конечным числом реализаций ^,(/), i -  
= 1, ..., т”, и i)j(t),j = 1, ..., п , то решения X\(t) 
и x2(t) системы (1), (2) будут также случайны­
ми процессами с конечным числом реализа­
ций Ху (0, Ху (0, i = 1, m \ j  = 1, ..., п .  То­

гда, используя представление гибридных сис­
тем по обобщенной формуле Коши [1], для 
неслучайной функции Ху (t) получаем: 

о
Ху (t) = Х \ (0  ф0 + |  Х 2 (t -  т -  h)A22i!?(x)dx +

-И
t

+ \{Х \ (t -  т)В, + х \  (t -  т) В2)и(т) dx +
О

I
+ J ( <  (/ -  x)D\ 4,<т) + Х 2* (t -  х) D2 т|/(т)) dx (4)

о
при t > 0. Здесь матрицы-функции X*(t) и 

Х \  (0  -  решения сопряженной системы

* M l  = X l { t )A n + X '2(t)A2Ut> Q , t i :k h ,  (5)
at

X'2(t) = X *(t)A i2 + X*2( t - h ) A 22, t> 0 ,  (6)

X 2* (0  = 0, / < 0, X ;  (0  = /„, e  R ^ " ' , (7)

где 1Щ -  единичная П\ х л,-матрица.

Вычислим теперь математическое ожида­
ние ЕхДТ) решения x,(f):

т* п* м* п*
Ех,(о = Z Z р*А (о=Z Z Ру А  (о фо+

1=1 7=1 1-1 7=1

0 t

+ |  Х \ (t -  х -  h)A22q(x)dx + J(Z* (/ -  х)В\ +
- h  0

+ X* (t -  х) В2)и(х) dx) + Z  Z  Pij ) x i o  -  T)£)| x
i'=l j - 1 0

X 4,<t) (7t+ ZZPij \ x 2 0-  x ) ° 2  4i CO dx =
1*1 y=l 0 

0

= X * ( 0 фо + \ x ' 2 { t - x -  h)A22q>(x)dx +
- h

t

+ \(X \ (t -  x)Bl + X* (t -  t) B2)u(x) dx +
0

+ ) x ;  (t -  x)D] z  p- m  d x + ) x ;  «  -  x)d 2 x 
0 <=1 0

n* 0

x Z / ?y 4  W ^ = ^ 1*(09o + \x'2{t-x-h)x
/=1 -h

t

x A22y(x)<h +  | ( X \ (t -  T)B\ + X*2 (t- t)B2)u(t)cIt +
о

t t

+ j x ^  (t -  x)D\ m{x) dx + j X 2 (t -  x)D2n(x) dx,(8)
о о

где pa = P(^( •) = £.<' X Ц ( • )  = Л /<') )  ~ вероят­
ность появления реализаций £/( •), Ц Д ■); р] =

= Р(§( •) = &(•)) и- р*у = Р(л (• )  = Л /  •)) -  веро­
ятности появления реализаций £,,{•) и ц ,{■) 
соответственно. Аналогично

О
Ех2(0  =  X, (t) фо + J  Х*2 (t -  х -  h)A22q>(x)dx +

- h

t
+ j(A r* (t -  x)B, + X\ (t -  x)B2)u(x) dx + Z' (T,h) x

о

T,
X A22cp(t- T ,h -h )+ ^ Z * (k h )B 2u (t-k h )  +

4=0

t I

+ |X |* (t -  x)D] m(x) dx + j x 2 ( t -  x)D2 n (x) dx +
о о

t,
+ j^Z*{kh)D 2n(t -  kb) ,

4=0

где T, = lim , символ \d\ означает це-
e->+oL h J

лую часть числа d\ матрицы-функции X ’ (•),
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Х 2 (•), Z* (■) удовлетворяют следующей со­
пряженной системе:

dX̂ -  = X \( t )A u + X \ ( t )  А2Ь t > 0 ,1Ф kh,
at

x'2(t) = X'x{t)A u  + X*2{t -  h) A22, t > 0,

X x {kh + 0) -  X ,* {kh -  0) = Z* {kh) A2l,

Z*{k h )= Z * (kh -h )A 22, k = \ , . . . ,T t , 

с начальными условиями

X \  (0  = 6, t < 0; X \  (0) = X \  (+ 0) = A2X g , 

Z ’ (0 )= /„ 2 g R '’2*''2 .

3. Критерии относительной управляе­
мости. Из представления (8) нетрудно заме­
тить, что система (1), (2) относительно
t] -управляема по х тогда и только тогда, когда 
для любого л-вектора х* g R"' существует ку­
сочно-непрерывная г-вектор-функция u{t), 
te  [0, /]], такая, что

<\
|(Х * (Г, -  х)Вх + X* {t 1 -  т) в 2)и{х) dx = х *,
о

откуда вытекает неявный критерий относи­
тельной ^-управляемости по х х: система (1), (2) 
относительно ^-управляема по Х\ в том и толь­
ко в том случае, если строки матрицы-функции 
X*x{t\ -  х)Вх + Х 2 {t\ -  т) В2, х g [0, /,], линейно 
независимы на промежутке [0, *i]. Отсюда, ис­
пользуя технику [1-3] определяющих уравне­
ний для ГДР систем, можно получить критерий 
относительной 6 -управляемости системы по хь 
выраженный в терминах решений определяю­
щих уравнений таких систем.

Теорема 1. Система (1), (2) относительно 
/i-управляема по х х тогда и только тогда, когда

r a n k [^ (/) , к = 1, Ге[0, / ,) ]  = «,,

гд еХ ](), к = 1, ..., -  решение определяющего 
уравнения системы (1), (2):

X[{t) = A u Х\_х{t) + А п Х 2к_х (0  + Вх Uk_x( 0 ,

х гк (о = л21 х\ (0 + аХ2 х 2к {t~ h)+  в2 ик ( 0 ,

к = 0, 1, ...;? > () ;  с начальными условиями

Х \ (/) = 0, X l  (0  = 0, если к < 0 или t < 0;

U0 (0) = I r , Uk {t) = 0, если к1 + t2 Ф 0.

Аналогично имеет место следующая теорема.
Теорема 2. Условие

rank \^Xl{t), к = 0, 1, . . . ,п2; Гб[0, б ) ]  = «2

является необходимым и достаточный для 
относительной ^-управляемости системы (1), 
(2) по х2.

Система (1), (2) относительно б-управляема 
тогда и только тогда, когда

rank ~A<t)

x 2k{t)
, k  = 0 ,...,i\  -f^H G fO , tx) = «, +n2.

Заключение. В работе рассмотрены ГДР 
системы со случайными возмущениями с конеч­
ным числом реализаций. Для таких систем ма­
тематическое ожидание производной xx{t) слу­
чайной функции x x{t) (непрерывной состав­
ляющей текущего положения {xx{t), x2{t)) сис­
темы (1), (2)) совпадает с производной матема­
тического ожидания этой функции, причем слу­
чайная функция х, (/) имеет конечное число реа­
лизаций -  неслучайных функций xu{ t) , i  = 1, ...,

m ' j  = 1, п ,  т. е. -^-(Exi(/)) = Е х ,( / ) , / > 0 . 
dt

Это свойство справедливо и для многих более 
общих случайных процессов. Для всех таких 
процессов имеет место представление (8) и, сле­
довательно, справедливы теоремы 1, 2. В общем 
случае, если случайные процессы Щ), г|(/), t > 0, 
понимать как совокупность случайных величин 
в различные моменты времени t (т. е. зависящие 
от t как от параметра) с конечномерным распре­
делением вероятностей, то производную слу­
чайного процесса можно понимать в различных 
смыслах (например, дифференцирование с веро­
ятностью 1, дифференцирование в среднем). В 
этом случае вопросы представления решений, а 
также относительной управляемости ГДР систем 
остаются открытыми.
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УДК 517.977

I

В. М. Марченко, профессор; 3. Зачкевич, магистр

ОБ ОТНОСИТЕЛЬНОЙ НАБЛЮДАЕМОСТИ  
ЛИНЕЙНЫХ СТАЦИОНАРНЫХ ГДР СИСТЕМ 1

The paper considers the problem of relative observability for hybrid time invariant difference- 
differential dynamic systems, i. e. linear stationary differential-algebraic systems with delays (DAD sys­
tems), some variables of which being continuous the other -  piecewise continuous. For solutions of sys­
tems under investigation, we present the determining equation algebraic techniques in order to obtain a 
series representation into solutions of their determining equations. Then several algebraic properties of 
the determining equation are studied, in particular, a generalization of the well-known Hamilton-Caley 
matrix theorem is given for the determining equation solutions and a finite number of generators in the 
span of determining equation solutions is established. As a result, we obtain effective parametric rank 
criteria for the relative observability of DAD systems.

Введение. При изучении реальных физиче­
ских процессов наряду с динамическими (диф­
ференциальными) встречаются и алгебраические 
(функциональные) зависимости. Такие процессы 
описываются дифференциально-алгебраически­
ми (DAE) системами (отдельные уравнения ко­
торых являются дифференциальными, другие -  
алгебраическими). Эти системы относятся к 
классу гибридных. Следует, однако, признать, 
что термин «гибридные системы» перегружен 
(см., статьи [1, 2] и ссылки к ним).

В работе изучается проблема относительной 
наблюдаемости для гибридных дифференциаль­
но-разностных (ГДР) систем при наличии толч­
ков, т. е. таких систем, в описании которых 
участвуют как дифференциальные, так и разно­
стные уравнения; толчки при этом описываются 
также линейным разностным уравнением.

1. Предварительные сведения. Поста­
новка задачи. История проблемы относитель­
ной наблюдаемости систем дифференциально­
разностных уравнений (запаздывающего типа) 
датируется 1972 г. [3], где эффективный крите­
рий условной (в терминологии авторов) наблю­
даемости таких систем был представлен в тер­
минах решений соответствующих определяю­
щих уравнений.

Рассмотрим простейшую ГДР систему:

x(t) = A n x{t)+ A n y(t), t>  0, (1)

у(0 = л 2, x(t) + A22y { t - K ) , t  > 0 , (2)

x(Jh + O )-x ( jh -O )  - A n z ( jh -h ) ,  j  = 1, ..., Tt ,(3) 

z(t) = A12 z(t - h ) , t >  h, (4)

с выходом

g(t) = Bx(t)  + By{t)  + Bz(t). (5)

Здесь x ( t ) e R n, y(t)e  Rm, z ( /)e R ', g ( i)e R r, 
t>  0 ; Д , е Г л, An  e  R"*"1, A2le R m*n, 
A22 e R mxm, В, g R nxr, В, e  R mxr; h -  постоянное

запаздывание, h > 0; где символ [w]

означает целую часть числа w. Будем считать 
решением системы (1)-(4) произвольные век­
тор-функции х(-), }>(■), z(-), если они удовле­
творяют уравнению (1) на интервалах 
[jh , (у + l)/z), j  = 1 , уравнению (2) -  для 
всех / > 0 ,  и уравнению (3) -  в точках jh, 
7=1,  Т, .

Для системы (1)--(4) зададим начальные ус­
ловия в виде

х(0+) = х(0) = x0, z(0) = z0, z(£) = 0, Ь, < 0, 
у(т) = ц/(т), т g [-А, 0),

где vj> е  PC{[-h, 0], R m) , PC([-h, 0 ] ,R m ) озна­
чает множество кусочно-непрерывных m-вектор- 
функций на промежутке [-/г, 0 ] .

В работе исследуется задача интегрального 
представления решений ГДР систем вида (1)- 
(4), а также проблема конечномерной наблю­
даемости системы (1)-(4) по выходу (5).

2. Алгебраические свойства решений оп­
ределяющего уравнения. Введем определяю­
щее уравнение системы (1)-(5)

х к (0  = а, хХ к_, (0  + А12Ук_, (() + Uk_, (0, (7)

Yk{t) = A2iX k{t) + A22Yk( t -h ) ,  (8)

Z{t) -  A12Z { t-h ) ,  (9)

Gk{t) = BxX k{t) + B2Yk(t), k = 0,1,...; t> 0 , (10)

с начальными условиями X k (t) = 0, Yk (t) = 0, 
Z(t) = 0, Hk(t) = 0 для / < 0  или k<  0; 
Z (0) = Im, (/0(0) = / „ , f / A(i) = 0 для t2 + к 2 * 0.

Легко заметить, что Х к (t) = 0, Yk (t) = 0, 
Z(t) = 0, Gk(t) = 0 для t *  jh ,  где у = 0,1 ,...; 
k = 0,1,...

Лемма 1. Имеют место тождества
•foo

( А . + A A L  -  А 2<*>)"' 4 . У -  I X .  № > ' ,« •=1 1...■
/=о

1 Работа выполнена в рамках сотрудничества с Белостокским техническим университетом.
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