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РАЗВИТИЕ КЛАССИЧЕСКОЙ СТАТИСТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ КОНДЕНСИРОВАННОЙ  
МОЛЕКУЛЯРНОЙ СРЕДЫ С ЦЕЛЬЮ РАСЧЕТА РЕШЕТОЧНОЙ ТЕПЛОЕМКОСТИ

КРИСТАЛЛОВ

In this article general statistical expressions for a free energy of the molecular system, which ob
tained in the frame of the two level micro- and macroscopic representation are used for a improvement 
of the statistical model of the condensed media for a thermodynamical characteristics calculation of the 
real crystal with vacancies. A limit event of low temperatures is considered. A results are compared to 
well-known theoretical data.

На основе разработанной ранее [1, 2, 3] ста
тистической модели конденсированной среды 
I юлучено единое для всех фаз аналитическое 
уравнение состояния [3], по форме совпадающее 
с уравнением Планка [4] для разреженного газа:
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Здесь 0" - к Т / е  -  приведенная температура 
(в единицах г /  к); к -  постоянная Больцмана; 
е -  глубина потенциальной ямы, например, 
потенциала Леннарда -  Джонса для простых 
веществ; со = V /  М  -  объем микроячейки, на 
которые разделен весь объем V системы из N  
частиц ( М -  общее число равных микроячеек, 
образующие гипотетическую решетку, тип и 
параметры которой необходимо определять с 
помощью, ^соответствующих статистических 
или вариационных методов); о = V /  N  -  моле
кулярный объем (значения со и о - обезразме- 
рены с помощью параметра а  в случае потен
циала Леннарда -  Джонса). . i , , j(.

Энергетический параметр А статистиче
ской теории определяет внутреннюю энер
гию U статистической модели конденсиро
ванной среды:

м м
= - £ ^ у Ф у  , (3)

М  j*i

К ij -  nij /  и 2 . (4)

Выражение (2) содержит средние значения 
потенциалов средних сил, которые описы
вают усредненное е помощью коррелятивных 
функций распределения взаимодействие час
тиц, находящихся в ячейках с номерами i и j ,
а также числа заполнения пц пары ячеек объе

мами со,- и со; ( i , j  = 1, 2, ..., М). Концентра

ция частиц n - N / М  связана с концентрацией 
вакансий с = 1 -  п , поскольку М > N .

Устанавливая аналогию между статистиче
ским уравнением (1) и феноменологическими 
уравнениями Планка, а также Ван-дер-Ваальса, 
отметим сразу, что со имеет смысл исключен
ного объема (параметры (3 и b в уравнении 
Планка и Ван-дер-Ваальса соответственно), а 
параметр А совпадает по физическому смыслу с 
параметрами а  и а в тех уравнениях.

Способность уравнения (1), первоначально 
полученного Планком для разреженного газа 
(при фиксированных значениях параметров со 
и А),  описывать фазовые переходы кристалл -  
жидкость, жидкость -  газ и кристалл -  газ обес
печивается соответствующей зависимостью объ
ема со и энергетического параметра А, от моле
кулярного объема и температуры.

Анализ поведения параметра А в облас
тях существования кристалла и жидкости 
показал, что его зависимость от объема со 
претерпевает скачкообразное (резкое) изме
нение [5] при переходе через линию фазово
го перехода кристалл -  жидкость. Это явля
ется следствием того, что унарная функция 
распределения для кристалла сильно локали
зована вблизи центров ячеек со (узлов ре
шетки), а в жидком или газообразном со
стояниях -  делокализована, т. е. практически 
постоянна внутри каждой ячейки со,- гипоте
тической решетки, а следовательно, и во 
всем объеме V. В результате средние значе
ния потенциалов средних сил (а значит и па
раметр А)  в области кристаллического со
стояния существенно зависят от объема со, 
который, в свою очередь, зависит от молеку
лярного объема о .

В области флюидного состояния А и со 
слабо изменяется с изменением объема и 
(поэтому в уравнениях Ван-дер-Ваальса и 
Планка энергетический параметр и исклю
ченный объем считаются постоянными вели
чинами).
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Применим развиваемую статистическую 
модель для расчета теплоемкости молекулярно
го кристалла ( о < 1) с вакансиями ( М  > N).

В области кристаллического состояния ве
щества 1 для' > средник значений потенциалов 
средних сил можно использовать потенциалы i 
Леннарда -  Джонса с корректирующими мно
жителями ( ц , X), учитывающими эффект его 
усреднения с помощью сильно локализованных 
функций распределения частиц вблизи узлов, 
т. е. центров примитивных ячеек решетки, а 
именно

(  ' * Л
Фij(Ri)j = 4т1

1 1

{r x )u (r x )6
(5)

У чтем взаимодействие молекулы в централь
ной ячейке с молекулами, находящимися в 12 
ближайших ячейках гранецентрированной ре
шетки ( R3 ~ %/2со ). Вместо корреляционного 
коэффициента K ir (формула (4)) введем анало

гичный коэффициент Кл , учитывающий кор- 
реляцию в заполнении пар ячеек, которые яв
ляются ближайшими соседями, т. е. принадле
жат первой координационной сфере. Тогда по
сле подстановки формул (3, 4) в выражение (2) 
получим приближенное соотношение для внут
ренней энергии разрабатываемой модели 
( К - К лц):
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Воспользуемся выражением для энтропии 
S системы N частиц [6], распределенных не 
более чем по одной в каждой ячейке (,М > N ):

F = U - T S ^  [in n + f — -1  ln ( l - n )  +
и

6 K V f 1
и \ п V

( 8)

Поскольку в состоянии термодинамическо
го равновесия свободная энергия F как функ

ция параметра и минимальна, то, выполнив 
варьирование по внутреннему параметру п тео
рии, получим нелинейное относительно равно
весной концентрации и уравнение:

dF ■' QV , \  6K V ( i  ' !3 А / т
•• —  = — — ln(l-n) + >2 -  = 0 . (9)

дп п2и п2и3 V п о )

Из условия (9) выразим концентрацию  
вакансий с ^ \ - п  :

0 о 2

с. -  ехр(Л / 0 ) , А

2 2 ПО

6 К
О
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т
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Известно, что молекулярная теплоемкость 
термодинамической системы при постоянном 
объеме определяется по формуле

' 8U^с  =
50 Л

£ / ' = —  = Щ -
N о2 Уп3о 2 п

( 12)

(13)

Здесь U’ -  внутренняя энергия системы, при
ходящаяся на одну молекулу. В первом при
ближений будем считать Корреляционный ко
эффициент" К постоянной! величиной, поэтому 
при фиксированном значении и энергия U' 
зависит от концентрации п ' которая, являясь 
решением уравнения (10), зависит от темпера
туры 0 . Поэтому теплоемкость

• ' I •:;* ff :■ :.■■■■ • ; ■
dn

С\> ’т 
А

Гд и ^  '"Г
дп Л,0 ^dQ

(14)

Частную производную [dU* / дп} найдем,

дифференцируя выражение (13) для энергии 
U* по п, при фиксированных значениях о и 0.

S = -км{п\пп + (l -  n)ln(l -  и)). (7) Тогда

Запишем далее выражение для свободной 
энергии модели, приняв во внимание уравнение ' - 
связи между ее внутренними параметрами
(п = со/ о):

(  д и * } 6 К
3 А )

1 дп J 4 2 + 2 ̂ п о n J
6 К
2 . ,2П О 2 2 V п и

(15)

Выполним неявное дифференцирование уравне
ния (10) по температуре 0 , в результате получим:

1. дп . 6К (  3 \  | 36К дп
1 - и  90 0 V п2о 2)  0п V  90

Из последнего уравнения выражаем производ
ную (9п /90)ц:
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где

М - [ 2 — ъ-д п Л П 2 ..2 Н  -2„2

50
0 U п О у _

J  1 Ъ6К_  +
с 0 n V  
А

в2| « ф Ц }  + | ' 1

В = 36К /(я 3о 4 )> 0 .

(16)
? г •

(17)

Подставив выражения (15, 16) в формулу 
(14), получим

С = -
0 2« 2[ехр(- Л /0 )+  5 / 0 ]

(18)

Проведем анализ полученного выражения в 
области низких температур, выполнив пре
дельный переход 0 —>0 (сильно охлажденный 
кристалл). Поскольку при фиксированном зна
чении объема и и 0 —> 0 концентрация п 
стремится к единице (с  = 1 -  и - » 0 ) ,  то при 
приближении к абсолютному нулю в знамена
теле выражения (18) можно пренебречь сла
гаемым 5 / 0  по сравнению с экспонентой, т. к. 
при и<1 значение А < 0 . Тогда в рассматри
ваемом низкотемпературном приближении по
лучим

С„
0 V

-ехр А - при 0 О- 0 9 )

Из выражения (19) следует, что, как и в из
вестной феноменологической полуквантовой 
модели Эйнштейна [7] для решеточной тепло
емкости кристаллов, так и в разрабатываемой 
здесь классической статистической модели 
конденсированной среды,. теплоемкость стре
мится к нулю по экспоненциальному закону. 
Выявленная аналогия в температурной зависи
мости теплоемкости при 0 —> 0 возможно явля
ется следствием того, что в модели Эйнштейна 
квантовые осцилляторы считаются независи
мыми, а в данной классической теории не учи
тывается корреляция при заполнении молеку
лами пар соседних микроячеек (коэффициент 
К] считается постоянным при варьировании 
свободной энергии). Однако остается неясным, 
почему классическая статистическая модель 
привела к тому же результату, что и квантовая 
модель Эйнштейна,

Выполним далее сопоставление формулы 
(19) с выражением Эйнштейна для теплоемко
сти С*, приходящейся на одну молекулу 
кристалла:

Видно, что частоту осциллятора v , исполь
зуемую в модели Эйнштейна, можно выразить 
через функцию А = А(о, п ) , определяемую вы
ражением (11):

hv А АкТ Ае „ . .—  ------- => v = --------- = -------. (21)
кТ 0 № h

Из выражения (21) видно, что феноменоло
гический параметр v является функцией тер
модинамических параметров состояния кри
сталла с дефектами, т. е. v зависит от молеку
лярного объема о и концентрации п, которая в 
состоянии термодинамического равновесия за
висит от температуры 0. Численная оценка по
казала, что частота v ~  10й Гц. - и

' W '-.j;. { •. . • * j г •; •; ■■: •, • ; *•'
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