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ТЕНЗОРЫ ВЕЙЛЯ ТРЕХМЕРНЫХ ЛИНЕЙНЫХ СВЯЗНОСТЕЙ
The paper is devoted to the study of action GL(3,C) on 15-dimensional space of Weyl's tensor and 

complete classification of orbits dimension less then 8.

Проведем систематический анализ тензоров 
Вейля линейных связностей на 3-мерном мно­
гообразии. Пусть М  -  дифференцируемое мно­
гообразие размерности 3. Операцию ковари- 
антного дифференцирования на М  обозначим 
V . Тензор кручения Т определяется так: 

T(X,Y)= V x Y - V yX -[X ,Y ], 
при этом в каждой точке получаем кососим­
метрическое билинейное отображение.

Тензор кривизны R имеет вид 
R(X, Y)Z = V ̂  V у Z— V /V х Z— V y\Z.

Мы будем также говорить, что V имеет ну­
левое кручение или является связностью без 
кручения, если Т — 0 .

Далее будем предполагать, что связности 
имеют нулевое кручение. Если R = 0, то будем 
говорить, что связность V является плоской. 
Если V R = 0, то связность V называется (ло­
кально) симметрической аффинной связностью.

Определим тензор Риччи Ric:
Ric(7, Z) = lr{X\-> R(X, Y)Z}.

Тензор Вейля W (или проективный тензор 
кривизны Вейля) определяется по формуле 

W(X, Y)Z = R(X, Y)Z-

----— (Ric(Y, Z)X-Ric(X, Z)Y).
n - 1

Пусть (M, G) -  однородное пространство, 
G0 -  стабилизатор произвольной точки О. Пусть 
g -  алгебра Ли группы Ли G, a g0 -  подалгебра, 
соответствующая подгруппе G0. Тогда многооб­
разие может быть отождествлено с многообра­
зием левых смежных классов G/G0, а касатель­
ное пространство Т0М  -  с факторпространством 
g/go (см., например, [7]). Тогда (g, gQ) -  соответ­
ствующая пара алгебр Ли. Аффинной связностью 
на паре (g, g0) называется такое отображение

Л : g g H Y \
где

V -  g/go>
что его ограничение на g0 есть изотропное 
представление подалгебры, а все отображение 
является go-инвариантным. Хорошо известно 
(см., например, [6]), что инвариантные аф­
финные связности на однородном пространст­
ве (М, G) находятся во взаимно-однозначном 
соответствии с аффинными связностями на 
паре (g, go).

Поскольку определенные выше тензоры 
инвариантны относительно действия группы 
Ли G0, то они однозначно определяются тензо­

рами на касательном пространстве к многооб­
разию, причем все эти тензоры инвариантны 
относительно изотропного действия.

Множество всех тензоров Вейля на 3-мерном 
многообразии образует неприводимое представ­
ление относительно естественного действия 
группы GL(3, Q . В отличие от тензора Риччи к 
исследованию пространства орбит этого дейст­
вия не применимы классические методы геомет­
рической теории инвариантов.

В работе проводится анализ и дается клас­
сификация орбит размерности менее 8 действия 
GL(3, С) на 15-мерном пространстве тензоров 
Вейля. Идея описания орбит, которая использу­
ется в работе, основана на рассмотрении воз­
можных стабилизаторов, являющихся алгебраи­
ческими подгруппами в GL{3, С) ненулевой раз­
мерности. Каждая такая подгруппа представима 
в виде произведения редуктивной (в GL(3, С)) 
подгруппы и нормальной унипотентной под­
группы.

Пусть {еь е2, е3} -  стандартный базис в V = 
-  С3 и {е \ е2, е3} -  дуальный базис в V* . Рас­
смотрим пространство Hom( Л2 V, gl{ V)) и за­
пишем каждый его элемент а  в координатах

где

а  (е, Л е,)= ^ < к,1<з а  V  е* ® G

Определим подпространство W в Н от( Л2 V, 
gl(V)) как множество элементов а ,  удовлетво­
ряющих следующим условиям:

/ _ _ / .Ot jik ОС ijk э
I , / , / __ п

&  ijk ' ОС jici "I СХ щ  0

S . 1  а 'ик = Ъ

для всех i,j, к, 1 = 1, 2, 3. 
Построим изоморфизм

X : Л2 К-> V*,

X (vj Л v2)(v3) = (vj Л v2 Л v3)/w,

где w = В] Л е2Л е3.
Получаем

Нош( А2 V, gl( У)) о  Hom( V*, gl( V)) = 
= V <S) gl(V) = V ® V*® V.
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При этом элементам подпространства W в 
Нош(Л2 V, gl(V)) (т. е. удовлетворяющим усло­
виям 1-3) соответствуют только элементы 

S2 F 0  V* = Hom( S2 V*,V*) с:V®V*® V. 
Зафиксируем базис пространства 

Wcz S2 V ® V*
(размерность этого пространства равна 15).

/

/з

/

h

/9

e(\i)
з6(H);

-2 а(13)

2е,( 12) -2е,( 13)

т 1 3^б(]з) — б(зз) ;

е(22)';
г .'3J\\- 6(22) ;

/ в -  ^ е ( 23) -  б(зз) ,  

/и : б(зз)".

г 2/2- 6(H) , 

7 4 :2 б (1 2 ) '-2 б (2 3 )  ; 

/б' 2в(12)3;

/si 2e(i3)~;

/ о - '  6(22)2- 2  e (23)3; 

У12- 26(23)';

/1 4 :  б ( з з ) ';

Здесь через б(у/ обозначена операция сим­
метрирования:

_ к _  1 Ь  К 
e W) “  (  6у  +  ер  ).

Далее отображение g/(3, С )—>g7(15, С) бу­
дем обозначать г.

Каждая подалгебра алгебры Ли gl(3, С), со­
стоящая из нилыпотентных элементов, сопря­
жена одной и только одной из следующих по­
далгебр:

0 0 X
0 0 0
0 0 0

0 X У
0 0 0
0 0 0

0 X 0
0 0 X
0 0 0

0 0 X
0 0 У
0 0 0

0 X У
0 0 X
0 0 0

0 X У
0 0 Z
0 0 0

В дальнейшем, если это не будет вызывать 
разночтений, будем отождествлять подалгебру 
а с ее образом г(а).

В найденном инвариантном подпространст­
ве берем открытое подмножество

Inv°(a) = {vg Inv(a) | Nil(GZ(3, C)v) = a}

и рассматриваем только те алгебры, у которых 
lnv°(a)*0.

Найден список подпространств пространст­
ва W и соответствующих стабилизаторов

</3>

</б>

X Z t
0 У и
0 0 -фс+Зу)/4

X 0 Z
0 У t
0 0 -(х+у)/2

< /7  + / l 3 > X / 0
Z У 0
0 0 -3(х+у)/2

< 2 / + /> 5х У Z
0 X У '
0 0 -Ъх

<-2/3/ + /> X 0 Z
0 У 0
0 0 -у -  2х!3

< 1/2/ , + I/4/ 5+ /„ >

</6-  1 / 2 / + / 0>

9х У 0
0 X У
0 0 -1х

X 0 У
0 —Зх 0
0 0 ' X

<: - 2 / 3 / + / + / 3> X 0 У
0 ~5х/3 0
0 0 X

</2 + / i > X 0 У
0 0 0 0 5jc/13 0
0 0 0 0 0 -1 Ijc/13
0 0 0

Предполагается, что переменные обознача­
ются латинскими буквами и принадлежат С.

Классифицируем тензоры Вейля со ста- 
пилизатором, нильрадикал а которого совпа­
дает с одной из перечисленных выше подал­
гебр. Найдем действие г(а) на пространстве 
1Г (в базисе/  - / « ) ,  а также подпространство 
тех  тензоров, инвариантное относительно 
(того действия

Inv(a) =  { a  е W | г(а) • a ={0}}.

• 2 /3 /+ /+ / ,> X 0 У
0 х/9 0
0 0 -1х!9

< / -  1/2/4+ / 0> X 0 У
0 9х 0
0 0 -1х

<2(1 -  а /  + (1 + а)/5>, X 1 б 0
а *2, а *0, 0 К 0
(1-42,1 +а) о  (а-1,3-а) 0 0 -у-2х!3
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< /2-/4 + 2/m> X 0 У < /9+ /2 + 2 / + / 5> X 0 0
0 X 0 0 -5/3* 0
0 0 -5х/3 0 0 X

<1/2/, + l/4/s ■+/» + 0 X 0 < / + / > X 0 0
+ 2 /  +/б> 0 0 X 0 -5/3* 0

0 0 0 0 0 х

</3+yi.+/5-2/3/!> 0 0 X
0 0 0
0 0 0

<3/io + ./5  + 2/[> X 0 0
0 -5/3* 0
0 0 X

Здесь переменные обозначаются буквами х, 
у, z , t ,u n  принадлежат С.

Полученный результат позволяет в даль­
нейшем провести классификацию локально 
однородных аффинных связностей без круче­
ния в трехмерном пространстве. Предложенная 
методика также может быть использована для 
других размерностей.
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