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The paper deals with functional-differential dynamic systems with delay. A special attention is paid 

to the hybrid difference-differential dynamic systems, i.e. to the linear stationary differential-algebraic 
systems with delays (DAD systems), with some variables being continuous the other - piecewise con
tinuous. In the paper, some open mathematical problems in the DAD system as well as results obtained 
in such a field are discussed. It should be noted that some kinds of neutral type time-delay and discrete- 
continuous hybrid systems can be regarded as examples o f DAD systems.

Введение. Автоматика и телемеханика, тео
рия передачи информации, радиология и химиче
ская кинетика, оптика и радиоастрономия, моде
лирование технологических процессов в ядерных 
реакторах, плазме и лазерах, задачи демографии и 
экономики и т. д. предъявляют всё более возрас
тающие требования к математическим моделям 
реальных систем автоматического регулирова
ния. Это, а также прогресс средств вычислитель
ной техники, широкое распространение микро
процессоров в производстве диктуют необхо
димость изучения фундаментальных проблем ма
тематической теории управления, ставят новые 
задачи для более широкого класса динамических 
систем; появляется потребность в разработке но- 
вьгх более эффективных методов изучения таких 
систем, в частности, систем с запаздыванием, а 
также динамических систем с алгебраическими 
связями, описывающих процессы, в которых как 
эффектом запаздывания, так и алгебраическими 
связями пренебречь нельзя.

При изучении реальных физических процес
сов наряду с динамическими (дифференциальны
ми) встречаются и алгебраические (функциональ
ные) зависимости. Такие процессы описываются 
дифференциально-алгебраическими (DAE) сис
темами (отдельные уравнения которых являются 
дифференциальными, другие -  алгебраически
ми). Эти системы относятся к классу гибридных 
[1—8, 10]. Следует, однако, признать, что термин 
«гибридные системы» перегружен [1-8, 10, 11—17].

Гибридность означает, вообще говоря, не
однородность в природе рассматриваемого про
цесса или методах его изучения. Термин 
«гибридные системы» относят к системам, опи
сывающим процессы или объекты с сущест
венно различающимися характеристиками, на

пример, содержащие в основной динамике 
непрерывные и дискретные переменные (сиг
налы), детерминированные и случайные вели
чины или воздействия и т. д., что, в конечном 
счете, и определяет характер (природу) гиб
ридных систем.

Имеется множество примеров гибридных 
систем. В области управления известен образец 
такой системы: линейный непрерывный неза
висимый от времени объект, описываемый ли
нейными дифференциальными уравнениями 
(математическая модель основывается на запи
сывающем устройстве непрерывного действия), 
управляется дискретным линейным независи
мым от времени регулятором, заданным урав
нениями в конечных разностях (используется 
записывающее устройство дискретного дейст
вия). Эти типы систем обычно изучаются на 
слоях под названием систем дискретных дан
ных или систем цифрового управления.

Другой стандартный пример гибридной 
системы управления -  система коммутации, где 
поведение может быть описано конечным чис
лом динамических моделей (системы диффе
ренциальных или разностных уравнений) вме
сте со сводом правил для переключения среди 
этих моделей.

Еще одна область теории гибридных систем -  
изучение качественных свойств (например, ус
тойчивость) динамических систем, описываемых 
дифференциально-разностными уравнениями с 
разрывными коэффициентами, систем с перемен
ной структурой динамики.

Имеется много причин для использования 
гибридных моделей -  это, прежде всего, адек
ватность данных моделей, обоснованное их уп
рощение, использование цифровых машин (уп-
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равление с помощью компьютерных программ); 
гибридные системы возникают при моделирова
нии иерархической структуры реальных систем 
управления, в частности, при описании динами
ческих, дискретных, стохастических подсистем, 
комплексных систем и т. д.

Несмотря на бурное развитие теории гиб
ридных систем, предмет изучения этой теории 
однозначно не обозначен (см. работы [1-8, 10, 
11-17] и ссылки к ним). Поэтому в качестве 
первоочередной задачи этой теории представ
ляется

Задача 1. Построение математической мо
дели общей гибридной системы.

1. Некоторые математические модели 
гибридных систем. Рассмотрим дескриптор- 
ную функционально-дифференциальную сис
тему с последействием нейтрального типа

о
-к?)-4- |<71.В(?,х)и(/ + .у)д >t0i

-А

( 1)

Здесь G(t, s), A(l, s), B(t, s) -  матрицы-функции 
с ограниченным изменением по второму аргумен
ту на промежутке [-/?, 0], где h -  некоторое поло
жительное число; и(-) -  управляющее внешнее 
воздействие.

Вводя вспомогательную вектор-функцию у(-), 
систему (1) запишем в «гибридном» виде:

о о
А О -  |  dsA(t, s)x{t + х) + j d sB(t,s)u(t + х),

-A - h

(2)
q ..

x(t) = y(t)+. \ d sG(t,s)x(t + s ) , t > t 0.
-A

Если меры Стилтьеса в (2) являются 
дискретными, сосредоточенными в точках 
—hj, j  = 0,1,...,/; 0 = h0 < hi<:..< hi = h и мера 
dsG(t, s) исчезает в нуле, получаем гиб
ридную дифференциально-разностную (ГДР) 
систему.

Под общей ГДР системой с сосредоточен
ными запаздываниями будем понимать сле
дующую:

А О -  £ U u j  (t)x(t ~ hj )  1 Л у  ( 0 х ...
7=0 (3)

x y ( t - h j )  + By ( t )u ( t - h j ) ) ,  

у(0 = £  ( л 21 ; (t)x(t - h j )  + А22 ■ (t) X
>о ' (4)

x y ( t - h j )  + B2j (t)u(t -  hj )), T > 0

с начальными условиями

x(to +0) = x(t0) = xQe R \

д:(т:) = ф ( т ) , у ( т )  = 1)/(т), (5)

» (т )  = ф ) , т б [ 10 - V o ] ,

т. e. систему, описываемую дифференци
альными и разностными уравнениями. Здесь

AUj( t ) e R A 12j( t ) e R n™,  A2y( t ) e R m*n,

A22J( 0 e Rmxm , BXj( 0 e Rnxr,B2j( t ) e R mxr ;

j  -  0,1,...,/; причем A22о(0 ~ 0, компоненты век
торных функций \|){t), cp(0, 4(0» t e [ К  /о],
а также управляющего воздействия м(-) рас
сматриваются в классе кусочно-непрерывных 
функций. Соответствующее решение системы 
(3)-(5) будем обозначать символами

x(t) = x(t; t0, х0, ф, ф, %, и),

АО = у(0 to, хо, Ф, Ф, и), t > t 0.

Отметим, что системы (3), (4) содержат, как 
частный случай, системы с запаздывающим 
аргументом нейтрального типа с одной сторо
ны, а с другой -  сами являются частным случа
ем дескрипторных систем (1) с запаздывающим 
аргументом. Если коэффициенты ГДР системы 
(3), (4) являются постоянными матрицами, то 
такая система называется стационарной. Про
стейшая стационарная ГДР система имеет вид

x(t) = Anx{t) + An y(t) + Bxu{t), (6)

У(0 = A2lx(t) + A22y(t - h )  + B2u(t), t > 0. (7)

В случае, когда мера dxG(t, s) исчезает в ну
ле, а вектор-функция дс(-) абсолютно непрерыв
на, системы с последействием вида (1) изуча
лись в работах (см. работы [18-20] и ссылки к 
ним). Если же вектор-функцию х( ) считать ку
сочно-гладкой и непрерывной, вектор-функцию 
А ')  — кусочно-непрерывной, то приходится рас
сматривать их гибридные аналоги (2)—(4), тео
рия которых к настоящему моменту частично 
разработана [3, 4, 6-8, 10, 15] лишь для случая 
кратных запаздываний.

В этой связи представляют интерес сле
дующие задачи общей теории гибридных сис
тем (2)-(4).

Задача 2. Постановка начальной задачи, 
обеспечивающей существование решения.

Задача 3. Получение интегральных пред
ставлений решений (обобщенная формула Ко
ши) нестационарных систем.

Задача 4. Представления решений стацио
нарных систем путем разложения в степенные 
ряды с запаздывающим аргументом, которые 
можно квалифицировать как обобщение пред
ставления решений обыкновенных линейных
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стационарных динамических систем на основе 
матричных экспонент.

Отметим, что для систем (3), (4) с кратными 
(соизмеримыми) запаздываниями задачи 2-4 
решены в работе [10], где, в частности, предла
гается новая постановка начальной задачи 
Коши, обеспечивающая существование и един
ственность решения задачи. Для нестационар
ных систем получено представление решений в 
виде интегралов на основе решений соответст
вующих сопряженных систем, что обобщает на 
их известное для обыкновенных систем пред
ставление по формуле вариации постоянных 
(формула Коши). Для стационарных систем 
дано представление решений в виде рядов по 
решениям соответствующих определяющих 
уравнения системы (1).

2. Элементы качественной теории управ
ления в ГДР системах. К качественной теории 
управления относятся такие важные проблемы 
математической теории управления, как управ
ляемость, наблюдаемость, двойственность, ста
билизация, модальное управление, реконструк
ция, реализация переходных отображений, 
построение канонических представлений ГДР 
систем и др.

Определение 1. Система (3), (4) называется 
относительно Н  -  ^-управляемой при Д > to,

если для любых векторов г0 е 1 " ,

любых допустимых начальных данных у ( ), 
ф(-), £,(•) существует допустимое управление 
м( ) такое, что соответствующее решение сис
темы (3}-(5) обладает свойством

x(tl) — И *1
y if  i).

— п
,У\.

Определение 2. Система (3), (4) называется 
полностью Н  -  ^-управляемой при t\ > t0 + h, 
если требование (8) заменить следующим усло
вием:

У\
и

x(tx + 1) O'

y(t\ +t)_ 0

Задача 5. Найти параметрические критерии 
относительной и полной Н  -  t\-управляемости 
ГДР системы (3), (4).

Задача 6. Для управляемых ГДР систем (3), 
(4) изучить двойственные ГДР системы наблю
дения и соответствующие задачи наблюдаемо
сти, двойственные задачам относительной и 
полной Н - 1\-управляемости.

Отметим, что некоторые результаты по 
управляемости и наблюдаемости простейших 
ГДР систем имеются в работах [3, 4, 6-8, 10].

Обобщением сформулированных задач 
управляемости являются задачи М" -  (s,t) - и 
(s, ^-управляемости, которые для систем с за
паздывающим аргументом сформулированы в 
работе [21] и которые можно рассматривать 
как игровые задачи преследования однотипных 
объектов, когда начала движения преследую
щего и преследуемого объектов не совпадают.

Задача 7. Исследовать задачи К" и
(s, ^-управляемости для ГДР систем (3), (4) и 
двойственные им задачи наблюдаемости.

Классической в теории регулирования и 
теории динамических систем является пробле
ма их устойчивости (особенно асимптотиче
ской). Рассмотрим, например, невозмущенную 
простейшую ГДР систему (6), (7):

u(t) — 0 при / > 0. (9)

Следуя методу Эйлера в теории обыкно
венных дифференциальных уравнений отыска
ния решений системы (1) в экспоненциальной 
форме х (/) = ея'с ,, у  (?) = ея'с2 , получим ха
рактеристическое уравнение вида

det * - A i  

, - 4 .

12

1 ~ ^22е
-Mr

= А(Л) = 0 , 1 е С  (10)

для системы (1), где С -  поле комплексных 
чисел. Корни уравнения Л(А,) = 0 назовем ха
рактеристическими значениями системы (1). 

Имеет место следующее утверждение. 
Утверждение. Условие

R e^,<0 для Д(Я,) = 0, Х е С ,  (11)

является необходимым дЛя каждого из сле
дующих типов устойчивости:

1) асимптотической;
2 )  экспоненциальной;
3) Li  -устойчивости системы (6), (7), (9).
Задача 8. Исследовать взаимосвязь различ

ных задач устойчивости для Г ДР систем, а так
же найти необходимые и достаточные условия 
их разрешимости.

Для обыкновенных динамических систем и 
систем с запаздывающим аргументом качест
венная теория управления и наблюдения хо
рошо развита (см., например, работы [4, 9, 15, 
19, 21] и ссылки к ним) и имеет важные прак
тические приложения. В связи с этим из дру
гих нерешенных задач этой теории для ГДР 
систем уместно указать на следующие про
блемы.

Задача 9. Модальное управление, стабили
зация и реконструкция ГДР систем.

Задача 10. Построение канонических пред
ставлений управляемых и наблюдаемых ГДР
систем.
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Задача 11. Реализация переходных отображе
ний в различных классах (шкалах) ГДР систем.

Исследование задач 9-11 для частного клас
са ГДР систем -  систем с запаздывающим аргу
ментом можно найти в работах [4, 9, 15, 19, 21].

Задача 12. Построение содержательных 
математических моделей реальных физических 
и производственно-экономических процессов, 
описываемых ГДР системами.

Заключение. В работе обсуждается природа 
гибридных динамических систем, приводятся 
примеры гибридных дифференциально-разност
ных систем, формулируются некоторые нерешен
ные задачи теории ГДР систем, даются ссылки на 
известные результаты в рассматриваемой облас
ти, например, для частного случая ГДР систем -  
систем с запаздывающим аргументом
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