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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ФОРШ СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ
МАГНИТОЖИДКОСТНОГО УПЛОТНЕНИЯ

The r e s u lts  o f a numerical m odelling o f the axisym m etri- 
ca l fre e  su rfa ce  in the m agnetoflu idic se a lin g  d evice fo r  a 
ro ta tin g  s h a ft in case  o f the hyperbola-shaped co n cen tra to r 
of-m agnetic f ie ld  are presented .

1. В магнитожидкостных уплотнениях (МЖУ) вращающихся ва
лов (см.Рис.1)магнитная жидкость(МЖОдерживается внешним не- 
однородньм магнитным полем, которое создается кольцевым маг
нитом 1 и фокусируется концентратором 2 магнитного потока 3 в 
зазоре между концентратором и валом 4 . Магнитные силы 
о'^еспечивают равновесие некоторого объема МК при воздействии 
внешнего перепада давления и центробежных сил. Существенным и 
мало изученным фактором является деформация свободной по
верхности МЖ при высоких скоростях вращения вала. Обычно фо
рма поверхности считается заданной либо рассчитывается на 
основе предположения о ‘независимости распределения скорости 
от формы поверхности [1 , 21 . Однако эти предположения сущест
венно ограничивают область применения получаемых результатов. 
Даже при сравнительно небольших скоростях вблизи вала форми
руется воронка, которая оказывает влияние на распределение



По Мере увеличения скорости воронка проникает в область 
узкой части магнитного зьзора. При этом радиус кривизны мени
ск а , обусловленного смачиванием вала,может уменьшаться насто
лько, что приводит к заметному вкладу капиллярного давления в 
общий Заланс сил. Характерный размер магнитожидкостной пробки 
в Ш  составляет 1мм,а масштаб капиллярного мениска на два 
порядка меньше,что делает зада-у экспериментального исследо
вания деформации свободной поверхности чрезвычайно сложной.
В настоящей работе проведено численное моделирование этого 
явления.Учитывается действие сил внешнего магнитного поля, 
центробежных сил, магнитного и капиллярного скачков давления 
на поверхности.

2 . Постановка задачи.В К1честве базовой математической 
модели используем систему уравнений гидродинамики однород
ной несжимаемой изотропной ли;.айно-вязкой жидкости с по
стоянными коэффициентами переноса, дополненную силой взаимо
действия с  магнитным полем в приближении равновесной намаг
ниченности [ 3 ] .

Используем также предположения геометрического характе
ра. При ламинарном режиме течения и в отсутствие эксцентри
ситета между концентратором и валом магнитные и гидродинами
ческие поля обладают осевой симметрией. Однако и з-за  малой 
относительной ширины магнитного зазора правомерно плоское 
приближение, в которс... уравнения движения записываются в ло
кальной декартовой системе координат, а вращательный харак
тер движения учитывается сохранением центробежной силы. По
местим начало координат на поверхность вала (которую считаем 
плоской), ось х направим в радиальном направлении, г  -  в 
осевом, у -  в азимутальном. Тогда для стационарных полей по
лучим

pbj _’W  = тр2^, = 0 ; (1)
= -vp + тр2$х + |и0М?н + р/г0г^1х ; (2)

-  x (n) = Я72ф, - (3 )
где г0 -  радиус вала, и -  азимутальная составлявшая скорос
ти; = и !  + v  Ё -  вектор скорости вторичного (вихревого) 
течения; t x , Ё -  орты координатных осей и поля соот
ветственно; М = 1 + X» X *  М/Н, x <n) *  X ~ М,н -  нелинейная 
магнитная восприимчивость. Запятая перед переменной в индек
се  здесь и далее означает дифференцирование. •

В пноском приближении иобъем" жидкости представляет



собой плоскую фигуру площадью Q, ограниченную замкнуть л кон- ' 
туром I ,  который включает осевые сечения 1 (П  и I (s) твердых 
и свободных поверхностей,соответственно. В свою очередь,1(П 
и l i s )  состоят из двух односвязаных контуров: l (f1 -  из се 
чения плоской поверхности 1(р) г се- эния концентратора 1 (с>, 
а _1<5) -  из сечений двух свободных поверхностей i (s1

! Буд-31 полагать, что вал и концентратор далеки от маг
нитного насыщения и их магнитная восприимчивость ц (С) » ц,  
что позволяет задать граничные условия для магнитного потен
циалу в виде

ф|г (Р ) , -  %  - const” <р|г (с ) = ° ;  (4)
Здесь Г(р) и f (o) -  осевые сечения плоской поверхности и 
концентрат эра соответственно (они включают 1 (р) и i (c) как 
составную часть).

На твердых границах выполняются условия прилипания:

Ч , ( Р )  -  "о  "  С0П51' * | , , « ,  -  о . * Ч , т  = °  (5)
На свободных поверхностях отсутствует нормальная составляю
щая скорости, а касательная составляющая Нг напряженности 
и нормальная составляющая М0 (НП + Мп) индукции поля непре
рывны. Полагая, что свободная поверхность МЖ контактирует со 
слабшагнитной средой, намагниченнойгь которой М = 0 , полу
чим для l (s)

* в “ Ф<е) ~ Ф<1> -  Ф.*®*- 0 . (6 )
Здесь и далее индексами i ,  е отмечены гяличины на внутренней 
и внешней сторонах поверхностного слоя МЖ соответственно. 
Уравнения контуров ! (s ] и внешней к ним нормали зададим в 
виде f  = £(s> = x(s>£ + z(s>£  , fi = - z ' t  + x ' S  ,X S X 2
где s -  длина дуги контура, отсчитываемая от начальной точ
ки, расположенной на поверхности вала; штрих означает диффе
ренцирование по s .

Если пренебречь вязким-’ напряжениями во внешн ' среде, 
то касательная и нормальная проекции уравнения равновесия 
свободной поверхности принимают вид

О*, (7)
(8 )

и. = 0 , v -  ави(| Л  Х,П
р { -  Ро "  Zv . П + ^0МП/2 = °®*

где ж /х' / г ' (Э>
кривизна поверхности (положительная, если поверхность жидко
сти выпукла); р0 = const -  давление вишней среды; о -  ко
эффициент поверхностного натяжения.



Проинтегрировав проекцию уравнения ч2 ) на контур I 
вдоль этого контура, получим распределение давления на гра
нице объема MX:

Р _ . . .  9
P ( i ) -v>m+ ^ JMdH + ^  jV 'dx + т) f l f ,  dl -  (10)

н о i 1. . .  о
где Pq , wJ0 -  давление и вихревая скорость в точке отсчета; 
w = S  -  завихренное ь в кричного течения. Положительное
направление на контуре задается касательным ортом 
Записав уравнение (10) для замкнутого контура I ,  найдем урав
нение для потока завихренности:

-  г) § w,ndl = р/г0 # t^dx. (11)

Контуром интегрирования здесь может быть не только граница 
"объема", но также любая замкнутая линия тока вторичного те
чения, так как на ней выполняет я условие непротекания vn=0, 
которое используется при получении (11) ,  а также (10) .

Выбрав в качестве точки отсчета начальную точку s = 0 , 
из (8 ) ,  (10) получим уравнение, описывающее распределение 
давления на свободной поверхности:

о® = р£и -  рс М0 (? MdH + /2]

( 1 2 )
p f l / r ^ d x  -  v^/2)  + r } ( j^ ,nds -  2v  ) .

v о о
Это уравнение дополняется условиями постоянства объёма 

MX (Q = const )  и угла смачивания жидкостью поверхностей вала 
и концентратора (<х = c o n s t ) .  Азимутальную скоросто и магнит
ный потенциал представим в виде

0 . 1  о  1
V « U + V, т = ф + ф, (13)

где Ь -  распределение азимутальной скорости без учета возму
щений, вносимых вторичным течением, ф -  потенциал внешнего 
поля. Как следует из ( 1 ) , ( 3 ) - ( 5 ) ,  (7), невозмущенные поля яв
ляются решениями задач 

°  }
о ; и <р>

■72ф = о;

о*
°1
ф

и\

.(р)

, г СО 

= <Ро-

о; v,  I , .= о;  *’ n|j(sy
о,

(14)

(Н ,< ‘=5* ° ' (15)

а возмущения удовлетворяют неоднородным уравнениям и однород
ным граничным условиям.

5 условиях уплотнений MX близка к магнитному насыщению и 
магнитная восприимчивость х , определяющая отношение возмуще
ний поля к внешнему полю, является мальм параметрам. В линей-



ном приближении магнитные слагаемые в уравнении -\Z) можно 
представить в виде 

н ^
/ MdH * X MdH + Mhe + jhJ%h - %(n)h J;

о о о <1 *

„  s^n *  M„ ( s V

где B >  -  м -  M(H),  x  -  X(H>, ft -  Й -  Я. S -  орт 
внешнего ..оля.

Приняв в качестве масштабов: расстояния -  минимальную 
ширину магнитного зазора l Q, азимутальной скорости -  скорость 
поверхности вала uQ, давления -  комплекс р#« ру? 1  /г  намаг
ниченности -  намагниченность насыщения М£ , напряженности поля 
-  максимальное значение поля Нс в зазоре, скорости вторично
го течения -  его максимальное значение возмущений поля

h -  намагниченность насыщения Mg , возмущений скорости у -

комплекс Rey^ (такой выбор определяется уравнением ( I ) ) ,  
в линейном по малому параметру Xi приближении из ( 1 1 ) , ( 1 2 ) 
получим

8
« В о ;1-  /MdH + X i g * £ +  MhJ + с + FJ/i^dx

P f t ,

(17)

где Xi =
C

„  „ n?J r 3/2
F = -U .0 Q__ • R _ pyo*o «

д а л  ’ ■ -„1/2
у -
V1 Ŵ 5_ __ w w yj £-> .. ^

1= "  f w’ nd l ’ Bom= ^0MsHc l 0/o ~ магнитно а число Бонда, 1

= /i^dx;

C -  const.  Основным критерием, определяющим искривление сво
бодной поверхности под действием центробежных сил, является 
модифицированное магнитное число Фруда (параметр вращения) F.

Расчет формы поверхности с учетом всех факторов, вклю
ченных в уравнение ( 1 7 ) ,представляет собой весьма грс. -дкую 
задачу. Оценки показывают, что параметр V, мал. Положим,V = о, 
полностью исключая^влияние вторичного течения. Пренебрежем

также слагаемым XiMiv, содержащим малый параметр X i. Следует 
отметить, что малые значения Xi в общем случае не гарантируют 
малого влияния возмущений поля на форму поверхности вследст
вие обусловленного ими специфического механизма поверхностной 
неустойчивости. Оценки, выполненные в рамках приближения (41 
показывают, что в условиях уплотнения эта неустойчивость п о -’



«иатартгд  сильным градиентным полем. Вместе с т а *  сохраним 
слагаемое XiM2 /2, которое по порядку величины сравнимо с  от
брасываемым, но не вносит в расчет особы- трудностей. Капил
лярное давление (17) ,  в  котором кроме малого параметра Во; , 
содержатся производные высшего порядка, следует сохранить для 
описания мениска вблизи твердых поверхностей.

Рассмотрим магнитный зазор, образованный плоской повер
хностью и гиперболическим концентратором магнитного потока. 

Уравнение контура f (с)

л?х

в этом случае имеет вид 

z2 ____ l i_  _ - 2
СОа2р s in 2p cos^p

а .

Здесь t -  минимальная ширина зазора, x ,z  -  размерные коорди
наты, р °- предельный угол гиперболы (см. рис. 1 ) . Такая фор
ма концентратора позволяет получить аналитическое выражение 
для внешне-о магнитного поля, отражающее основные особенности 
распределения поля в магнитном - взоре реальных Ш .  В этом 
случае удобно ввести координаты эллиптического цилиндра С»  ̂
(С 1» т < 1 ) . связанные с декартовыми координатами соотно

шениями: _ л/ -
X *  аст , г  = a t (С2-  D O  -  Г  П '  (18 ) .

• г  т chu *  (г++ г~)/2, % = c o s t  -  (Г+-  С~)/2Т 
где и, t  -  специальные координаты,

r‘ - [ g + «)% Ш Т г- - Ш - ’М П
Контуры f и f (c)  совпадают с координатнши линиями:

*  *  0  ( t  -  гс/2) и т = cos р ( t  = Р). 
Сформулировав задачу (15) в координатах u , v , легко 

получить ее решение в  виде <р = ( t  -  р)/(х/2 -  Р ). йз него 
находим распределение внешнего поля

Н .  Н s in  р /т/% (cos б е х -  s in  S e g ) ,
= r+r " ; j

(19)

где 1

cos Ъ Н
<p0c tg  Р 

Т (-Л72"- ?У *
(20)

В дальнейшая рассматривается ситуация, когда перепад 
давлений внешней среды на свободных поверхностях раве« нулю
и ось у  является линией симметрии.

для задачи ( 1 7 ) - ( 2 0 )  бьш составлен 'конечноразностный 
аналог, определенный в области z 5 О. Основные расчеты про
водились на равномерной и неравномерной сетках с  числом ра
збиений: 100 -  на свободной поверхности и по 20 на валу и



концентраторе./На свободной поверхности неравномерна., сетка'  
сгущалась вблизи точек контакта жидкости с твердыми поверх
ностями. Решение проводилось методе:* последовательных при
ближений. На каждой итерации сначала с помощью метода гра
ничных постоянных зле.лентов [ 5 1 решалась задача (14) и опре
делялась скорость на свободной поверхности, найденной на 
предьщулей итерации. Положение свободной поверхности затем 
уточнялось с учетом полученного нового распределения скорос
ти путем решения задачи ( 1 7 ) - ( 2 0 ) .

•' 3.  Результаты расчета. Приведенные ниже результаты полу
чены при фиксированных характерных значениях (3 = %/4 Xi =
= 2тс*10- г , Ёот = 200. Проводились, контрольные расчеты при 
Xi = 0 , которые показали незначительное влияние этого пара
метра на характристики свободной поверхности. Варьировались 
параметр вращения F, безразмерный "объем" U = Q/Z2 и угол 
смачивани: (контактный угол) ос.

На рис. 2 представлены результаты типичного расчета фор
мы свободной поверхности. Как видно, наиболее чувствительным 
к изменению F параметром свободной поверхности является коор
дината zQ точки контак~з с  валом, равная половине длины смо
ченного жидкостью * частк.- вала (сокращенно -  полу длина смачи
вания). Положение точки контакта,расположенной на концентра
торе, изменяется слабо. На рис. 3 ,4  представлена эволюция 
длины смачивания при постепенном наращивании параметра F и 
фиксированных U и ос, а также при нараг вании объема U и фик
сированных ос и F. Параметром относительной деформации свобод
ной поверхности может служить отношение е = z0/zQmax, где 
2отах ~ л ш н а  смачивания при F = 0 . В качестве условной гра
ницы, разделяющей область больших и малых деформации, выберем 
е = 1/2. Соединив точки, соответствующие в = 1/2 для различ
ных U , получим кривую половинного деформирования поверхности 
(штриховая линия на рис.З).  Значен: i параметра вращения F 1/2, 
при котором достигается половинное деформирование, является 
своеобразным показателем жесткости поверхности, зависящим от 
"объема" МЖ. Как видим, эта зависимость характеризуется нали- 
чием максимума F t/2<’ 2 , 2 .  Соответствующее ему значение "объе
м а", которое находится в диапазоне 4 , с < U < 9 ,.можно принять 
в  качестве оптимального для МШ? с гиперболическим концентра
тором магнитного потока.



Рис. 2 .  Формы свободной F с .  3 .  Полудлина смачивания 
поверхности при U=4,53, в зависимости от скорости 
о=тс/2 , вращения при о=х/2

Следует отметить асимп
тотический характер уменьше
ния длины смачивания от па
раметра вращения в  области 
больших деформаций. Поэтому 
определение предельного зна
чения Р , соответствующего 
стягиванию участка :мачивания 
в точку, представляет трудно
сти. Не исключено, что этот 
предел отсутствует. На прак- '* 

Рис. 4 .  Полудлина смачи- тике максимально достижимые 
вания в  зависимости от значения Р будут сильно зави- 
объема жидкости при а=тс/2 сеть от уровня возмущений в

реальной физической системе. 
Важным параметром свободной поверхности является-без

размерная кривизна мениска вблизи поверхности вала жо»1о/йо 
(dQ -  радиус кривизны мениска). По мере увеличения скорости 
вращения и приближения воронки к линии симметрии dQ для сма
чивающих жидкостей становится в несколько десятков раз мень
ше ширины зазора I q . Как видно из рис. 5 ,при а  = X/4 достига
ется аео х<» 7 0 . В этом случае радиус кр’твизны do  «  3  мкм (при ,



l  = 0 ,2  мм), а капиллярное давление, препятстр^шцее вытесне
нию жидкости из магнитного зазора центробежными силами, сос
тавляет б/do w 0 ,1  атм. (при б = 0 ,0 3  Н/м). Магнитные силы 
обеспечивают перепад давления w 0 ,5  атм и, следовательно, сма
чивание является фактором^заметно увеличивающим надежность 
работы МЖУ при высоких скоростях вращения вала.

После центробежных сил, вовникающих при азимутальном 
движении жидкости. рг£ /т %  можно разложить на потенциаль
ную и соленбкдальную составлящ ие. Потенциальная составля- 
щ ая уравновешивается градиентом давления, а соленоидальная 
—  возбуждает в  объеме жидкости вторичное течение Сог
ласно (11 ) ,  поток завихренности, характеризующий интенсив
ность вторичного течения, однозначно выражается черес цир
куляцию центробежных сил. Вклад в циркуляцию на жестких уча
стках контура I ( т . е .  на I ( f ) ) равен нулю, что позволяет 
представить её в виде

При использовании в этих выражениях распределений ско
рости на свободной границе и на оси симметрии, найденных при 
решении сформулированной выше задачи, получим первое прибли
жение для W. Представленные на рис. 6 результаты расчета поз
воляют сделать некоторые выводы относительно характера вто
ричного течения. При небольших "объемах" ( U $ 3 , 5 )  внутрен
няя составляющая циркуляции WC0) превышает периферийную со с-

Рис. 5 . Зависимость кри- Рис. 6 .  Зависимость циркуля- 
визны мениска от скорости ции центробежных сил от объе- 
вращения вала при и = 2 ма жидкости при а  = тс/2

75|зев di= %/ц
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тавляшщую W(s)r  при достигнутый значениях F и будем иметь 
W < О. В этом случае на оси симметрии жидкость движется от 
вала к концентратору, а на свободной поверхности -  в обратном 
направлении. При умеренных и больших "объемах" (W > 3 , 5 )  име
ет место смена знака: W > 0 пр** малых скоростях, W < 0  -  при 
больших. Так, например, для U = 4 ,5 3  смена знака происходит 
при F = 0 ,3 8  . Если в "об эме’’ реализуется одна конвективная 
ячейка, то смена знака W означает изменение направления цир
куляции жидкости. Возможен также другой сценарий. При малых 
F в "объеме" между -'сью симметрии и свободной границей обра
зуется конвективная ячейка с положительной циркуляцией. Одна
ко по мере углубления воронки вблизи оси симметрии зарождает
ся и прогрессирует вторичная ячейка с  отрицательной циркуля
цией. При достижении некоторого F интенсивность движения в 
обеих ячейках выравнивается и циркуляция для всего  объема об
ращается в нуль. При дальнейшем увеличении F вторичная ячейка 
подавляет основную, оттесняя ее  в застойную зону, примыкающую 
к поверхности концентратора вблизи точки контакта. Чтобы оп
ределить, какой из вариантов реализуется в действительности, 
требуется более детализированная модель. На основании полу
ченных данных можно лишь утверждать, что в практически важной 
области невысоких значений параметра вращения (F < 0 , 5 )  де
формация свободной поверхности является фактором, препятству
ющим развитию вторичного течения.
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