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ПоЬтРОЕНИЕ И ИССЛЕДОВАНИЕ ВАРИАНТА МЕТОДА 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ОРТОГОНАЛЬНОЙ ПРОГОНКИ ДДи 

ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ С ПОГ1 анслоем

' For ai» ordinary differential equation with the boundary 
layer condition and a small parameter at the higher derivative 
modified method of differential orthogonal elimination is sug­
gested.'. The method involves the regularization factors which 
neutralize? a rapid increase of the solution gradients ir the 
boundary lav >r zones.

Рассмотрим типичные граничные задачи с пограничным слоем и 
фиксированным малым параметром при старшей производной:
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Численное решение таких ь-дач сопряжено с рядом существенных 

трудностей, проявления которых неочевидны и многообразны, в час: 
тности, наблюдается понижение порядка сходимости разностных схем 
и неравномерная сходимость их на равномерных сетках.

Для сохранения устойчивости, обеспечения сходимости и других 
свой тв для решения этих задач предлагается вариант метода диф 
ференциальной ортогональной прогонки (м. д. о. п.) с введением в 
зонах погранелоёв регулирующих множителей.

Суть м. д. о/п. состоит в следующем.
Рассмотрим граничные задачи для системы о. д. у.

у Ь а«МУ< +а<*(*>Уг +f<(xl
у/ = а *  М у ,  + а*  &

с граничными условиями:
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где ̂ iic(se) , ((«,'« )-l ,2), f i fa )> js fa )~  непрерывны на [Ы,£] 
«4- - j k - f c  - заданные постоянные. Предполагается,что существу­
ет и единственно искомое решение задачи (3,4), которое обозначим 
через уч(р6) и уг (os). В виде системы (3) можно представить любое 
линейное о. д. у. типа (1,2), причем коэффициенты (Сбудут за­
висеть от £ , т. е. TStQlK(Tt <£). В свою очередь, граничные
условия (4) являются весьма общими, что позволяет рассматривать 
более широкий класс задач.

Введём вспомогательную фун;дию &(%) и новые н<" известные 
функции U (:? ) и по формулам:

и  « rnf (OP £)^ (x )h n  & {%) +7Пг (Я  £ )уг  (x )a o i  9 (х )*у ( 5)

(а* t y e f a )  \ ^

где &>0 )> 0  > ^gC^jS ) ? О - функщи,. в известной ме­
ре моделирующие профили пограничных слоёв. Выбор их в вонах по- 
гранслоёв должен быть согласован с поведением функций yf(^ - ) , 

и должен быть таким, чтобы произведения niifc & )& (£) 
и *ьл(т£>)уг ( х ) были з необходимой мере стабилизированы.

Из соотношений (5,6) получим выражения для %■,(?*) и tyefajl

*hfc&)y: (Z)~Stn&(x)u(ai) + coi &(%>) (?)

т& fa, fa ) ~ £ O i& (v )u (x ) - sin  6>(э?) гг(& ) (8)
Щюдифференцировав (5,6) и заменив в полученных выражениях ̂ /(х ) 
И Y ifa ) по формулам (3) , a y t(x )  > ys { x )  ~ uo формулам (7,8), 
будем иметь следующие уравнения:

u ' - 6 1f( v ) u  + b ^ (x )V  + { х ) ;  \  <9)

V * -  b f a ) U  + £>ы(Х)1Г * (10)
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где аргументы у всех функций опущены для простоты записи.
Продвигавши М.Д.О.П. можно ооуивствить ™да когда ™стеиу 

уравнений (9,10) удастся разделить. Положим Ь ^ р ) • ш  у

7 ^ a4 4 \ ^ ^ ^ m̂ pm0SK)
Таким обравом. о. д. у. для Фикции 0» ) ,  « (* } .
их можно решать последовательно, сначала уравнение (И), эат.м
(9) и, наконец, (10). .

Определим начальные значения для этих функций.

H n » ( ° - ) ‘ z t ' \  - С12)
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Еачаоное условие для функции W  определим в точка г- Ь . 
Эхо будет иметь место при ,

r/L ) ~ ±  \ТЛ-̂ 7Г7л &’Л } а т М ) ) и ( 6  )  ]  (14)
. ____^ г _  ZJ&tf)-------— г: Ь *9 & ) * &•предположении, что ̂ тг(*£ )



Теперь функцию V"(x) можно найти ка [#,£]. как решение задачи 
Коши для о. д. у. (10) с начальным условием (14) в точке 
Это и будет обратная прогонка. После определения функций &№), 
U. (ре), #~(х) искомое решение - функции yf(x ), У л (х ) находятся 
по формулам (7,8). Проверкой легко устанавливается,что найден- ' 
ные таким образом функции t f i /x ) , / £( х )  являются искомым реше­
нием.

Замечание 1. Мы рассмотрели вариант м. д. о. п., в котором сна­
чала переносится слева направо левое граничное условие, что даёт 
преимущество в случае, когда погранслой имеет место на правом 
конце отрезка. Аналогично строится вариант м. д. о. п. в случае, 
когда погранслой для задачи (3) с условиями (4) имеет место 
на левом конце отрезка. В этом случае преимущественной будет 
левая ортогональная прогонка.

Возможен также случай, когда граничная задача имеет два по­
граничных слоя. Для этого случая предлагается форма двусторонней 
ортогональной прогонки, в которой компромиссно соединяются пра­
вая и левая ортогональные прогонки в некоторой внутренней точке 
яр>€.(а,&)' Регулирующие множители £ ) , исполь­
зующиеся на отрезке [&,&], выбираются с учётом пограрслоя в 
точке 3? = & ; аналогичные регулирующие множители )  ,

■, использующиеся на отрезке учитывают погран-
слой в точке X . Как правило, эти регулирующие множители су­
щественно различны, поскольку существенно различной является их 
роль и область определения. Мотивы выбора положения точки Х0 .в 
известной мере сходны с мотивами разбиения области интегрирова­
ния в методах множественной пристрелки.

Рассмотрим приложение этой модификации м. д. о. п. к численно­
му решению граничной задачи с двумя погранслонми С-13.

-  У  (я ) - О; о т  £1, £-/>/.* (16)

у (о) ~  * ;  y(*J = * • * (16 )

В силу симметрии компромиссную точку целесообразно взять в сере­
дине отрезка. Таким образом, полагаем Хо =0.5. *Замораживание * 
коэффициентов в точках X «43 и X «1 и анализ собственных значе­
ний характеристического уравнения дают определённое представле­
ние о характере поведения в погранслоях. С целью понизить рост



' I
градиентов решения в погранслоях были выбраны регулирующие мно 
жители в следующем виде:

£ )зГ  м'Чяё)=<?£>(£- <<?(<- £ )&+S ';  о <.? *  с> /*•

* ? № ) s  1  4  ) * & ( £ - i ) x + £ l ( f - i ) z  * 9 i - g \  0 . & Я 4 1  .

Результаты вычислений с этими множителями отражены в табл. 

Табл. Численное решение задачи (15,16) с двумя norjанслоямм

X 6>С&) УС*]

.000 1. 57080 1.00001

.012 2. 77595 .01604

.050 2. 26089 1 .6466Е-09

.200 1.76011 3. 0075Е-34

. 500 1. 61041 1. 5618Е-38

.950 . 86 j69 1. 6167Е-09

.990 . 42432 . 04439

.998 1. 24459 . 36941

1.000 1.57080 . 99998

В табл. > приведены значения решения у (х )ъ некоторых, на 
наш взгляд, наиболее существенных точках сетки и на концах от­
резка, в частности, получено: у (0) =1.00001 и (̂1)=. 99998.
Эти значения Контролируемы и их сравнение с условиями (18) го­
ворит об очень высокой точности результатов.

В пользу предлагаемой методики говорят также свобода в вы 
боре методов решения задач Ко: и, кеоб: одимый порядок точности, 
возможность использования переменного шага интегрирования.
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