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СТАТИСТИЧЕСКИЕ НЕРАВЕНСТВА В СВЕРХРЕГУЛЯРНЫХ 
СТАТИСТИЧЕСКИХ ЭКСПЕРИМЕНТАХ

Statistical inequalities in conditions of regular statistical experiment are considered. It is shown, that 
at an amplification of regularity conditions (superregular) can be obtained a system of inequalities 
which is generalization of an inequality of Cramer. The obtained system expands theoretical base for a 
determination of qualitative limiting performances of the arbitrary moments of errors of estimations. It 
is marked, that definition moment a value of estimations of errors of the higher orders allows taking into 
account no Gaussian the form of an error distribution.

Одной из распространенных задач стати- 
пики и ее технических приложений, исполь
зующих статистическую обработку данных, 
ивляется задача оценивания информационных 
параметров по результатам наблюдения. Важ
ный элемент этой задачи -  оценка качества по
лучаемых результатов как с точки зрения срав
нения методов и алгоритмов оценивания, так и 
и целях нахождения предельных, «неулучшае- 
мых» оценок.

В этой связи значительные достижения 
теории оценивания связаны с понятиями со- 
i юятельности, эффективности, достаточ
ности. Возможности использования теории 
достаточных статистик для отыскания не
смещенных оценок с минимальной диспер- 
| ней восходят к работам Фреше (1943), Кра
мера, Сэвиджа (1946), Рао (1945), Колмого
рова (1950) и др. Обширная библиография, 
посвященная этому вопросу, приведена, на
пример, в [1, 2].

В условиях регулярного статистического 
зкеперимента известны статистические не
рп венства Крамера -  Рао -  Фреше, Бхатта- 
чария, Чепмена -  Роббинса, Баранкина -  
Кифера и др., среди которых наиболее яс
ный физический смысл имеет первое; с по
мощью его можно определить нижнюю гра
ницу среднеквадратичной ошибки оценки 
ннраметра.

Рассмотрим статистический эксперимент, 
^растеризуемый произвольным кортежем (ве
роятностным пространством) £={R, U , Р}, где 
\ц .ц  \ -  измеримое пространство (пространст- 
Ко значений); -  множество событий, которое 
можно наблюдать в стохастическом экспери
менте; Ы -  алгебра событий (о-алгебра),Р={Ре, 
•><1 0} -  параметризированное семейство рас
пределений (вероятностная мера).

Цель статьи состоит в том, чтобы показать, 
чю при некотором усилении условий регуляр
ное ги неравенство Крамера -  Рао -  Фреше до
пускает обобобщение на случай оценок мо
ментов произвольных порядков

Будем рассматривать задачу оценивания 
i пппярного параметра в условиях регулярного 
1 кинетического эксперимента, для которого 
предполагается, что

1. |О) -  непрерывная функция наг;

„ дР( г 113)2. — ^ —  — существует и непрерывная 

функция на г;

3- / Ф.„ = м
Г / э я /

2 '
-  информация Фи

шера существует и является конечной.
Пусть имеется однородная независимая 

выборка г = {/],...,гп} наблюдаемых данных, 
принадлежащая распределению с плотно
стью Рй=Р(г|тЗ), где д е  0  и 0  -  интервал 
на действительной оси. При фиксированном 
объеме выборки г выборочным пространст
вом является дг-мерное евклидово простран
ство R = /?", на котором задана плот
ность Рв , г е R .

Усилим стандартные условия регулярности 
следующими условиями:

[ p u , J P ( r \ i »
ж

существует V i=0,...,m.

2 . / , ■ М { К /р. ] г} существует и конеч

но V /=(),...,/и, М{} -  символ математического 
ожидания.

Заметим, для однородной независимой вы
борки при i = 1 величина „ является информа
ционным количеством Фишера (информация 
по Фишеру о параметре i3), которая определя
ется формулой I]in~nl 1,1, где обозначено

/ | , = М  {[Э/пРв / ЭтЗ]2} .

Введем обозначение АтЗ = яУ — т>, где 
тЗ’ = Gt)(r) -  оценка неизвестного параметра по
результатам наблюдений вектора г.

Рассмотрим функцию смещения, которую 
определим как

*;(£) = jA fl 'P ^ r, F„(i3) = j / y r  = 1. (1)

Продифференцировав функцию смещения 
по параметру тЗ i раз, получим
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2
F™ = д‘Р(Ъ )Ш 1 ^ a ^ A W P ^ d r ,  i=0,..jn. (2)

>0 R
Коэффициенты atj, как можно показать ме

тодом индукции, определяются системой ре
куррентных выражений:

« =0, V i<j,

% = l V /=/', i, j=0,...,n%

■^0=Н Гг!, V i , j— 1,...,/д ^

Коэффициенты образуют нижнюю тре
угольную матрицу Л размером т х т . 
Пример матрицы А размерностью 5x5 при
веден ниже:

1 0 0 0 0
-1 1 0 0 0

А = 2 -4 1 0 0
-6 18 -9 1 0
24 -96 72 -16 1

Заметим, что матрица А обладает следую
щим свойством: обратная к матрице А матрица 
/Г ' состоит из элементов | ап | , т. е

г т 1 га .. = К ОL о J L

Для приведенной в качестве примера мат
рицы А получим

1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
2 4 1 0 0
6 18 9 1 0

24 96 72 16 1

Воспользуемся указанным свойством мат
рицы А для решения системы линейных урав
нений (2). С учетом векторно-матричного пред
ставления (2) получим

\a ,j\F ^ , (4)
r i=о

Преобразуем левую часть (4). Умножим и 
разделим подынтегральное выражение (4) на 
величину Р(г | тЗ), возведем в квадрат и вос
пользуемся неравенством Коши -  Буняковско- 
го -  Шварца как частным случаем общего не
равенства Гельдера [3]:

|Д д ‘[Р»]К<'>[Рв } К г <

-  |  At)2' Д, dr |  [  Р$/Рь ] 2 Д  dr.
( 5 )

Таким образом, окончательно получим не
равенство

I K I
h  о ( 6 )

< М {ДчЗ2'} М ]2}, 1=0,... т.

В случае /=1 из выражения (6) непосреда 
венно следует неравенство Крамера -  Рао 
Фреше. При i—2 из (6) следует

[2 + 4f;(1) +F2(2)]2 <A/{A i34} м |[ /^ 2)/Ре ]2}, (7)

а в случае i=3
[б +18F,<1> + 9 P f > + F3(3) ] 2 <

< м  { а д ' }  м | [ р й(3)/ д , ] 2}.
(«)

Параметр /,> можно определить как информа 
цию по Фишеру порядка i относительно оцеш!
ваемого параметра тЗ. Величины М |д # 2' j  ха

рактеризуют четные параметры формы, плотно 
сти распределения вероятности Рд (ДтЗ) ошибки
оценки параметра чЗ. Заметим, что классически!' 
неравенство Крамера -  Рао -  Фреше определяйi 
лишь нижнюю границу среднеквадратическп,\ 
ошибок оценок. Коэффициенты h u  /Зд в сравнс 
нии с /,,, для некоторых типовых распределении 
приведены в таблице.

Для несмещенных оценок из выражения (6) 
получаем

М  {ДтЗ2'} > ifM  {[Р^/Р6 J } 1. (9)

В случае наличия п данных наблюдений и 
однородной независимой выборки при 1=2 m 
неравенства (9) следует формула

М {ДтЗ4} > 4(п121 + 2п(п - 1 ) 1 )-1. (10)

Коэффициенты правой части неравенства (10) 
приведены в нижней строке таблицы. Для оценок 
с згщанным смещением эффективная оценки 
удовлетворяет равенству в формуле (6), а для i к 
смещенных -  в формуле (9). Знак равенства в вы
ражении (6) или в частных случаях (7) и (8) дня 
соответствующих индексов i на основании нерп 
венства Гельдера обеспечивается при условии

Р"/Ръ=К1(г, тЗ)АтЗ', (I I)

где Kt{r, 1З) -  функция, не зависящая от гЗ*, но 
может зависеть от тЗ и г.
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Т а б л и ц а
Информационные количества Фишера для различных распределений

Распределение
х2

е 2ff! /\/2 п о Хе~х 5'(x2+ jc2) 1 h i aSech2(coc)/2

/и а 2 X2 2 s 2 4a2/3

2g 4 X4 s'4 16oc4/5

h,\ 6&6 X6 21s614 1472a6/ 105

M{AtT} 2с4/п2 4/Х(2п-1)п 8.94/«(n-l) 45/4a4n(10n-l)

В качестве примера рассмотрим случай i=2, 
Югда из (11) следует

Р^/Рд = К 2( г , т $ 2- (12)

Пусть К2(г,-д) -  К2 = const . Решение диф
ференциального уравнения (12) дает распреде- 
/шние, содержащее линейную комбинацию вы
рожденной гипергеометрической функции, со- 
шветствующей дифференциальному уравне
нию вырожденной гипергеометрической функ
ции Куммера и многочлена Эрмита [4]:

■Д( в*в-—) 2
Pf)(i = 2) = Cle 2 Н 1(k4M ) +

~2
гг о •

+С2е 2 „ /) ( - ,— А #).
4 16

Константы Ci и С2 определяются из задан
ных начальных и граничных условий, наклады- 
мемых на распределение Р<}.

Введем в рассмотрение безразмерные куму- 
иинтные коэффициенты у„= j t n/a ”, где п -  ку
мулянты. В частности, yt=Xi/<3=m/<5, т -  символ 
математического ожидания; у2=1, у3 -  коэффи
циент асимметрии; у4 -  коэффициент эксцесса.

Как известно, отличие кумулянтов при п >2 от 
нуля свидетельствует о существенной негауссо- 
Ноети распределения ошибки оценки. Следова- 
и'льно, использование алгоритма оценивания со- 
н ржащего только два уравнения для среднего и 
шсперсии становиться неэффективным и требу

ется дополнять алгоритм оценивания уравнения
ми для высших кумулянтов.

Таким образом, во-первых, получена система 
статистических неравенств для случая усиленных 
условий регулярности (сверхрегулярности) стати
стического эксперимента, что является обобще
нием неравенства Крамера -  Рао -  Фреше. Во- 
вторых, рассматриваемая система расширяет тео
ретическую базу для нахождения качественных 
предельных характеристик произвольных момен
тов ошибок оценок (в частности, коэффициента 
эксцесса). В-третьих, определение моментных 
значений оценок ошибок высших порядков по
зволяет рассматривать негауссовскую форму рас
пределения ошибок и, соответственно, получать 
более качественные оценки за счет включения в 
алгоритмы оценивания уравнений кумулянтов 
высших порядков, например кумулянтов третьего 
и четвертого порядков.
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