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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ГИДРОДИНАМИЧЕСКИХ ТЕЧЕНИЙ И 
СРЕДНЕЙ ОРИЕНТАЦИИ МОЛЕКУЛ В НЕМ АТИЧЕСКИХ ЖИДКИХ

КРИСТАЛЛАХ2
The independent coefficients of the tensors, describing mutual interaction of 

■ flow of nematic liquid crystals and their orientational order, are ca’culated ap
proximately^ Fokker-Planck equation for rotational distribution function.

Взаимосвязь между характеристиками течения и ориентацией молекул 
проявляется в кинетико-гидродинамических процессах, что приводит, в Частно
сти, к возеикновегию соответствующих вкладов в коэффициенты вязкости. Об
щие формулы, описывающие эту взаимосвязь, приведены в работе одного из ав-
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торов (Немцова В.Б.), пуиликуемой в настоящем сборнике. Ниже используются 
формулы и обозначения упомянутой работы.

Целью данной работы является приближенный расчет независимых коэф
фициентов, входящих в тензоры Ещ, Хщ и . При расчете используется

приближенное решение уравнения Фоккера-Планка [1] для вероятности перехо
да от начального к текущему состоянию системы ориентируемых частиц.

Выражения для рассчитываемых тензоров через их независимые коэффи
циенты определяются с учетом симметрии нематических жидких кристаллов 
Они приведены в указанной выше работе.

В дальнейшем будем считать вклад ориентационных степеней свободы в 
■микроскопический тензор напряжений определяющим. Такое предположение 
вполне оправдано, так как ориентационный порядок является главной особенно
стью исследуемых сред. В качестве микротензора напряжений будем использо
вать тензор напряжений, полученный в работе Кузуу и Дои [2]. Указанный тен
зор напряжений уже нашел применение при расчете коэффициентов вязкости 
нематических жидких кристаллов в работах японских исследователей [2].

В отличие от названной работы, в нашей работе используются строгие 
выражения для материальных коэффициентов в виде временных корреляцион
ных (’ ункций. Так, тензор Еущ представляется корреляционной функцией пото

ка тензорного параметра порядка и тензора напряжений и может быть записан в 
виде

00
EiJtl = JJdTdr„Jrfrc-e'r„(OV̂ (0«(ro)«(r0>r,0. (1)

О

где £ (Г 0 ) - плотность вероятности равновесного распределения, g (F 0j Г J )  - 

плотность вероятности перехода из состояния Гд в состояние Г к моменту вре

мени t.
В рассматриваемой среде релаксация по трансляционным степеням свобо

ды происходит гораздо быстрее, чем по вращательным, поэтому для ^ (F g ,F ,f)

используем выражение из работы [1], отвечающее гидродинамической стадии 
эволюции, где, в свою очередь, учтена более быстрая релаксация по угловым 
скоростям <5 по сравнению с релаксацией единичного вектора С, направленно
го по длинной оси молекулы-ротатора:

g ( r o , r , f )  П ( 2я*г )

2 гко 
ТкТ

(
1 + —Ю?

м?
кТ д

g(co,c,t)  (2)



Здесь I  - момент инерции молекулы, к - постоянная Больцмана, Т - абсо

лютная температура, С, - коэффициент вращательного трения, - момент па

ры сил, действующих на 7/-ю молекулу со стороны всех ее соседей,

д д
~  elstcs ос. (3)

- оператор дифференцирования по /-ой проекции вектора малого угла поворота 
молекулы на оси координат. Функция g (c Q ,c ,t) подчиняется диффузионному 

уравнению, решение которого рассмотрим далее.
Момент пары сил определяется в приближении среднего поля выраже

нием

М п( с ) =  3kTbSem tcsnt co s©, (4)

в котором величина Ъ характеризует интенсивность взаимодействия избранной 
молекулы со всеци окружающими ее соседями, S  - скалярный параметр порядка, 
rij - директор, cos©  = njCj.

Факторизация в соотношении (2) пространств угловых скоростей и ориен
таций позволяет выполнить в (1) предварительное усреднение по угловым ско
ростям. В итоге с учетом выражений
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d im =  2 ( cjcm ~ ) (6)

тензор Ejjfcj приводится к виду
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Входящая в (7) функция g (c 0, c , t ) подчиняется диффузиозному уравне

нию

L g =  О,

в котором линейный дифференциальный оператор L имеет вид [3]



L = D a 2
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где D - коэффициент вращательной диффузии, D =  .

Диффузиозное уравнение для g(CQ,C,t) при начальном условии

g ( c 0 ,c ,0 )  =  5 ( c - c 0 ) (9)

имеет формальное решение

# ( с 0 , с, О =  eLtS(c -  c u ). (10)

ВыпоАнив в (7) с учетом (10) интегрирование по времени и пространству 
начальных состояний, привлечем перестановочное соотношение LgK =  gAJC,
справедливое для произвольной функции К  [4] (новый оператор Л приведен 
ниже), и получим

1!*
* 9 kTbS 9 kT

2^ Eijkl  ̂ Eijkl > (11)

Eljkl ~ ([(rijCj +  njCj)cOS© -  2CjCj COS2© ] ^ / )  , (12)

Eijkl ~ ( ( j S  i j-C iC j)^ )- (13)

Функция удовлетворяет уравнению

( Л - е Г 17'„ = Ч'„, (14)
Л = Ло+Л|,

причем

Ап = D ‘  s 1 , а
\дс\т дс, ' ~  сj cm

т dcjdcm)

A \ = ~ D l ^ eijkcj  9кТ дсг

(15)

В соотношениях (12), (13) и далее символ (...) означает усреднение по

равновесной функции в пространстве ориентаций.
7]у представляет собой упомянутый выше микроскопический тензор на

пряжений [2]:

Тк1 =  ЗкТх[(скС[ -  ± 5 kl) + bS(ckcl c o s2© -  с*и/)]. (16)



Коэффициент X } читывает удлиненность формы молекулы, 

X =  ( а 2 — /?2 ) / ( а 2 +  р 2 ) , а  н р  - длины полуосей осесимметричной молекулы.
Для определения соотношение (14) преобразуем в дифференциальное 

уравнение

(Л -е )Ч  ‘Ы =ТЫ. (17)

В данной работе представим результаты, отвечаюпще учету основного 
приближения, когда Л = Л 0. Решение (17) в этом случае легко разыскивается, 
так как Ты представляется линейной комбинацией неприводимых декартовых
мультипольных тензоров второго и четвертого рангов, являющихся собствен
ными функциями оператора А0. В итоге решение уравнения (17) приводится к

виду

Ч'и(с) = a, cos2 @6# + a 2ckni cos© + а 3С[Пк cos© +

+ а 4с£С/'+ а sckci cos © , (18)

где коэффициенты ОС определяются соотношениями

а 1 =

а 4 =

kTybS IkTxbS
а ?  = ------ z~z ■> а 3 =
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При усреднении в (12) и (13) средние произведений различных комбина
ций вектора ориентации с рассчитывались с учетом симметрии среды. Для вы
полнения громоздких преобразований использовалась система аналитических 
вычислений REDUCE.

В результате указанных вычислений для независимых коэффициентов 
тензора Е щ  получены аналитические выражения через средние значения чет

ных различных степеней косинуса угла мужду направлением длинной оси моле
кулы и директором, которые имеют вид

Е] =  M p i ^ c o s 2 ©>[(6S)2 +1 IbS  -  20] +  (cos2 © )2[8(65)2 -  28bS  +  20] +

+ (cos2 © X cos4 ©>[—14(6o)2 + 26651 + (cos 4 0  )[-7 (6 5 ')2 +  3bS  - 1 C] +

+ 6 (b S )2 (cos4 ©>2 +  (cos6 ©>[9(6S2) - 1 3651] -  \ b S 2 )<cos8 ©> +  6 5  +  10},



Е2 = _ ? X ^ {<cos2 ey[(bS)2 + 1 1 6 5 -  20] + (cos4 ©>[(65)2 -  25 65 +10] + 
160

+ (cos6 ©>[-5(65)2 + 1365] + 3(65)2(cos8©>+ 65 + 10}, (20)

E3 = _ ^ { ( c o s 2 ©>[(65)2 +1165 -  20]+(cos2 0 ) 2[24(65)2 -  8465 + 60]+ 
160

+ (cos2 ©Xcos4 0 )[-4 2 (6 5 )2 + 7865] + (cos4 © )[-23(65)2 + 5965 -  50] +

+18(65)2 (cos4 ©>2 + (cos6 ©X37(65)2 -  6565] - 1 5(65)2(cos8 ©> + 65 + 10}

(21)
>

£4 = _^ Z " {< cos2©>[13(65)2 -  5965 + 60]+(cos4 0>[-49(6S)2 +12565 + 60]+ 
160

+ (cos6 ©)[51(65)2 -  6 5 6 5 ] -15(65)2<cos8© > -6 5 -1 0 } , (22)

Es * {(cos2 ©)[7(65)2 +1965 -  60]+(cos4 ®>[-l 1(65)2 -  8565+50]+
160

+ (cos6 @ >[-ll(65)2 + 6565] + 15(65)2(cos80> + 65 + 10}. (23)

Тензор кинетических коэффициентов определяется корреляционной

функцией проинтегрированных по объему системы тензора напряжений и пото
ка директора и записывается в форме

'JJ Л-„ЛТи (0)*< Г0)£< Го,Г,ОЛ0 (О, (24)
пкТ 0

Л N
= К -

v=l

После усреднения по угловым скоростям в (24) получим

(2S)

Выполнив расчеты аналогично предыдущему случаю и компьютерные 
аналитические преобразования, находим

îlk = h eiltnknt + ^2eiktnlrĥ  - (26)

где



X,= ^ [ < c o s 2 0X 3(65)2 + Ю65) -  1065<cos4 ©>- 3(65)2<cos60>],
40

(27)

A. 9 = _M T"[<cos20X7(W)2-1065)-<cos4©X10(65)2 -1065)+3(65)2<cos6©)
40

(28)

В коэффициенты вязкости вносит вклад автокорреляция тензора 7]̂  . Она

представляется в виде 

1

t,jkI ~ пкТ
а'г.и =  — iT ^ ic y V ^ . (29)

Преобразуя (31) аналогично предыдущему, находим явные выражения для 
коэффициентов разложения тензора :

а[ = - ^ f ? .{<cos2 0>[(65)2 +1 \bS -  20] + (cos2 0>2[8(65)2 -  28bS + 20] +
160£>

+ (cos2 0><cos4 0>[-14(65)2 + 2865]+(cos4 0>[-7(65)2 +365-10] +

+ 6(65)2(cos40>2 + (cos60>[9(65)2 -1 3 6 5 ]- 3(65)2<cos8 0 )  + 65 + 10},

(30)

4  = 3}X6Q̂ ” {(cos20)[(65)2 +1165 -  20] + (cos40)[(65)2 -2565 + 10] +

+ (cos6 0)[-5(65)2 +1365] + 3(65 )2 (cos8 0 )  +10}, (31)

a\ = 3} ^ -  {(cos2 0)[(65)2 + 1165- 20] + (cos2 0 )2[24(65)2 -  8465 + 60] +
160£>

+ (cos2 0)<cos4 © >[-42(65)2 +  7865?]+(cos4 0>[-23(65)2 + 5965 -  50]+

+18(65)2 (cos4 0 )2 + (cos6 0>[37(65)2 -  6565]-15(65)2 'cos8 0> + 65 +10]

(32)

°5 = {(cos2 0>[27(65)2 + 7965 + 60]+(cos4 ©X~69(65)2 +14565 -  50]+
160D

+ (cos6 ©>[57(65)2 -  65 6 5 ]-15(65)2(cos8 0> -  65 -10}, (33)



cL =  «cos2 ©)[13(65)2 +3965-60]+(cos4 © X-l 1(65)2- 10565 +50]+
160Z>

+ (cos6 ©>[-l 7(65)2 +  6565]+15(65 )2 (cos8 0 )  + 65 +10}, (34)

a'i = {(cos2 ©)[(65)2 -  65 -  60]+(cos4 ©>[—11(65)2 -  6565 + 50] + '
160 D

+ (cos° ©)[-5(65)z + 6565] +15(65 )z (cos8 0 )  +  65 +10} (35)

4  = - ^ ^ { < с°520)[15(65)2 -12365+18O]+(cos20>2[72(65)2 -  25265+180]+

+ (cos2 ©Xcos4 ©X~l26(65)2 + 23465]+(cos4 ©>[—145(65)2 + 59765 -  350]+

+ 54(65)2(cos4 ©)2 + (cos6 ©>[235(65)2 -  45565] - 105(65)2 (cos8 © >-65-10}

(36)
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