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К ТЕОРИИ ВЯЗКОСТИ НЕМАТИЧЕСКИХ ЖИДКИХ КРИСТАЛЛОВ1
The explicit expressions for viscosity coefficients of the nematic liquid crys­

tals are derived on the base of statistical theory taking into account mutual interac­
tion of the medium's flow and its orientational order.

4 О
Определяющей особенностью жидких кристаллов является их ориентаци­

онная упорядоченность, выступающая как причина анизотропии их материаль­
ных свойств [1]. В свою очередь, кинетика тензорного параметра порядка вносит 
весомый дополнительный вклад в коэффициенты вязкости нематических жидких 
кристаллов (НЖК) [2,3,4]. Последнее обстоятельство осталось незамеченным в 
работах Форстера [5,6], который пытался построить теорию вязких свойств 
НЖК путем учета анизотропии в коэффициентах вязкости, выражаемых, как и в
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просшк жидкостях, через автокорреляционную функцию микроскопического 
тензора напряжений

К настоящему времени уже канонизированы феноменологическая гидро­
динамика Лесли-Эршссена или гидродинамика в гарвардской форме (см. налр. 
[1]), которые используются при интерпретации эксперимента по измерению ко­
эффициентов вязкости. Имеются и другие независимо разработанные эквива- „ 
лентные варианты феноменологической гидродинамики НЖК [7].

Целью работы является вывод явных выражений для коэффициентов вяз­
кости НЖК на основе статистической теории [2-4].

Так как исходные уравнения статистической гидродинамики отличаются 
но своей ферме от уравнений феноменологической теории, уравнения статисти­
ческой теории нужно преобразовать к виду уравнений феноменологического 
подхода и путем их сопоставления найти искомые выражения для коэффициен­
тов вязкости '

В данной работе ограничимся изучением изотермического поведения не- 
гжттмуемьтх НЖК описываемого сравниваемой феноменологической теорией 
Лесли-Эриксена. Поэтому здесь не рассматриваются важные вклады в коэффи­
циенты объемной вязкости, обусловленные взаимодействием кинетики одночас­
тичной функции раеф&делекня с другими кинетическими и гидродинамически­
ми движениями, которые Изучаются в недавней более общей статистической 
теории [8]

Следуя [4], уравнения статистической гидродинамики НЖК представим в
форйе

т у *  -РЪу + Ек1у\ы -  Xhj Мк , (1)

=  ® 1 +  *Чк1*к1 “  Akltv kl+ bik Мк» (2) '

Ёу *  ~Fijklv к! +  fiEijk/ZkJ +  Р Aijk Щ (3)

Здесь Т у - тензор напряжений, Р - давление, /?,, - тензорный параметр

порядка, являющийся квадрупильным членом массовой плотности молекул [6], 
п, - директор, v ,j - термодинамический параметр, сопряженный параметру по­

рядка Ry, Мк - объемная плс тяость квазнравновесного (не диссипативного)
__  OV:/момента пары сил; 6,у =  У̂  —®kekij’ причем V, - гидродинамическая ско­

рость, CD,; - средняя угловая скорость собственного вращения молекул, вук - 
тензор Леви-Чивита, 5 у - символ Кронекера; точка над величиной означает

дифференцирование по времени, Р = (кТ) ] - обратная температура.



Уравнения статистической гидродинамики установлены на основе метода 
неравновесного статистического оператора Д.Н.Зубарева [9].

Тензоры а\]к1, Ъу, Ещ, Хук, Aljk, FyU выражаются формулами типа

Грина-Кубо через соответствующие микроскопические потоки. Величины Ry и

v у связаны соотношением

Rij — Rjj =  gijkiv у , (4)

в котором gyjtf - статическая корреляционная функция параметра порядка Ry, а 

- его равновесное значение. Для неизотермического и сжимаемого НЖК в

формуле (4) имеются дополнительные члены, учитывающие отклонения темпе­
ратуры и плотности от их равновесных значений [3]

Упомянутые выражения для материальных тензоров имеют вид

4 *  =  £ й е" 8 '{ ¥ '> г « ( 0 ) ) ,
У О

Alkl= ± ° \ * e - “ { j?  
п о

% ,  = 1 | Л е - е ' ( ^ « ) Г и (0)),
V О

V  ^ W - { j b A T l l W \

5 т ) ,
‘ О

п V о

Здесь символ- [ ) означает равновесное усреднение, величины Ту, j f  и 

представляют собой интегралы по объему системы V от плотности потока

импульса и динамических величин малого угла поворота и тензорного параметра 
порядка соответственно [4], п - плотность числа частиц, Е —> О после термоди­
намического предельного перехода [9].



Тензор a'jyjj представляет собой вклад в коэффициенты вязкости за счет

автокорреляции тензора напряжений. Указанный вклад является единственным и 
теории Форстера [5, 6].

В свою очередь, макроскопическое взаимодействие гидродина :ического 
течения со средней ориентацией молекул, характеризуемой директором и тен­
зорным параметром порядка, учитывается с помощью тензоров Еук/ , А,ук, Аук.

Структура материальных тензоров определяется с учетом одноосной сим­
метрии нематиков, принадлежащей к группе Д о/,, и может быть представлена

через независимые коэффициенты, входящие в приводимые ниже формулы

a ijkl ~  a $ i f ih i  +  а 28 /*8 j l  +  а38 //8 jk  +  а4i^ ijnknl +  &klninlj )  +

+a'5biknjni +  <*б(8 //иуИ* + b jknlnl ) + a'1bjlnlnk +a^n,nJnknh

bik = b \ 8 tf + b 2nink>

E ijkl ~  Efiij&k! +  E 2 (8 i* 8  j l  +  5 //8  jk  ) +  E3^ijnknl +

+ E4(biknjni + bjkninl )+ E s(bnnJnk + b jinink) -

~(3E\ +2E2)bkininJ - ( 3 E3 +2E4 +2Еъ)глпjnknb (5 ')

%  =  2 A ( eilmnj nm +  e jlmninm )>

^•ikl ~  "2 ^'2i esiknl ns esilnk ns ) »

F w  =  F^ $ l  +  Fl ^  +  Fl Bfiu -

Здесь (a = 1,2,3) - идемпотентные матрицы, введенные в работе

Р.Л.Стратановича [10], в которой приведен их явный вид.
Для преобразований уравнений (1) и (2) к традиционной форме уравнений 

феноменологической теории исключим сначала из (1) и (2) тензорные параметры 
Rjj и Vу. Для этого, совершив фурье-преобразование по времени, с помощью

(4) уравнение (3) представим в виде

A jklv  к! =  $ E i)kfih! +  VAijkM k, (6)

где (й) ~ частота)

A jk l = i&£ ijk l+ F ijkl-

Уравнение (6) легко разрешается относительно V у :



V y  —  P ^ijklBIdmifimn ~t‘  P ^ i j k l ^ k l s ■> (7)

причем

Лш = к « в ш -  Ka = Fa (\ + ie,xa ), (a  = 1,2,3), (8)4jkl Jva  LJijkl

a t a  — g a l ' вРемена релаксации тензорного параметра порядка [3,11].
Подставляя выражение (7) в соотношение (1), установим материальное 

уравнение для тензора напряжений

Ту = ~Pbjj + {щдд + Cl n̂jUj )б/ш + (я2 ~̂a3̂ sij aÂ ijnm̂ n̂ mn

+ (a5 + a6 )eilnlnj  + (Я6 + а1 )еjlnlni + («6 “ а5 )Binj  +

i f  Е +  Е ^
+ (a7 - а6)Bjni + агщп} птппетп + - [ х 2 +РА 2̂  4 р /-»у- +

1 ^ *
+ 2 ^ 2 +  М

^2  +  ^5 (8)

где

1
еи -  ~ ] 2

dVj d \ j
dxj dxj

Bj = {(йт —С1т)п1втц, 2 ГР  ̂ v ,  (9)

так называемое молекулярное поле [1] h, определяется соотношением

M j= eijinjhi.
Аналогично с помощью (7) преобразуем и уравнение (2) для директора, 

представив его в форме ,

dn ■ — — —
— = ( 0) X п ) , -  Х2nkeik +  l 3Bi 4 ЬЦ. 
at •

( 10)

Материальные коэффициенты в полученных уравнениях выражаются сле­
дующим образом:

х 2 =  х 2 + м ^ Ц ^ ,

х 3 = - м л у А  * , = 6 , - м
2 К,



,  . л _ ^  . я, , 4РE i  . 2Р(£2 + Я4)2 2РЯ|
а 2  +а3 - а 2 +а3 + - -  , а5 - а 5 +-----------— -------------------—

А .] A 3 А ]

а6 =  а'ь +
2 K f r  +  l 4 X * 2 + * s )  2 р ^ |

2 р (£ 2 +  2?5)2 2pjSf

* 1

" 7 = " 7 4  * 3 *

'a j . a L + m h + s * t - 2 &
1 1 к ъ к ,

(И )

Формулы для коэффициентов aj и а 4 здесь не вьшисаны, так как они со­

держат дополнительные вклады за счет изменения температуры и плотности [3] 
и одночастичной функции распределения [8] и относятся к не рассматриваемому 
здесь случаю сжимаемого нематика.

Для последующих преобразований воспользуемся уравнением моментов 
пар сил $  4- М,- =  0 , которое следует из уравнения баланса собственного

кинетического момента в пренебрежении скоростью его изменения. Кроме того, 
как это принято в феноменологическом подходе, ограничиваемся учетом недис­
сипативного вклада в момент пары сил.

Принимая во внимание выражение (8) для тензора напряжений, уравнение 
моментов пар сил запишем в форме

y iB i +yifikei k =(\ + X3)hi, ( 12)

где

У\ = а 7 2а6 +а5+ 2(а2 -  ау\ о
У 2 =  а 7 ■as- " ( 13)

Используя уравнение (12), исключим в уравнении (10) величину со х п 
(она содержится в величине Д  ). В итоге установим традиционное уравнение

движения для директора [5,6]
shr»
—j- = (n xn )j+ X n keik+ y \ lhi’ ( I4)at

в котором материальные коэффициенты равны:

1 Т  I V 0 1 +  ^3 X, =  - Х 2 +Y 2 о-
У1

-1 у- 1 + Хо
Т1 = * 1 + — г

У1
(15)

Отметим, что в теории Форстера [6], в которой не рассматривается кине­
тика тензорного ориентационного порядка, имеют место соотношения



X =  —Л,2 , у 1 * = &i. Очевидное их отличие от (15), подчеркивает важную роль 

кинетики ориентационного порядка.
Наконец, исключая с помощью (12) вектор Bt из выражения (8), получим 

представление для тензора напряжений, отвечающее так называемой гарвард­
ской формулировке нематодинамики [1]

Xjj = -РЬу +{a2 +a3)elj + a%njnJnknlekl +

+ Ц а 5 +2а6 +а7 - ^ -
2 V У]

- \ X(h,nj + hjri; ) + \(Jhnj -hjrij). (16)

( nknj ekj +  11 hniekj) ■

В этом уравнении опущены члены, учитывающие объемную вязкость.
Для перехода от (8) к тензору напряжений Лесли-Эриксена из уравнения 

(14) найдем h  *
О

* dn
h j = y lN i + y 2nkeik, У2 = - ^ У ь  N i ^ - ( ^ x n ) ;  (17)

и подставим его в (16).
В результате установим следующее выражение для тензора напряжений:

XU = - РЬи + (а 2 + а з ) еи + a Sninj nk nlekI

+ - [ а 5 + 2 а 6 + а 7 -  ^  -  У 2 j nknj eki +

+  а 5 +  2<36 + а 7 ~ ^ Г  + ~Г + У 2 ) nkniekj +
Ух Ух

+ \ ( У 2  +  У1 )niN  / +  2 ( У  2 ~  У 1 ) w /'^7 ’ (18)

которое полностью совпадает с выражением Лесли-Эриксена ( а  р  — т у  ):

Сту = -РЬу + a ]njn] nknlekl + a AetJ + a 5nknJekl +

+ « 6 nk niekj +  « 2 nj N i + a 3n jN j .  ° (19)

Сопоставление (18) и (19) позволяет выразить коэффициенты Лесли- 
Эриксена через^коэффнциенты а, и у ,, определяемые на основе статистической

теории:

<Xi =  а 8 , сх2 т ( У  1 + У 2) .  «2  =  2 ^ 2  “ У г Х  « 4  = а 2 + а 3,

<*5,6 =  ' («5  + 2 о 6 + а 7 - ^ -  +  ̂ -  +  У2) • (20)



В итоге проведено не только статистическое обоснование феноменологи­
ческим теориям, но и установлены выражения для коэффициентов вязкости не­
матических жидких кристаллов.

Выражения для так называемых коэффициентов вращательной вязкости 
у  } и у  2 имеют сложную структуру, связанную с нетривиальным взаимодейст­

вием кинетики тензорного параметра порядка и директора с гидродинамическим 
течением среды. Остальные коэффициенты вязкости также представляют собой 
продукт упомянутых корреляций.

Важной особенностью выражений для коэффициентов вязкости, получен­
ных на основе статистической теории, состоит в том, что коэффициенты вязко­
сти зависят от частоты. Частотная дисперсия обусловлена релаксацией тензор­
ного параметра порядка.

Низкочастотные значения коэффициентов вязкости находятся из (11) при 
помощи предельного перехода ю —> 0 . При выполнении указанного перехода 
нужно различать случаи невырожденного и вырожденного по ориентациям ди­
ректора состояния нематиков. Для невырожденного случая т 3 конечно [ 11 ] и

переход осуществляется тривиально.
Если же имеет место вырождение по ориентации директора, при переходе 

к длинноволновому пределу время релаксации т 3 —» со [11]. Поэтому низкочас­
тотные значения коэффициентов вязкости, в которых содержится т 3 , зависят от 

порядка предельных переходов к нулевой частоте и к длинным волнам. Если 
сначала реализуется переход (й - 0 , то имеется ненулевой вклад релаксации
параметра порядка со временем х 3 . Если же сначала выполняется переход -к

длинным волнам, а затем к нулевым частотам, то вклад рассматриваемой релак­
сации равен нулю.

Разработанная теория исходит из представления о самостоятельном ха­
рактере временной эволюции директора как направления преимущественной 
ориентации "длинных" осей молекул. В то же время на основе предлагаемой 
теории можно рассмотреть более простое описание кинематики коллективных 
вращений, когда директор является собственным вектором тензорного парамет­
ра порядка, отвечающим его наибольшему собственному значению [5,6].
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