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ВЫСОКОЧАСТОТНЫЕ МОДУЛИ УПРУГОСТИ НЕМАТИЧЕСКИХ
ЭЛАСТОМЕРОВ

Theory of high-frequency elastic module for nematic elastomers is developed.

Эластомеры представляют сетчатые систе­
мы длинных цепных молекул с поперечными 
связями. Они способны к очень большим упру­
гим деформациям [1—4]. Если указанные цеп­
ные молекулы обладают жесткими фрагмента­
ми, способными к ориентационному упорядо­
чению, возникает новое качественное состоя­
ние -  жидкокристаллические эластомеры, в ча­
стности нематические эластомеры, см. напр. 
[5]. Примечательной особенностью таких мате­
риалов является то, что благодаря зависимости 
энергии деформации от ориентационного по­
рядка эти среды способны к спонтанному из­
менению формы и размеров [5].

Рассматриваемые эластомеры принадлежа!' 
к классу систем с несимметричным тензором 
напряжений, они так же подвержены действию 
моментных напряжений. Эти среды называются 
асимметричными или полярными средами. Ки­
нематика их описывается независимыми поля­
ми смещений и собственных поворотов частиц 
среды. В результате тензор малых деформаций 
определяется выражением, представленным в 
работах [6, 7],

е!/ =в/у+(ф,

которое определяется суммой тензора линей­
ной деформации etJ и тензора линейного пово­
рота (фл. -  фл. )е (здесь еsjJ -  тензор Леви -Ни­
киты).

Причем ф 1rotf/ -  вектор линейного по­

ворота, обусловленный полем вектора смеще­
ния U . Для учета внутреннего вращения сег­
ментов цепи вводится вектор собственного 
вращения <р,

Тензор линейного поворота имеет вид

e,J 2
5U,  dUj
дх , дх1 J

частотные и высокочастотные модули упруго­
сти, а также комплексные модули упругости, 
зависящие от упомянутой частоты.

Ранее высокочастотные модули упругости 
рассматривались в работах [8, 9, 10], при этом 
модули упругости выражены через потенциал 
взаимодействия структурных элементов среды 
и функции распределения.

Одним из методов исследования указанных 
свойств является изучение реакции полимеров 
на периодическое нагружение (периодическое 
деформирование). Рассматриваемые режимы 
деформирования называются динамическими 
режимами. При этом соответствующая дефор­
мация является малой, а анализ реакции среды 
проводится в рамках линейной теории.

Вязкоупругие свойства эластомеров при ди­
намических режимах нагружения описываются в 
терминах комплексных модулей упругости [9].

Тензор напряжений записывается в виде
со

т0 (0=*?и® и(о+ 0 )
о

где К°к,ек1 -  локально равновесный тензор на­

пряжений; К°к1 -  равновесный тензор модулей 
упругости; гк, -  тензор скоростей деформаций; 
r\tjkl (т) -  функция релаксации, являющаяся
временной корреляционной функцией микро­
скопического тензора напряжений т,-.

Пусть компоненты тензора деформаций ме­
няются по гармоническому закону с вещест­
венной частотой со:

ек1а) = Е°к1еш , (2)
огде Zj -  амплитудные значения компонент тен­

зора деформации.
Тензор скоростей деформаций изменяется 

подобным образом:

zkl( t ^ x )  = m z iklem(,~') . (3)

Упругая реакция среды на внешние возму­
щения существенно зависит от частоты внеш­
него воздействия. Поэтому различают низко­

Подставляя (2) и (3) в (1), получаем сле­
дующее выражение для микроскопического 
тензора напряжений:
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V  0 = ŷ'W + гС0 Vx

о
е°к1е'ш • (4)

Из приведенного выражения видно, что 
компоненты тензора напряжений также как и 
тензор деформаций изменяются по гармониче­
скому закону. Соответственно амплитудное 
значение тензора напряжений определяется 
следующим образом:

^•(со) = K ijkl +  ,со Чх (5)

Как можно заметить из представленной зави­
симости, амплитудные значения тензора напря­
жений являются функцией частоты нагружения.

Множитель при тензоре деформации явля­
ется тензором комплексных модулей упруго­
сти, который включает в себя как упругие, так 
и вязкие характеристики среды:

©о

Кт  (со) = К\а + ко[Цт  (т)e~,md x . (6)
о

Любопытно рассмотреть упругую реакцию 
среды при бесконечно больших скоростях де­
формирования, т. е. при со —» °° . Для устране­
ния появляющейся неопределенности введем 
новую переменную интегрирования:

у — (ОХ .

Тогда х = —, d x -  —  . 
со со

Следовательно, (6) можно переписать в виде

При со —> <=о получаем

*5* = * £ /+ % ,(  <»i]e-iydy.
о

Интеграл в представленном выражении в точ­
ности равен единице, и тогда тензор высокочас­
тотных модулей упругости представляется как

* Ш = Кт + ПдаСО), (7)

где r\ijk, (0) — одновременная функция релакса­
ции, которая определяется через микроскопи­
ческий тензор напряжения [12]:

Л уи (°) = " Я  dxdx'(x у (х,0)хк1 (х',0)} , (8)

здесь (3 = (кТ) 1; к -  постоянная Больцмана; Т -  
абсолютная температура; V -  объем системы; хы -

микроскопический тензор напряжения, который 
определяется по следующей формуле:

% = (l~ Рц » (9)

где Рц -  оператор проектирования Мори, с по­
мощью которого вычитается медленно меняю­
щаяся часть тензора напряжений.

Раскрывая явный вид оператора Мори, вы­
ражение (9) можно представить в виде

% = %  — = %  —  Kfjklemn, (10) п demn п

где п = -  концентрация жестких сегментов
полимерной цепочки (здесь N  -  число жестких 
сегментов полимерной цепочки).

Существенно, что упомянутый оператор 
выражается через микроскопический тензор 
деформации ётл, и далее принимается во вни­
мание, что

(*’ )dxdx‘ = jj-I ijmn ,

где I ljirm -  единичный тензор.
Учитывая выражение (10), тензор высоко­

частотных модулей упругости (7) представля­
ется в форме

Кщ = ^  j{  dxdx'fy (xfl)xkl (х',0)). (11)

Микроскопический тензор напряжений 
можно выразить через плотность тензорного 
параметра порядка [11]:

% О) = 2kTХА, ~ kTbs(X + 1)и;-л,Du -

-kTbsix-tynftDy,

р 2- 1где % ~ —п----  -  величина, характеризующая
Р +1

степень удлиненности молекулы; р -  -  от­
ношение длины молекулы к ее поперечному раз­
меру; b -  величина, характеризующая интенсив­
ность взаимодействия избранной молекулы с ее 
окружением; s -  скалярный параметр порядка,

3cos20 - ls -------------- ; 0 -  угол между осью жесткого

фрагмента полимерной цепочки и направлением 
директора (директор -  это вектор, который опре­
деляет направление преимущественной ориента­
ции жестких сегментов полимерных цепей).

В итоге коррелятор (т-% ^ сводится к ли­
нейной комбинации статических корреляторов 
тензорного параметра порядка. Указанный кор­
релятор можно представить с помощью матриц 
Стратановича [12]:
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XS im = ^ \d x \dx'{ Ад0)4 (°)) =
= 1 я „ ( 0 ) ^ ,

(13)

f 2bs
Г

а=1

+2% «,5г,5# +2х“| ^ ,-§2

(8у«/«а +  8ц«,и/ ) + 2 (х 2(<?з - ^ i )  +х

где £а (0) -  независимый коэффициент, для 
которого установлены формулы в виде средних 
значений косинусов и синусов угла 0 между 
осью фрагмента молекулы и директором.

Тогда тензор высокочастотных модулей уп­
ругости имеет структуру

+ ( Ъ? ix + \ f  -b s x ix  + \) g3 5 ,^ /1 ,+

+2(x2(8 3 -8 i)  + (k’s2( l 2- l ) - b s x 2)g3)x  (i5) 

x (8,■/«,«* + 8 jknini) + 2{x2 (§з -  Si) +

Кijld

kT :4Z2E g „ ( 0 ) ^ - 2 ^ ( z  + l)
+<bs2

(% -l)2- ^ l ( x - l )
\  л
§3

)  )
bjinink +

(«/«„. X  8  a  ( Щ ы  +n nn j  X  8 a  ( ° Ж н  ) -
-2/avx(x -1) (nt пт X  ga (0)5“„, + 

+ n in n X  8 a ( 0 ) K j k l  ) +  bs’ (x2 - ! ) x

+2x («1 +3g2- 4 g 3) + fo'2j - ^ . - g 3

-4/зл'(у2-§з))л ,« 7̂ л ;.

(14)

Примем во внимание, что для одноосной 
центросимметричной среды тензор К°°к1 обла­
дает структурой [14]:

X{ninmnnnklL8a(fyB?mnl +
"  l^l8y8W + ^28i*8j7 + ^38«8yt +

\  /  f/4 Г( IV ^  О  4 '  I r i l f U

Щ ПпП1Пт X  «a (O)̂ Jmil ) + +K4(8ijnknl + bklninj ) + K ^ r i jn ,  +

+ ^ 2 (x + l)2 njnlnmn„ X £<x (°)C*« + +K6(&unjnk +bjk”ini) + Ki5jinink +

+bs2 (Х- i f  «,«„«/««X ^ a (° )Bn“m/- +Kvninjnknl.

( 16)

Используя явный вид матриц Стратановича, 
юнзор X  8аЩи можно представить в сле­
дующем виде:

X  * А  = 814« + 8 ^  + =

у - у ) ( 8у«7'г/ + 8w«i«,) +

(ЬцП]Пк +Ъ1кп]П1 +bjtnlnk +

На основе соотношения (15) установим 
формулы для высокочастотных модулей упру­
гости, т. е.

К , = 2 к П 2[ ^ - 8 ^  К 2 = К 3 =2kTy?gу; 

A:4 =2*:7)t2^ 1- g 2^ l - ^ J ;  

^ 5=2*T(x2(g3- g l)+
6 / 2  \  Л

— (Х + 1) -& х (х  + 0  §3

2 2

у /

+8д«,«/) + ̂ “  + ~ - 2 ^ з  jЩП]Пкщ.

Тогда явное выражение для тензора вы­
сокочастотных модулей упругости (14) при­
мет вид

Kijkl g2

к6 = 2 кт{^{8ъ -  g l)+ (bs2 fc2 - 1)- )g3);

/Г7 = 2kT(x2 (g3 ~ gi )■

+ ( bs2(x-i)2-bx(x-i)) +Л \
£3

У /

kT 2X4 - « i  М и  + 2X gAf i j i  +

Ks =2kT12((gl +3g2- 4 g 3) + 

+bs2( ~ ~ ~ g 3 - 4 bs(g2- g 3)
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Как видно из представленных выражений, 
высокочастотные модули упругости зависят от 
температуры, степени удлиненности молекул, 
коэффициентов ga, которые в свою очередь 
зависят от концентрации молекул и степени их 
ориентации.

Приведем численные оценки высокочастот­
ных модулей упругости.

Одночастичные выражения для g(. записы­
ваются на основании [12, 13] в форме

8\ = - - «sin 0;16

g-, - — п cos4 0 -  cos2 0 ;8 i J
g3 = cos2 0 -  cos4 0j.

Среднее значение cos20 и cos40 опреде­
лим в приближении молекулярного поля по 
формулам [12, 13]:

cos2 0 = -1(25 + 1);

cos4 0 = -(25  + 1 )-— .
3 3b

Тогда коэффициенты g. определяются сле­
дующим образом:

Для численных оценок полагаем b = 4.5415, 
5 = 0.5 [12]. Плотность числа сегментов моле­
кулы примем л~1026.

В результате найдем, что

gl =1.049 1025м“3; 

g2 = 2.546-1025 м~3; 

g3 = 3.303 -1023m“3.

Для упорядоченных фаз молекул рассмат­
риваются сегменты цепи, длины которых зна­
чительно больше их поперечных сечений, по­
этому х  можно положить равной единице.

По этим данным при АТ = 4.14-10-21 
(Т = 300 К) можно оценить высокочастотные 

модули упругости:

Кх =-0.166-105 Па; К2 = К3 = 0.869 1 05Па;
К4 =1.952-105 Па; К5 =3.548-105 Па;

К6 = -4.344 • 105 Па; К7 = 1.866 • 105 Па;

Kg = 2.338-105 Па.

Отрицательное значение К, связано с при­
ближенностью выражения для микроскопиче­
ского тензора напряжений и коррелятора тен­
зорного параметра порядка.
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